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PREFACK 



vJn a dit déjà que l'histoire de rAstronomie donne , plus qu'aucune 
autre, une juste idée des progrès de l'esprit humain. Si cela est vrai en 
général, cela s'applique spécialement, ce me semble, à l'histoire des tra^ 
vaux que la découverte de Tattraction a fait naître. Il est beau de voir 
les hommes, courbés vers la terre par tant de besoins et d'intérêts divers, 
s'élevant peu à peu au-dessus des idées et des préjugés vulgaires, porter 
leurs regards vers les cieux, qui recèlent tant de merveilles et qui pro- 
clament la grandeur du Dieu tout puissant qui les créa. Il est curieux 
dé les voir, malgré de grandes difficultés, observer les astres avec cons- 
tance, les suivre dans leurs mouvemens, former, pour lier les faits entre 
eux, des systèmes ingénieux , et les corriger peu à peu par l'observation, 
en se dépouillant des illusions auxquelles la faiblesse de l'esprit humain 
les avait d'abord exposés : puis profitant successivement des secours de 
l'expérience et d'instrumens plus parfaits , trouver les lois générales qui 
régissent notre système, et les réduire enfin à une seule à laquelle tout 
semble obéir. Mais il n'est pas moins intéressant de voir les Géomètres 
partir ensuite de ce principe unique , conclu des lois de la Mécanique 
et de la généralisation d'un certain nombre de phénomènes, pour les 
soumettre tous au calcul, et les déduire comme corollaires d'un théo- 
rème si simple et si fécond ; d'étudier les méthodes qu'ils ont suc- 
cessivement employées, de comparer les résultats auxquels elles les ont 
conduit , et de suivre ainsi la marche de l'esprit humain dans l'une des 
plus belles carrières qu'il ait parcourues. 

La théorie a présenté de très grandes difficultés qu'il a fallu sur« 
monter par degrés, en les divisant. L'imperfection des observations n'a 
pas même été inutile sous ce rapport, puisqu'en ne permettant de 
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découvrir que les yariâtions principales, elle a simplifié les recherches 
faites pour les expliquer, et qu'elle a évité aux Géomètres qui se sont 
les premiers occupés de ce su^et^ ce dédale de petits efiPets divers qu'il 
eût été si difficile d'embrasâer tous à la fois. Lorsqu'on a voulu attaquer 
directement le problème des mouvemens des corps célestes, on a reconnu 
bien vite qu'il était impossible à résoudre dans toute sa généralité. Il a 
donc fallu soumettre la rigueur mathématique, naturellement inflexiUe^ 
à de nouvelles modifications, pour l'assujétir à représenter les phéno- 
mènes de la nature, sans lui ôter toute son exactitude. On a créé une 
tliéorie de l'art de négliger de petites quantités , de former des approxi- 
mations successives; et cette route nouvelle et glissante a égaré un ins- 
tant quelques-uns. de ceux qui la parcouraient. Cependant, le nombre 
des Géomètres- Astronomes s'étant augmenté, ils se sont appuyés ou 
corrigés les uns les autres ; les observations se sont multipliées et per- 
fectionnées 3 on a poussé plus loin les développemens analytiques, et on 
a trouvé des termes sensibles parmi ceux qu'on n'avait pas d'abord 
considérés; la gloire attachée à des succès si difficiles, a été un puissant 
encouragement aux travaux de ce genre. Enfin l'attraction a triomphé 
sur tous les points j et chaque difficulté qui s'est élevée a été pour 
elle l'occasion d'une nouvelle victoire. Un admirable accord s'est établi 
entre les résultats de la théorie et ceux de l'observation; la première, 
après avoir été long-temps guidée, est même devenue directrice à 
son tour : ses procédés , indépendans de tout obstacle matériel, ont 
démontré l'existence de nouveaux effets que l'autre avait à peine fedt 
entrevoir, ou dont elle n'avait pu faire saisir la loi. C'est ainsi que 
les deux méthodes se vérifiant et se consolidant mutuellement : la 
science qui apprécie les phénomènes les plus compliqués, qui détermine 
la grandeur et la position mutuelle de corps dont la distance est immense, 
est parvenue enfin à un point de perfection, que sont bien loin d'avoir 
atteint d'autres sciences , dont les principes semblent être bien plus 
simples et l'objet bien plus à notre portée. 
Dans cette masse imposante de travaux divers que la théorie de l'at- 
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traction a Fak naître, op peut distinguer jtroîs classes principales. Jua 
première comprend les recherches relatives à la détermination des mou- 
yemeins de translation des corps célestes, jen supposant leurs masses 
réuflies à leurs centres de gravité. La seconde, ccAle de leurs mouye- 
j»ens de rotation, en ayant ,égard à leur figure. La troisième traite de 
plusieurs phénomènes particuliers, tels que le flux et le reflux^ l'aber- 
ration, la réfraction et l'attraction moléculaire. Je ne m'occuperai id que 
de la première classe, sans y comprendre même la théorie des comètes, 
ni celle des sateUites, excepté la Lune. Dans les deux premières parties 
de cet Essai, j'ai cherché à esquisser l'histoire des progrès les plus remar- 
quables que les Géomètres du 18* siècle ont fait faire aux théories de la 
Lune et des Planètes, et à présenter en peu de mots une analyse raison- 
née des principales méthodes dont ils ont fait usage , en m'arrêtant à 
l'époque où a paru la Mécanique céleste, dont le mérite supérieur ne 
permet pas un examen de ce genre. L'objet de la troisième partie de 
cet Ouvrage est de donner un précis élémentaire de la méthode pour 
calculer les perturbations des corps célestes , fondée sur la variation 
des élémens de leurs orbites elliptiques, d'exposer les principaux théo- 
rèmes auxquels elle conduit, et d'indiquer les travaux les plus récens 
et les plus remarquables sur cette théorie. 

Sentant déjà* toute la difficulté de présenter avec ordre et exactitude 
les recherches de tant d-hommes de génie, c'eût été une présomption bien 
plus téméraire encore de porter sur eux des jugemens superficiels; 
aussi me suis- je borné en général à les prendre eux-mêmes pour 
guides sur ce point , en recueillant l'opinion énoncée par chacun d'eux 
sur les productions des autres. Ainsi l'examen de la théorie dé la Lune 
de Newton, fait par Clairaut et d'Alembert, peut servir à l'apprécier jus- 
qu'à un certain point; la discussion entre ces deux derniers Géomètres 
nous éclaire sur les avantages et les inconvéniens de leurs méthodes; 
la franchise d'Euler nous découvre les imperfections des siennes; enfin 
la difficulté, long-temps jugée insurmontable, de soumettre à la théorie 
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l'équation séculaire de la Lune et les grandes inégalités de Jupiter et 
de Saturne, relève encore le mérite de celui qui le premier y a réussi. 
J'ai cherché aussi à employer le plus possible les propres expressions 
de chaque Auteur, qu'il est si rare de pouvoir remplacer avec succès. 
Je me suis permis seulement de les abréger quelquefois et d'y faire de 
légères transpositions de mots ou de phrases qui ne peuvent nullement 
en altérer le sens. 

J'ai joui d'un avantage particulier, en trouvant dans ceux qui ont 
été mes juges, des secours et des encouragemens précieux. C'est d'a- 
près leurs conseils que j'ai choisi le sujet de mes recherchçs; c'est dans 
leurs cours et dans les lectures qu'ils m'ont indiquées , que j'en ai eu 
grande partie puisé les matériaux; et je regarderai leur approbation 
comme la plus honorable récompense de mon travail. 



Explication de quelques abréviations employées dans le cours de 

cet Ouvrage. 

Mém, de Par, pour Mémoires de C Académie royale des Sciences de Paris. 

Sav. Etr. Mémoires présentés à cette Académie par des Savons Étrangers. 

Prix de TAcad. Recueil des Pièces qui ont remporté les Prix à cette Académie, 

Mém» de BerL Mémoires de V Académie royale de Berlin. 

Mém. de Flnst, Mémoires de t Institut : Sciences mathématiques et physiques. 

Jour, des Sav. Journal des Sauans* 

Rech. Recherches sur différens points importons du Système du 

Monde, par d*Alembert. 

Syst. du Monde Exposition du Système du Monde , ^ 

%^' 1 rwy .u j nr- ut . > par M. Laplacc. 

iljec, cel. Traité de Mécanique céleste , J 
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DISSERTATION 

SUR LA THÉORIE 

DES MOUVEMENS DE LA LUNE 

ET DES PLANÈTES. 

PREMIÈRE PARTIE. 
THÉORIES DE LA LUNE. 

CHAPITRE PREMIER. 

Esquisse rapidedes connaissances acquises sur les mous^emens de la Lune V 
par les Astronomes observateurs jusqùa Newton j et de la théorie par 
laquelle il chercha le premier à expliquer ces mouvemens. 

JL'astronobue, ainsi qu*un grand nombre â*antres sciences, n'a pas été d*aborâ cnltiTée 
pour elle-même. Ce fut pour régler le temps et la marche des saisons , pour se guider dans 
leurs Toyages^ que 1q| hommes acquirent les premières notions sur les mouyemens des 
corps célestes. Des phénomènes qui excitaient la terreur et que l'on voulut expliquer^ de 
raines superstitions sur les vertus des astres^ toutes les erreurs dangereuses de l'Astrologie 
Judiciaire y quelque affligeantes qu'elles soient, provoquèrent cependant aussi d'utiles tra- 
vaux; ceux-ci rendirent promptement l'Astronomie plus cultivée que les autres sciences 
humaines , et lui acquirent dès-lors ce premier rang qu'elle a toujours conservé depuis. 
D'Alembert remarque, dans le Discours préliminaire de ses Rech. sur le Syst. du Monde, 
tt que malgré toutes ces idées fausses, et quoique les ouvrages astronomiques des anciens 
7) n'aient pas été d'un grand secours aux modernes ^ il n'y a aujourd'hui presque aucun 
n principe général clont l'énoncé ou du moins le germe ne se trouve chez les anciens, 
» comme si la première impression de la nature était de nous donner des idées justes^ 

i 
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)> que Ton abandonne bientôt par incertitude ou par amour da la nouyeanté , et auxqnellef 
i> enfin on eat forcé de revenir. ii 
La Lune y par la clarté qo^elle nous verse y par ses phases » par sa révolution, qui fournit 
D^omerte une période naturelle , par sa proximité de la Terre et parses éclipses, est, après la Terre et 
\^é Suïs'Sc'î* '® «Soleil, l'astre le plus intéressant pour l'honmie; elle peut nous donner une idée bien 
Laoe par Tob- relevée de toutes les découvertes astronomiques dues aux anciens. On attribue déjà aux 
scrrauoa. Chaldéens la connaissance du retour constant des éclipses, au bout de i223 lunaisons on 
de 18 ans et 10 jours. En examinant avec soin le mouvement de la Lune, on observa 
pit)mptement qu'au lieu de décrire un cercle autour de la Terre, d'une manière. uni' 
form?', elle était soumise à ime inégaKté dont le maximum montait à 5 ou6^ dont la 
période était de ^7^7, et qui accélérait ou ralentissait alternativement sa marche. Cest 
ce qu*on a appelé depuis équation du centre. On reconnut que le point de la plus grande 
inégalité avançait de près de 3* à chaque révolution; que dans cet intervalle la dbtance 
de la Lune à la Terre changeait aussi; que le plan de l'orbite de la Lune était incliné 
d'environ 5* à celui de l'oibite dn Soleil , et que la Lune tendait toujours i arriver un 
peu plutôt à la ligne d'intersection des deux plans. On représenta ces phénomènes en 
supposant que la Lune décrivait un cercle excentrique, en faisant mouvoir, chaque niois, 
la ligne des apsides de 3° vers l'orient, et en donnant à la ligne des noeuds un mouve- 
ment rétrograde sur l'écliptique. 

Hipparque, qui vivait deux siècles avant J.-C , détermina, au moyen des éclipses et 
déjà avec beaucoup de précision , les durées des révolutions de la Lune relativement aux 
étoiles, au Soleil, à ses nœuds et à son apogée, et il aperçut des anomalies dans son 
mouvement aux quadratures. Ptolémée suivit leur marche, en détermina la loi et la 
valeur, et découvrit ainsi l'inégalité de près de i^j^, que Bouillaud a noiamée élection, 
et qui diminue l'équation du centre dans les sjrzygies. Ptolémée construisit des Tables des 
mouvemens de la Lune, en se servant, pour les représenter, de l'hypothèse des épicycles. 
On fit insaucoup d'autres Tables après lui, mais sans observer aucune inégialité non^ 
velle, jusqu'à Tycho-Brahé, né en i54S, qui, par la comparaison d'observations plus 
exactes , en découvrit une d'environ un demi-degré , qui est nulle dans les éclipses et les 
quadratures , et qui est à son maximum dans les octans ; illanoQmia variation. U s'apeiçut 
aussi que le mouvement rétrograde des nœuds est sujet à une inégalité de près de s^, et 
que' rinclinaison de l'orbite en éprouve une autre beaucoup plus petite. Enfin Kepler, 
né en 1571, découvrit, eh calculant les observations de Tycho, une inégalité d'environ 
11', dont la période est d'un an, et qu'il appela, d'après cela, équation annuelle; elle 
augmente l'équation du centre dn Soleil dans les éclipses. 

Jusqu'alors, et même depuis Copernic, on avait recouru mnx épicyolesde Ptolémée pour 
représenter les mouvemens de la Lune, et Tycho avait besoin de cinq cercles pour cela. 
LoisdeKrpler. Kepler reconnut, après un grand nombre de recherches sur Mars, qne l'orbite de cette 
planète est une ellipse dont le Soleil occupe un des foyers , et que la planète se ment de 
manière que le rayon vecteur mené de ion centre à celui du Soleil décrit des aires pro- 
portiontfeïles au temps. Il étendit ensuite ses résultats à tentes les planètes *, il découvrit 
enfin , par des essais et après un grand nombre de tentatives , que les carrés des temps 
des révolutions des planètes sont entre eux comme les cubes de leurs grands axes ; c'est U 
troisième loi qui porte son nom. 
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' Il ehercba aussi à d^tenuîiier^ par des fonaales trigonométriqiies , Vang^é que le rayon proUcme de 
▼ectenr d'une planète fait ayec la b'gne des apsides, on l'anomalie vraie , en fonction de ^^J^^'- 
Fanomalia moyenne ou dei'àn^ que décrirait par rapport à cette ligne on astre qui» 
partant et arrivant en raâme teinps que la planète > se mourrait uniformément dans une 
eri>ite circnlaire. En effet, le temps de la révolution servant à trouver ce dernier angle 
par une simple pn^ition pour un instant ipieloonque, on réduisait ainsi la détermina* 
tîon du mouvaient elliptique à celle du mouvement uniforme et circulaîre. Kepler 
employa pour y parvenir un angle auxiliaire appelé V anomalie excentrique, et il obtint 
les valeurs du rayon vecteur, de ranoniali'e vraie et de Tanomalie moyenne , en fonction 
de cet angle. Mais cette dernière relation oontenant.à la fois Fanomalie excentrique et son 
sinus , ne pouvait être résolue rigoureusement en nombres ; ce qui fit voir à Kepler que 
le pnrf>lème de trouver Tmomalie vraie par l'anomalie moyenne , qui depuis a porté son 
nom , ne pouvait être résolu que par approximation. ( f^oyez note i .) 

On vit alors que l'équation du centre de la Lune tient à ce qu'au lien de décrire un 
cercle, elle oircnle dans une orbite elliptique autour de la Tenre comme foyer. C'est 
ce qu'Horroxius établit le premier, au rapport de Newton (Prî/i. i p. 4^1 ). Kepler con* 
jectura que le Soleil devait exercer une attraction poissante sur là Luné et les planètes, lAé^ûmV^y 
et que c'était celle de la Lune sur la mer qui produisait le flux et le reflux. Galilée , né riêaiîn'à Kew^ 
en i564> avait établi les lois de la pesanteur terrestre, par ses belles expériences'^*^* 
sur la chute des graves. On trouve aussi dans les ouvrages de Fermât, Hook «t Hé<- 
velius, différens passages qui prouvent qu'à l'époque où ils vécurent, l'idée d'un% action 
des corps de notre sjnrtème les uns siv les autres 'occupait dé}à les esprits, et qu'on 
songeait à remplacer par ces considérations le système des Tourbillons de Descartes, 
qui, malgré tout le génie de son illustre auteur, n'expliquait les principaux monve«- 
inens que d'une maatère vague et incomplète. Enfin )a théorie des forces oeptrifoges 
dans le cercle, trouvée par Iiu3r^ien8 (né en 1699), et rapprochée de celle des dé* 
veloppées du même auteur, conduisait immédiatement, comme le rema^rque d'Alembert; 
(Dise, prélim., p. 17) à la thème générale des forces centrales. 

Newton <né «n 164a > l'anaiée même de la mort de GaUlée ) arriva donc dans les cir- D^Tcrtt 
constances les plus favorables au génie dont il était doué, p<Nir démontrer, comme il le fit uai venelle. ^^^ 
le premier,' Isi cause générale de tous les mouveinêns des corps célestes, et l'on: sait que 
ce fîit la Lune qui lui en fournit la première vérification* En effet , cet astre faisant sa 
révolution autour de 'la Terre en 97/ 7* 4^^ 7, par rapport aux étoiles , l'arc qu'elle par- 
court dans une minute de temps est de 3a^94s®"^6^3Ûnales. Or, en supposant la Lune 
;attîrée vers la Terre par là même Cnrce qui fait tomber les corps à sa surface, le sinus 
verse de cet arc devait ci^rimer l'espace que cet astre aurait parcouru «dans la première 
miimtodesa chute, par l'effet de cette attraction. Il le trouva <de i5^ 1^; admettant ensuite 
que cette fovce croissait on raison inverse du carré des <listanoes (ainsi qne la troisième 
loi de Kepler le lui avait indiqbé pour les planètes) , et qne les espaces parcourus sont 
proportionnels an carré du temps, il conclut de là que l'espace parcouru dans une seconde, 
à une distance 60 fois moindre, c'est-à-dire à la surface de la Terre, dewtètre ausai de 
'i5^ 1'. L'accord de te résultat, condu du mouvement de la Lune, aveccelui.que Galilée 
avait trouvé loiag-temps auparavant par ses expériences directes sur la chute des corps a 
'ta surface de la Terfe, lui montra l'identité des causes qui prodmsaient ces-divers effets > 
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et teia devint plus éyideiit encore en ayant égard anx trèd petites modiEcâtiona qne 
l^attraction du Soleil et la force centrifuge de la Terre devaient produire dans le résultat 
• conclu, pour le rendre tout-à-£ut comparable au résultat observé. Il démontra récipnv- 
quement qu*en admettant la loi de Tattraction en raison inverse du carré des distances» 
les aires doivent être proportionnelles au temps; que les orbites des planètes sont ellip- 
tiques ; et la troisième loi de Kepler indiquant que l'attraction du Soleil agirait également 
sur toutes les planètes placées à la même distance de cet astre ^ lui montra que leurs 
poids sont proportionnels à leurs masses. 
Onvrage de €*est du développement de toutes ces propriétés du mouvement elliptique , de celles' 
Principes, ^' ^^^ forces centrales et de celles du njouvement dans un milieu résistant > qu*il composa 
la première édition de ses Principes mathémai^ues de la Philosophie naturelle, qu'il 
publia en 1687, à l'invitation deHalley. Le 3* livre de cet ouvrage contenait une appli- 
cation générale des théories précédentes au système du monde. Celle de la Lune ne parut 
qu'en 170a, dans \ Astronomie de Dav. Gregoiy. Newton l'inséra ensuite > en 1713, dans 
la seconde édition de ses Principes, et y fit quelques additions dans la troisième, qui 
paruf*en 17126. 

Il serait peut-être plus facile de dire ce que Newton a laissé à faire à ses successeurs, 
que d'exposer tout ce qu'il a fait ou proposé de nouveau dans cet admirable ouvrage, 
dont l'analyse complète n'est pas de notre sujet. La méthode logique qu'il a cpnstam-» 
ment appliquée, et qui consiste à s'élever, par une suite d'inductions, des phénomènes aux 
causes 9 et à redescendre ensuite de ces causes à tous les détails des phénomènes, sera 
toujours la meilleure dans les sciences phpiqu^. Sa méthode géométrique de présenter 
par la synthèse tous ses résultats, en employant des figures et des constructions au lieu' 
dé formules, a dû céder à l'analyse algébrique, dont les psocédés sont à la fois plus 
simples, plus féconds et plus généraux; mais on peut observer cependant que si, comme 
il le parait, l'emploi des substitutions successives était connu lon^emps avant llii des 
astronomes, c'est à Newton qu'on doit du moins d'en avoir fait le premier une méthode 
analytique qu'il appliqua à la résolution des équations par approximation, et que les 
géomètres ont employée depub presque exclusivement pour l'intégration des équations 
différentielles du mouvement. 
Explication Avant de chercher à analyser la théorie de la Lune, de Newton, il n'est pas inutile 
pmîdpafes fn^ P^ut-être de faire voir en peu de mots avec quelle facilité on peut, au moyen de l'attrao- 
aaiitcs de la tion, donner une explication satisfaisante des inégalités que l'on ^vait reconnues depuis si 
x^ûo^ ' ' long-^emps dans le mouvement de cet astre, sans pouvoir en rendre raison. Si l'on «onçoit 
en elFet que tous les corps s'attirent en raison directe des masses et en raison inverse du 
carré des distances, le mouvement de la Lune autour de la Terre devra être altéré par 
l'action des corps environnans, et particulièrement par celle du Soleil, qui est environ 
400 fois plus éloigné de'la Terre que la Lune> mais dont la masse est 337,000 fois plus 
grande que celle de la Terre. Et comme l'application d'une même force à la Terre et à la 
Lune changerait leur mouvement absolu , mais non leur mouvement relatif, on voit que ce 
sera seulement la différence positive ou négative entre l'attraction du Soleil sur la Lune 
et celle qu'il exerce sur la terre, qui troublera le mouvement de la Lune rapporté à la 
Terre considérée comme fixe. Cette différence étant la plus grande aux syzygies, c'e^rt 
a\ors que l'action du Saleil tendra à éloigner le plus la Lune de la Terre. Mais cornue 
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c^est Vaccnmulation de ce» petits eSPets successife qui produit les plus grande» inégaUtéjiy 
ce ne sera pas aux syzygies^ maïs aux quadratures, ainsi que nous )e verrons plus loin , 
que la Lune se trouvera le plus éloignée de la Terre par Taction du Soleil ( abstraction 
faite de l'excentricité de son orbite). Cette action produira sur la Lune une force dirigée 
du côté du Soleil , dans la moitié de l'orbite de la Lune qui en est le plus près , et dirigée 
en sens contraire dans l'autre moitié. Ainsi cette force agissant dans la direction du mou- 
vement de la Lune quand eHe ira des quadratures aux syzygîes, tendra à Taccélérer , 
tandis qu'elle agira dans une direction contraire et tendra à retarder le mouvement de 
la Lune , quand celle-ci passera des s jzygies aux quadratures. 

Lorsque la Lune se trouvera à la quadrature qui précède la conjonction , son mouve- Variation, 
ment sera très lent, mais l'action du Soleil tendra à l'accélérer. Après avoir repris sa 
valeur moyenne , sa vitesse croîtra par degrés et sera la plus grande au moment de là 
con}onction> dès-lors l'action du Soleil tendra à la diminuer; mais , en vertu de Tacdrois- 
sement acquis, c'est alop que le mouvement sera le plus accéléré, et que 'la longitude 
vraie sera le plus avancée ; le maximum aura lieu 45® après la conjonction , an inoment 
où la vitesse redeviendra moyenne. Les choses se passeront d'une manière analogue dans 
l'autre partie de l'orbite ; ce qui explique la variation ^ qui est proportionnelle au sinus du 
double de la distance de la Lune au Soleil , et qui dépend de la composante de la force 
perturbatrice dirigée suivant la tangente à la trajectoire. 

L'otbite de la Lune étant sensiblement elliptique , lorsque le grand axè se trouve Etcction. 
sur la ligne des syzygies et l'apogée du côté du Soleil , la force centrale de la Terre 
sur la Lune y qui est la plus faible dans la syzygie apogée, reçoit la plus grande dimi- 
nution ; et la force centrale , qui est la plus forte dans la syzygie périgée , y reçoit la plus 
petite diminution; d'où il résulte que la différence des distances périgée et apogée, et par 
conséquent l'excentricité (qui en est la moitié) est beaucoup plus considérable dans ce cas 
que lorsque le grand axe est dans la ligne des quadratures. Telle est la cause de Vévection; 

Enfin l'équation annuelle tient à l'ellipticité de l'orbite du Soleil. Quand il est périgée , Émution mp 
son action, devenue plus puissante, dilate Torbe de la Lune et retarde le mouvement de ^^^^^ - 
cet astre; mais cet orbe se contracte et le mouvement s'accélère à mesure que le Soleil 
s'avance vers son apogée , et il en résulte une inégalité semblable et de signe contraire 
à' l'équation du centre du Soleil. 

L'action moyenne du Soleil diminue l'action de la Terre sur la Lune, car la diminu- . Mouvement 
tion de la force centrale dans les syzygies est plus grande que son augmentation daâs les 
quadratures. Ainsi la Lune tendant à sortir de son orbite elliptique , met plus de temps à 
aller de l'apogée au périgée, que si elle fut restée sur cette orbite, ce qui revient à donner 
un mouvement direct à la ligne des apsides. Ce mouvement , essentiellement périodique , 
sera soumis à des inégalités dépendantes des lob de la diminution de la force centrale 
et liées à l'évection ; il sera direct dans les syzygies , rétrograde dans les quadratures , et 
oe sera l'excès de celui-là sur celui-ci qui produira le mouvement annuel de l'apogée. 

L'action du Soleil tend à sortir aussi la Lune du plan de son orbite, toutes les fois Vnrîadoii de 

qu'elle ne se trouve pas dans l'écliptique , et ces deux plans se coupent suivant la l'incMna>»on et 
1- j j • . 1 % 1. . ' !.. ... 11 «^ luoiivcmeni dea 

ligne des nœuds ; on voit que cette action tend à diminuer 1 inclinaison quand la Lune nwuda. 

s^élève au-dessus du plan de l'écliptique , et à l'augmenter quand la Lune se rapproche 

de ce plan > puisque le Soleil tend^.dans ce dernier cas , à le lui faire traverser un peu 
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plutôt. Ce double effet contribnerâ également à donner mm nœads on mouvement 

rétrograde , qui sera nul dans les syzygies , et à eon maximum dians les quadratures. 

Il pourra arriver cependant, quand les nœuds seront dans les octans, par exemple , 

que Tactioa du Soleil tende à augmenter rindinaison, quoique là Lune s'éloigne de 

l'écliptique , et à la diminuer , quoiqu'elle s*en rapproche. Cela aura lieu lorsque la' Lune 

étant près d'arriver à son nœud , le Soleil agira dans la direction de son mouvement , et 

cela produira une diminution dans la rétrogradation des nœuds. 

Action moj. Quant au rappozt de la force principale de la Terre sur la Lune a la diminution que 

du Soleil. l'action du Soleil y produit , on démontre (noyés note 4 ) «!«*il «»t à peu près égal à la 

moitié du carré du rapport des moyens mouvemens de la Lune et du Soleil autour de la 

Terre ; et comme les observations indiquent que le mouvement de la Lune est environ 

i3,4 fois plus rapiide que celui du Soleil , on en conclut que la fcxce principale est à 

peu près 358 fois plus ^ande que la foice perturbatrice qui tend à la diminuer. «'En 

9 vertu de cette diminution (Syst. M., t. II, p. 73), la Lune est soutenue à une plus 

« grande distance de la Terre que si elle était abandonnée à l'action entière de sa 

f» pesanteur ; le secteur décrit par son rayon vecteur autour de la Terre n'en est point 

f» altéré, puisque la force qui la produit est dirigée suivant ce rayon.. Mais la vitesse 

7i réelle et le mouvement angulaire de cet astre sont diminués *, et il est facile de prouver 

n {voy, note 4) qu'en éloignant la Lune de manière que sa force centrifuge soit égala 

9) à sa pesanteur diminuée par l'action du Soleil , et que son rayon vecteur décrive un 

n secteur égal à celui qu'il eût décrit dans le même temps sans cette action, ce rayon 

4> sera augmenté de sa 358* partie , et le mouvement angulaire sera diminué d'un 179*. p 

Analrse de ^*^^ ^^"^ '* discussion et l'appréciation de tous les effets isolés de l'attraction récî- 

la th€ori«s de la proque de la Terre, de la Lune et du Soleil, que consiste la théorie de la Lune, de Newton^ 

^une, ew- ^^ |,^^ ^^ distinguer deux buts principaux, celui d'expliquer toutes les inégalités défi 

connues en en fixant la valeur, et celui d'en démêler de nouvelles» 
F^.d«liT.t«r, ^^ ^^vre I*' des Principes^ qui traite du mouvement des corps , contieattrois'propositions, 
^^ if "'**^''^ ' ^^ ^** ^* ^^ ^^*^ ""^ ^^ mouvement des corps dans des orbites mobiles et sur le mouve=^ 
d« apsides. ' ment des apsides* Newton y fait usage des séries convergentes et de la méthode des 
premières et dernières raisons. Il démontre qu'en représentant par n le rapport de la 
révolution périodique du mobile à sa révolution anomalistique ( ou à son retour à la même 
apside) , et par A le rayon vecteur de l'orbite , A»*~^ sera 'l'expression de la force 
centrale correspondante. Ainsi quand celle-ci décroîtra dans un rapport moindre que le 
carré des distances , n devra être plus grand que 1, et le mouvement des apsides sera' 
par conséquent rétrograde; tandis que lorsque la force décroîtra dans un rapport plus 
grand (ce qui est le cas de la Lune troublée par le Soleil ) , n sera plus petit que 1 , et le 
mouvement des apsides sera direct. Connaissant la force centrale, on peut donc déterminer 
le mouvement des apsides, et réciproquement. Il examine les trois cas où la force centri- 
pète est uniforme , proportionnelle à une certaine puissance du rayon ou à une fonction 
de ces puissances. Il cherche quelle est la loi de la force centrale pour un mouvement 

de 3** par révolution , et il la trouve représentée par .^^,^ , ce qui s'approche beaucoup 
plus de la loi de l'inverse du carré que de celle de l'inverse du cube. Dans le coroll. a 
de la prop. 4^, il fait voir que si l'on retranche de la force centripète — qui fait décrira 
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une ellipse» ime force C = yj^^y A, la formule *^<>* y "~7c ^^°°*^ i8c« 45'44* 

pour U demi-révolution anomalistique > ce qui indique un mouvement de i^ Zi' â8' pour 
la ligne des apsides au bout d'une révolution , et il remarque que le mouvement des ap- 
«îdes de la Lune est environ deux fois plus grand. Clairaut a voulu croire (JMém. Par., 1746, 
p. 353) que Newton n'avait pas entendu faire une a[^Iication au mouvement de l'apogée 
lunaire par cet exemple ; il semblerait cependant que c'était là son intention » puisqu'il 
a représenté par C l'elTet moyen du Soleil sur la Lune » et qu'il regardait bien cet effet 
comme à peu près proportionnel à la distance de la Lune i la Terre, ainsi qu'on le voit 
prop. G6 , cor. 7, 

Les prop. G6 — 69 contenues dans la i x* sect. du lîv. I*', renferment le premier essai Prop.dolnr.I«r^ 
qu'on ait fait pour appliquer le système de l'attraction au mouvement de trois corps, traction mu-' 
L'objet du i*' Aéorème est de prouver que si trois corps inégaux s'attirent mutuellement iuell«dc3coipi. 
en raison inverse des carrés des distances > et si l'on .considère d'abord séparémçnt l'açtioa 
des deux plus petits , en supposant qu'ils tournent autour du plus grand y le corps inter- 
médiaire décrira autour du corps principal , comme foyer, des aires qui seront plus» 
près d'être proportionnelles au temps > et une orbite plus sensiblement elliptique , si la 
corps central est en effet, comme on le supposes soumis à l'attraction des deux autres, que 
dans le cas où il ne le serait pas ou le serait suivant une loi différente. 

Pour le démontrer j Newton suppose d'abord les trois corps dans le même plan. Il 
décompose l'attraction du corps extérieur sur le corps intermédiaire en deux compo-. 
santés ; Tune, dirigée parallèlement à la distance de celui-ci au corps central » ne change 
pas la loi des aires, mais déforme l'ellipse en rendant la loi de la force centrale diiférente de 
celle de iHnverse du carré des distances; l'autre composante, dirigée suivant la ligne qui va 
du corps central au corps extérieur, change k la fois la proportionnalité des aires au temps 
et Tk nature de l'orbite (celle-ci parpnç double raison). Mais si le co^s central est 
également soumis à l'action du corps extérieur, ce ne sera plus que la différence entre 
cette action et la seconde composante, qui produira une force troublante dans cette 
direction. Ainsi plus cette différence sera petite, plus l'ellipticité sera approdiée , et elle . 
le sera le plus possible quand Fattraction qu'éprouve le corps central^ suivant la même loi 
que celle du corx» intermédiaire , sera égale à la moyenne de toutes celles qu'éprouve 
celui-ci dans sa révolution autour de celui-là. Le même procédé conduit à une conclusion 
semblable dans le cas où les trois corps ne sont pas dans le même plan* 

Cest dans les ââ corollaires qui découlent de ce théorème que Newton analyse , d'une 
manière générale, détaillée et simple , quoique délicate , tous les effets divers qui résultent 
de l'attraction réciproque de trois corps sur le mouvement du corps troublé, sur la grande ur 
et sur la position des on orbite, suivant les diverses configurations que les corps présentent 
les uns par rapport aux autres ; il examine séparément les variations de toute espèce qui 
en résultent dans chaque élément, et cherche i suivre toutes les xirconstances qui eu 
produisent de différentes. Il remarque , cor. i3 , que ses conclusioos étant indépendantes 
de la grandeur du corps extérieur, s'appliquent aussi au cas où lei deux autres tournent 
autour de lui , et il a égard > dans les derniers corollaires , à la figure et à la fluidité de la 
surface du corps central. Il cherche à prouver, dans la prop. 67 , que le corps extérieur 
(supposé plus petit que le corps central) décrit autour du centre de gravité des deux 
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intérieurs > comme foyer ^ une orbite plus sensiblement elliptique et des aires qui sont plus 
près d*être proportionnelles au tenips^ qu'autour du corps central ; et dans laprop« 68, que 
cela a lieu plus exacteâient aussi quand celui-ci est soumis aux attractions des autres , 
suivant la même loi ; enfin U prouve , dans laprop. 69, que les forces absolues de deux 
corps l'un sur l'autre. > sont entre elles comme leurs masses; d'où il est naturellement 
conduit à observer l'analogie qui existe entre les forces centripètes et les corps d'où 
elles émanent : c'est alors qu'il définit l'attraction , Ueffort quelconque des corps pour 
s'approcher les uns des autres. 
Analyse de C'est dans le livre 3* des Principes, qui traite du système du monde, que Newton fait 

Lune renfer- l'application de tout ce qu'il a établi dans le premier , et consacre onze prop. (a5 — ^ 35 } 

fièai^^llvro'des ^ ^^ discussion approfondie des inégalités de la Ilune^ et à la recherche de leurs valeurs 

Principes, numériques. 

Forces per- Dans la prop. a5, il cherche les forces provenant du Soleil , qui troublent les mouve* 

wr tnces. j^qj^s de la Lune. Il représente la force du Soleil sur la Terre par la droite qui les joint , 
et décompose l'action du Soleil sur la Lune , dans le mouvement relatif de celle-ci , en 
deux forces; l'une, suivant la direction du rayon vecteur de la Lune ^ '[est à la force 
centripète de la Terre sur la Lune> d'après la théorie des forces centrales , dans le rapport 
des carrés des temps périodiques « ou comme 1 : 178^7^5 ; ce qui lui donne son rapport 
â la gravité qui agit à la surface de la Terre ; l'autre , dirigée parallèlement à la ligne 
qui joint le Soleil et la Terre , est représentée par une ligne qui est le triple de la différence 
des distances de la Terre et de la Lune au Soleil. Dans les syzygiesi cette deuxième force 
est triple de la première ; ainsi elle est à la force principale =s 1 ! 5g}57 > et la force 
solaire qui se compose alors de la différence des deux^ est double de la première 
ivoy. note 4)* 

r ^*dfe^ ^* "Dans la prop. aff, il s*occupe de la variation ( due à l'action du Soleil ) , de l'aire que 
décrit le rayon vecteur mené de la Terre à la Lune. Pour plus de simplicité , il suppose 
l'orbite de la Lune circulaire^ et les lignes qui joignent la Terre et la Lune au Soleil, 
parallèles. Il décompose la résultante des forces suivant la tangente à la trajectoire, pour 
obtenir la composante qui tend à accélérer le mouvement de la Lune ; il montre que cette 
composante est à la force parallèle au rayon vecteur, dans le rapport de 5 à a dans les octans 
(voy. n. 4); elle est donc les I-ttît ®" '®® i\lii ^® '* f'^'^e centripète de la Terre sur 
la Lune, et ce rapport représente l'accroissement horaire moyen de la vitesse ou de l'aire 
décrite ; mais comme le Soleil se meut en même temps que la Lune , cet accroissement 
doit être augmenté dans le rapport des révolutions sjnodiques et périodiques de la Lune; 
il devient alors ^u? ==7:117; la plus grande aire décrite, qui correspond aux syzygies , 
est alors 1 +x ; la plus petite, qui correspond aux quadratures, est i«-x ; ce qui montre 
que la variation élémentaire de l'aire, dans la quadrature , est à cette même variation dans 
lasyzygie = 10973 l 11073. U trouve que l'excès de la variation d^ns un point inter- 
médiaire sur cette variation dans la quadrature, est proportionnel an carré du sinus de la 
distance angulaire de ce point à la quadrature. 

Dans la prop. 527, il indique comment on peut trouver la distance de la Lune à la Terre, 
par son mouvement horaire, au moyen de la relation qui exprime que l'aire est égale au 
produit du mouvement horaire par le carré du rayon ; car on voit par là que ce rayon 
est égal à la racine carrée du quotient de l'aire pfr le mouvement horaire. Il prépose ^ox 
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ftstronomeii cTen titet le diamètre apparent de la Lune, et de Yoir comment cette règle 
s^accotderait ayec lea observations. 

Dans la'prop. aSj il cherche la dififérence que Faction du Soleil produit dans les 
diamètres de l'orbite décrite par la Lune , en faisant d'ailleurs abstraction de son excen- 
tricité. Comme la courbure de la trajectoire^ dans le cas où le mobile est soumis à une 
force perpendiculaire à la direction de Télément qu'il parcourt y est en raison directe de 
l'attraction et en raison inverse du carré de la vitesse , les valeurs précédentes lui donnent 
le moyen de trouver le rapport de la courbure de l'orbite lunaire , dans les quadratures » 
à cette même courbure dans les syzjgies. Il cherche ensuite le rapport de ces courbures , 
en supposant que la Lune décrive une ellipse mobile, et trouve, par une méthode qui 
présente quelques difficultés , que la distance de la Lune à la Terre , dans les syzygies , 
est à sa distance dans les quadratures (sans avoir égard à l'excentricité de l'orbite de la 
Lune ) comme 69 est à 70. 

La prop. ^9 traite de la Variation de la Lune : elle provient, soit de la forme elliptique 
de son orbite, soit de l'inégalité des aire^ décrites par son rayon vecteur. Newton détermine 
par là son maximum à 3fl' Sa". Mais le mouvement réel de la Terre , qui donne au Soleil 
un mouvement progressif apparent, fait que la Lune doit décrire un arc de plus de 90* 
dépuis le moment des quadratures , pour être en conjonction ou en opposition avec le So- 
leil : positions qu'elle n'atteint que lorsque l'angle qu'elle a décrit est à l'angle droit dans 
le rapport de ses révolutions synodique et périodique. Tous les angles sont dilatés 
par là dans le même rapport , ce qui porte la variation à 35' 10" dans les moyennes 
distances du Soleil à la Terre. Elle varie encore par l'effet de l'ellipticité de l'orbite 
solaire , dans le rapport du carré du temps de la révolution synodique de la Lune divisé 
par le cube de la distance du Soleil à la Terre ; ce qui porte son mcusimum à3/ 1 1'' au 
moment où le Soleil est à son périgée. Newton n'a pas égard , dans cette détermination , à 
l'excentricité de l'orbite lunaire, dont il laisse aux astronomes à évaluer l'effet sur cette . 
inégalité, et il se borne à supposer que la Lune placée aux octans est toujours dans ses 
moyennes distances. 

La prop. 3o est consacrée à la recherche du mouvement horaire des nœuds de la 
Lune dans • une orbite circulaire. Il démontre facilement que leur vitesse est propor* 
tionnelle au produit des sinus des distances angulaires de la Lune et du Soleil au nœud, 
et de. la Lune à la quadrature. Quand les nœuds sont dans les quadratures et la Lune 
dans les syzygies, ce produit est égal à l'unité ; alors l'angle des nœuds est égal à l'angle 
de déflexion de la Lune , ou à l'angle décrit dans l'élément du temps ( en supposant que 
la gravité terrestre vint à cesser ) , qui exprime son écart de la ligne droite , par l'effet de 
la composante de l'attraction solaire parallèle à la distance de la Terre au Soleil : le mouve- 
ment des nœuds sera donc alors au mouvement de la Lune dans le rapport de cette force 
à la principale, ou :: 1 : 59,576, ainsi que nous l'avons vu; ce qui donne, pour un moyen 
mouvement horaire lunaire de 3fl' 56''37*, un mouvement horaire du nœud de 33" lo* 33'*.*., 
quand les nœuds sont ^Md|?9 quadratures. Il démontre qu'en général, quand les nœuds 
sont hors des quadralnj^Hk Lune hors des syzygies , le mouvement horaire du nœud 
est égal à la moitié dHHpvement horaire précédent qui a lieu dans les syzygies de 
la Lune, ou à iG'^ 35* i6'^» • . .j multipliée par le carré du sinus de la distance de la 
syzygie au nœud. . 

a 
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Ban» Ta prop. 3i, il a'occupe du mouvement boraire des nœudï de la Lune dans une 
orbite elliptique. II prouve que ce mouvement est proportionnel au produit de Taire 
comprise entre Télément de Tellipse et la ligne des nœuds par le carré du sinus de la 
distance du nœud à la sjzygie } et comme il avait trouvé une relation analogue entre le 
mouvement des nœuds et Faire dans un cercle ^ il en conclut que le mouvement moyen 
boraire des nœuds dans Tellipse est à ce mouvement dans le cercle ^ comme l'ellipse est 
au cercle^ ou comme 69 : 70; ce qui donne iG*' ai* pour le maximum du mouvement 
ebercbé^ en supposant les aires décrites proportionnelles au tempe« Cette valeur est 
modifiée par les accroissemens que prend la vitesse ou l'aire décrite , par l'effet de la 
force perturbatrice. Nous avons vu que l'élément de cette vitesse à son maximum dates 
les syzygies, est à sa valeur moyenne dans les octans, comme 11073 est à iioaS. Le» 
ten^ps sont en raison inverse de ces vitesses, et les mouvemens correspondans de la ligne 
des nœuds sont comme les carrés de ces temps. On aura donc 

mouv. des nœuds dans la syz., ou m^ ; mouv. moy. des nœuds, ou mt: iioaS : 1 1073 ; 



d'où m — 7ii':to= 11073 — iroa3 : 11073 = 99^79 ! 11073; 

d'où l'on voit que la diminution du mouvement des nœuds dans la syzygîe est au mou^ 
cément moyen, dans le rapport de 100 à 11073 à très peu de ebose près. Ce décroît- 
sèment aux syzygies est donc de 17" 43'^. . . ., dont il prouve qu'il faut retrancher le ^ 
du mouvement boraire moyen 16" ai*, pour avoir le mouvement corrigé 16* 16*37** 
dans son maximum. 
Newton évalue le mouvement moyen annuel des nœuds, dans la prop. Sa; en prenant la: 
»uïïdc«ncf'ii£ *^°""^ ^®^ mouvemens moyens boraires, ou en multipliant 16' 16*^37'' par 365^6* 9',, 
valeur de l'année sidérale , et divisant ce produit par a ; i\ obtient ainsi 1 9^ 49' 5". Cetté^ 
expression s'applique au cas où l'on suppose que le Soleil , an bout d'une année révolue , 
revient auneeudd'^où iî était parti ; mais à cause du mouvement du nœud, le Soleil doit y 
revenir plutôt et avant d'avoir acbevé sa révolution, ce qui doitproduire une diminution 
dans le mouvement des nœuds. Il trouve en effet, par des méthodes qui dépendent de la 
considération des airee et du développement de leurs valeurs au moyen des séries infinies , 
que le mouvement total du nœud par rapport aux étoiles entre dem de se» conjonctions 
avec le Soleil , est de 1-8' ig' 5'; l'excès de 3So® sur ce nombre , donne 34i* 4cf SjÇ pour 
le mouvement dit Soleil entre ces mêmes conjonctions , d'où il tire 19^ 18' 1' pour le mou^ 
tement moyen des nœuds dans Tannée sidérale ', ou dans Vfntervalle pendant lequel lé 
Soleil parcourt 36o^. H observe que la différence entre ce résultat et celui que donnent 
les observations, est plus petite que la 3oo* partie du mouveihent total , et qu'elle paraît 
Tenir de l'excentricité et de l'inclinaison de rorbitelimaire. La première accélère trop le 
mouvement des nœuds, tandis que la seconde tend à son tour à le retarder un peu, et à 
le ramener à sa vitesse véritable. 
de?n*^*^£* ^^ Dans la prôp. 33> il cherche le mouvement vrai des nœuds de la Lune ; mais à cause 
de la trop grande difficulté du calcul ( probablement due dnjÊfjizàe convergence de la 
série qu'il emploie), il se borne à donner, sans démonstratioU^Mk construction géomé- 
trique de ce problème, et s^en sert pour trouver l'angle quil-fkufafouter ou retrancher du 
mouvement inoyen , suivant que les nœuds passent- des- quadratures aux syzygies , ôvt 
des syzygies aux quadratures , pour avoir le mouvement vrai des nœuds. Il désigne cet 
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angle par le ttom ScBquatio semestris motûs nodorum : \\ eslt de i^ 3o^ dans let 
octans; ce qui est conforme aux observations. Il remarque aussi une antre «équation 
qu'il appelle menétrua; mais elle ne lui parait pas nécessaire à la recherche de la latitude 
de la Lune , parce que la variation de Tinclinaison de Torbite éprouve aussi une inégalité 
analogue qui compense et corrige la première > de manière qu*on peut les négliger 
toutes deux. 

A la suite de cette proposition^ Newton insère la méthode de Machin pour déterminer Variation h»- 
le mouvement des nœuds. H cherche ensuite (prop. 34) la variation horaire de Tinoli- ïïuwn^dcT'or- 
naison de l'orbite lunaire au plan de Técliptique. Elle est exprimée dans l'orbite circulaire ^"«• 
par le mouvement des nceuds multiplié par le sinus de l'inclinaison ; et dans l'orbite el- 
liptique , par ce produit multiplié par le rapport du petit axe au grand axe. De là il 
parvient (cor. 4) à une autre expression quand les nœuds sont dans les* quadratures, 
savoir^ 33* lo* (valeur du maximum de l'angle horaire des nœuds )> multiplié par le 
produit des sinus de l'inclinaison et de la double distance de la Lune aux quadratures , 
divisé par le diamètre de l'orbite. L'inclinaison est donc soumise , dans le temps du pas- 
sage de la Lune de la quadrature à la syzygié ( les nœuds étant dans les quadrartures) y i 
une variation totale de a^/f^'^ produite par la somme des angles horaires multipliée par 
le sinus de l'inclinaison ^ et par le rapport du diamètre à la circonférence. Dc'tennînaiion 

La prop. 35 a pour objet la recherche de la valeur de l'inclinaison de l'orbite lunaire ^olindinaisoa. 
au plan de l'écliptique , dans un temps donné ; il la détermine au moyen d'une construc- 
tion géométrique qu'il démontre. Il trouve iff oS" i pour la variation totale de l'inclinaison 
la plus grande > en faisant abstraction de la position qu'occupe la Lune dans son orbite. Si 
les nœuds sont dans les syzygies, l'inclinaison n'est point changée parles positions diverses 
de la Lune ; mais s'ils sont dans les quadratures» il faut diminuer de l' a i' ^ (ou de la moi- 
tié de l'excès trouvé précédemment) , la variation totale moyenne quand la Lune est dans 
les quadratures , et l'augmenter de la même quantité quand elle est dans les syzygies. 

Enfin nous arrivons au scholie qui termine la théorie de la Lune» de Newton, u J'ai Scholie final, 
n voulu , dit-il , par les déterminations précédentes des mouvemens lunaires , montrer 
I) comment on peut y parvenir au moyen de la cause qui les produit. ?) 11 annonce 
ensuite avoir trouvé plusiens autres équations » sans exposer les méthodes par lesquelles 
il y est arrivé. Il dit d'abord avoir reconnu que Yéquation annuelle du mouvement- 
moyen » vient de ce que l'action du Soleil varie suivant la position que la Terre occupe 
dans son orbite elliptique » et l'avoir trouvée de 1 1' So" dans les moyennes distances du 
Soleil à la Terre. Il fait encore mention de deux équations annuelles du mouvement des 
nœnds et de l'apogée » provenant de ce que leur mouvement est plus rapide dans le 
périhélie ie la Terre qu'à son aphélie» en raison inverse du cube de la distance de la 
Terre au Soleil. Il trouve la première de ol a4% la seconde de 19' 4^'» en se fondant sur 
deux raisonnemens qui ne paraissaient pas satisfaisans à d'Alembert» et qui» lorsqu'ib 
seMÎent vrais» ne devraient pas» dit*il» être énoncés comme des axiomes. 

La théorie de la gravité lui donne encore deux autres équations pour le moyen mou-> 
vement lunaire » venant de ce que l'action du» Soleil sur la Lune est un peu plus grande et 
l'orbite un peu plus dilatée » quand le grand axe de l'orbite lunaire ou la ligne des nœuds 
passe par le Soleil que lorsqu'ils en sont éloignés d'un angle droit. La première circons- 
tance produit une équation qu'il appelle semestris, qui dépend de la distance angulaire de 
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Tapogée de la Lune ati Solefl , qui est la plus grande quand elle est de 4^^ et Bi'onte 
alors à S'^" dans la moyenne distimce dn Soleil à la Terre , autant, dit-il , qu'il a pu le 
conclure des observations. La seconde circonstance produit l'équation semestris secundo, 
qui dépend du sinus de la double distance du Soleil au n^eud, et qui monte à 4?" dans son 
maximum aux octans , dans la moyenne distance du Soleil à la Terre : ces deux équa- 
tions varient dans le rapport inverse du cube de la distance du Soleil à la Terre. 

Enfin la théorie lui a indiqué que l'apogée de la Lune doit avancer beaucoup quand il 
est en conjonction ou en opposition avec le Soleil , et reculer quand il est en quadrature , 
et que l'excentricité , qui est la plus grande dans le premier cas , est la plus petite dan» 
le second : ces inégalités sont très grandes. L'équation semestre de l'apogée, qui en résulte,, 
est d'environ la"* 18' à son maximum, et il se borne à la déduire des d>8enratîona. 
C'est par cettB inégalité qu'il exprime l'^i'ecf ion. Il emploie, pour la représenter, la cons- 
truction d'Horroxîus et de Halley , qui consistait à placer le centre de l'ellipse lunaire sur 
un épicycle dont le rayon était le sinus de l'équation principale de 122^ \V. La distance 
de son centre à la Terre exprimait l'excentricité moyenne de la Lune o,o55-, et en prenant 
sur ce cercle un arc égal au double de l'argument annuel , ou de ladistance entre le So- 
leil et l'apogée de la Lune , l'angle formé par les lignes menées du centre de la Terre à 
l'extrémité de cet arc et à la Lune , représentait l'équation de l'apogée, et le premier de 
ces côtés , l'excentricité actuelle de l'orbite lunaire. Newton suppose seulement de plus , 
que la Lune tourne sur un autre petit cercle dont le centre se meut sur l'épicycle, afin 
d'exprimer que le centre de l'oibile lunaire se meut plus vite au périhélie de la Terre 
qu'à l'aphélie, dans le rapport inverse du cube de la distance de la Terre au Soleil. 
Besnmcdcla Nous venons de voir Newton exposer, le premier, la véritable cause des inégalités de 
théorie de la j^ Lune déjà connues, en calculer la valeur, et, guidé'par la théorie, y ajouter six 
cou. équations nouvelles , qui n'auraient pu que difficilement , vu leur petitesse , être dé- 

couvertes par la seule observation (♦). On doit admirer à la fois le génie et le bonheur 
de celui qui, démêlant tous ces elTets si compliqués et si variés, les déduit tous très 
naturellement d'une seule loi. On est frappé en lisant cette partie de l'ouvrage des 
Principes y de l'admirable concision de l'auteur, qui ne laisse aucun espoir de pouvoir 
rendre ce qu'il exprime plus exactement et plus brièvement. Ça marche est aussi remar- 
quable par la manière dont tout se suit et s'enchaine dans Tordre le plus naturel ,. en allant 
du simple au composé. Le plus souvent il commence par chercher la valeur du maximum 
de l'elFet instantané de chaque inégalité dans le cas le plus simple; il montre ensuite 
d'après quelle loi ou quel rapport elle varie ; il la suit dans toutes les circonstances diverses 
qui se présentent; puis les embrassant toutes à la fois , il paryient à sa valeur moyenne 
annuelle , en ayant égard à toutes les causes qui peuvent la modifier. Cette gi:«dation est 
en particulier bien marquée dans les propositions sur le mouvement des nœuds ; et la 
difficulté que présente encore la théorie de la Lune , aujourd'hui où l'on peut profiter de 

{*) CVst ce qui ÎDspirait à Halley, âcgant poète comme grand astronome, ces vert à la louange de P^cwtoa r 

Discimus hine tandem que causa argentett Phœbe 
Passibus haud œquU graditur^ eur subdita nulli 
Hactenus atU'onomOj numerorum frœna recuset, 
Cur remeant nodi, curque auges progrediuntuc^ 
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iànt de trayaux et de tant de méthodes plus parfaites ^ relève bien la gloire de celui qui 
Va ébauchée le premier , lorsque tout y était à faire. 

Les Tables que Halley, Flamsteed, Dunthorn, Cassini et beaucoup d'autres construis Jogemeiit 
sîrent d'après les données de Newton ^ surpassèrent toutes les précédentes en exactitude, ciairaat et 
II s'en fallait beaucoup cependant que sa Théorie de la Lune fût parfaite, et qu'il l'eut d'Aiemberi. 
amenée au même de|rroù il avait porté d'autres parties de son traité des Principes. Claîraut 
lui reproche d» supposer quelquefois des choses plus difficiles à entendre que celles qu'il 
explique, a Onne saurait aussi s'empêcher d'avouer, dit-il (^Mëm.dePar., 1746, p. îog), 

V que la manière dont il a exposé ses découvertes a dû retarder l'utilité qu'on en pouvait 
n retirer. Je ne parle point ici de l'art avec lequel il avait caché sa méthode des fluxions , 
y> la clef de toutes ses savantes recheivhes , parce que cette méthode , après lui avoir été 
n arrachée, est devenue si familière , qu'on a oublié tout le tort qu'il avait eu de ne pas 
n la communiquer. Mais je veux parler de son usage d'employer, dans la plupart des 
T) endroits difficiles, un trop petit nombre de paroles à expliquer ses principes, tandis 
D qu'il paraît se livrer avec complaisance aux détails et aux vérités de calcul plus faciles 

V à démontrer, n 

D'Alembert qui a fait, dans le Discours préliminaire de ses Recherches, une analyse 
rapide delathéoriede Newton, convient que la variation, le mouvement annuel des nœuds, 
la principale inégalité de ce mouvement et la variation de Tiaclinaison , sont déterminés 
par des calculs faits avec beaucoup de clarté et de précision. Mais il l'accuse de supposer, 
sans démonstration , que l'orbite de la Lune est à peu près une ellipse dont il néglige 
même l'excentricité. Il élève quelques doutes sur la rigueur des suppositions dont il s'est 
servi dans les propositions qu'il n'a pas démontrées. Il ajoute cependant : u La philo- 

V Sophie nacelle a tant d'obligations à ce grand homme, et il a montré tant de génie et 
9) de sagacité dans les choses même où il a été le moins heureux, que nipus ne devons 
n point cesser de l'admirer et de le regarder comme notre maître.. . . C'est .le sort des 
9) pensées d'un grand homme, d'être fécondes non-seulement entre ses mains, mais dans 

• f^ celles des autres ; et il y a peut-être plus loin du point d'où il est parti à celui où il 
n est parvenu, que du point où il en est resté à celui auquel nous pouvons maintenant 
f) atteindre. r> 

Plus d'un demi-siècle s'écoula sans qu'on ajoutât rien d'important i la théorie de laLune. Commenu- 
De nombreux ouvrages parurent cependant pour exposer et commenter celle de Newton ; tel Jj^gc d4 Prin- 
fut celui de Pemberton {A view of Newton* s Philosophy, 1 728) ; celui de Machin , intitulé : ^V*** 
TTie laws ofthemoon's motions f qui parut en 1739. Leadbetter publia une Uranos^ 
copia en 1735, et un ouvrage intitulé : A complète System ofAstronomy^ en 1738; enfin le 
Commentaire des PP. Le Seur et Jacquier parut à Genève en 1739-^1743* Ceux-ci 
s'adjoignirent dans ce travail, et chargèrent du soin d'en surveiller l'impression, J.-L. 
Calandrim, professeur de l'Académie de Genève, dont les notes, iQarquées d'un asté- 
risque, sont les meilleures de l'ouvrage. C'est sur la théorie de la Lune qu'il a fait les 
plus nombreuses additions. Claîraut le cite avec éloge, et d'Alembert reconnaît (Disc, 
prélim. , p. 4o) tf qu'il a montré beaucoup de sagacité et de connaissances , et que cet halnle 
n commentateur est le premier qui ait entrepris, depuis Newton, de résoudre la question 

V du mouvement de l'apogée, n *On le voit en effet, à la ssuite du Commentaire , cher-* 
cher à reprendre lui-même toute la question et à parvenir directement^ au moyen dea 
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considératîoDfi géométriques » des suites et du calcul différentiel, à la détermination de 
raccroÎAsement du mouvement moyen» de Téquation annuelle et de toutes les petiteii 
inégalités que Newton n'avait pas démontrées. 11 expose la méthode de ce dernier pour 
le calcul des apsides, et anooniDe que la théorie lui donoe bien les mêmes lois, a Mais il 
9) faut avouer, dit-il, (}oela quantité du mouvement absolu trouvée ainsi, n'est qu'enviroB 
n la moitié de celle que domient les observations, n U expose alors une méthode qui lui 
est propre, et par laquelle il arrrive à trouver une quantité même un peu plus grande que 
le mouvement observé. D*Alembert laccuse d*avoir négligé, dans ce calcul, deux circons- 
tances essentielles, la variation de Texeentricité et la force perpendiculaire au rayon 
vecteur; il ne Tannonce cependant qu'avec quelque réserve , et la complication de cette 
méthode l'a peut-4tre empêché de la suivre jusqu'au bout, et de rendre à son auteur tout» 
la justice qu'il méritait» 
Mémoire de D^ l'année 1 743 , Clairaut avait lu à l'Académie des Sciences un Mémoire sur la théorie 
cradqueiprôpo- ^® ^* Lune, dans le but de simplifier quelques propositions de Newton, en les traduisant 
suions de Ton- en analyse. Après être parvenu, au moyen d'une construction géométrique compliquée^ 
tooT '^^ ^ I^ véritable expression des forces du Soleil, il y donne la valeur du rayon de la déve- 
loppée de l'orbite de la Lune, en supposant son excentricité nulle. Il relève à ce sujet 
une erreur contenue dans l'ouvrage de Machin; il trouve une expression analytique de la 
. variation qui s'accorde avec celle de Newton, et il donne à peu près la même méthode 
que lui pour trouver le mouvement des nœuds, en démontrant les deux théorèmes de 
Machin sur leur vitesse, «insérés dans les Principes. 
,rcs Tables Euler publia à Berlin, en i744> l*ouvrage intitulé : TTieoria motaum planetarum et 
d'Eoler^"'^ * ^^^^^^'^^'^^^^^"^^^^^'^ melhodumfacUem ex aliquotobserOationibus orbikudéterminandig 
où il indique la méthode de trouver l'orbite d'une comète au moyen détroit observations ; 
maislathéoriederattraotîoan'entrepoiir rien dans oetouvFage.£n 1746 il fit paraître, dana 
ses Opuscules, des Tables de la Lune dressées en partie aur la diéorie, et oà il em^Joya \% 
premier, au lieu de la ooastruodon compliquée où l'on supposait le mouvement de l'apogée 
et l'excentricité variables, le véritable argmuent de l'évection, c'est««-dire le sinus du double 
de ladistance delà Lune an Soleil, moins la distanoede la Lune A son périgée. Ces Tablée 
furent auisi insérées dans l'Almanach deBerlin de 1760 ; elles étaient fondées sur des calcula 
plus exacts, mais sans être iion plus accompagnées de la théorie qui avait servi à les 
construire» Il y regarde l'e^Dceatricité comme constante ; il calcule et expose séparément 
toutes les équations de la Lune , et emploie l'anomalie excentrique pour détamkiner le 
lieu de la Lune dans l'ellipse constante. 
Progrès des Plusieurs ouvrages remarquables avaient, depuis quelque temps, fait faire de grande 
mai?^ês'dêmi1s P^ *"* sdences mathématiques. £uler, dans sa Mécanique , publiée en 1736, avait 
^cwlon. appliqué l'Analyse à 1a science du mouvement; il avait intégré les équations linéaires du 

second ordre dans y pièce de 1740 sur le flux et le reflux. 

L'année 1743 avait vu naître le bel ouvrage de Clairaut sur la figure de la Terre , et la- 
Dynamique de d'Alembejt, non moins remarquable. Dès 174a > Maclaurin avût, dana 
son Traité des Fluxions, substitué aux formules des forces tangentielles et des forces 
nonuales,'la décomposition des forces suivant trois axes rectangulaires, que sa simplicité 
a fait ensuite généralement adopter. Euler avait perfectionné la Trigonométrie, en y 
introduisant ces transformations, ces analogies et ces réductions faciles et fécondes , qui 
permettent de présenter dans chaque c^ les formules sous la forme la plus commode. 
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' Entia, ce fnf à pen près a cette épo<iue que les Académies, en proposant des prix sur 
des questions d'Astronomie physique > n'accueillirent plus que les pièces fondées sur la 
théorie de l'attraction. Contribuant déjà essentiellement, par le concours des lumières et 
des travaux de chacun de leurs membres, au progrès des sciences, elles leur saoifièrent 
en quelque sorte l'intérêt de leur propre gloire, en provoquant les recherches des savane 
étrangers et en couronnant leurs succès. Des jugemens impartiaux, des récompenses à la 
feis solides et glorieuses, excitèrent une noble émulation, vinrent au secours du talent dans 
le besoin, dirigèrent les travaux vers les points essentiek, et servirent comme d'un stimulant 
presque nécessaire à des recherches dont la difficulté devait s'accroître de plus en plus. 

Après un certain nombre d'années derepos et de réflexions, nécessaires peut-^tre aumonde 
savant pour comprendre et approfondir les ouvrages d'un grand maSta?e, nous allons voir 
naître tout-à-coup plusieurs travaux importans et simultanés sur les effets de l'attraction récî-» 
proque des corps célestes dont il importe le plus de connaître les mouvemens ; l'époque 
est arrivée où les esprits, mûrs en quelque sorte potir les découvertes^ se rencontrei^ont 9VÊr 
1^ mêmes routes, ou les géottiètres se partageront la gloire sans se l'enlever. 



CHAPITRE n, 

. Théorie de U Lune de Clairam. Mouvement de V apogée de U Lune. 

V>LAIRAUT après avoir, depuis le 7 janvier att 6 septembre 1747, rend» successivement*! Mémoire d« 

eecrétaîre de l'Académie de» Sciences» divers morceaux sur le problème des trois corps (qui r^eS^mi!^ ^ 

ont pstru textuellement ensuite dans lesn®* de novembre, décembre 1760, et janvier 17^1 1747. 

du Jouta, des^ Sa^. ) » lut à l-assemblée publique du i5 novembre 1747 > vai discours dans 

lequel il expose en ces termes la martbe de ses idées sur ce sujet : a Après avoir .'examiné 

f) Jongr temps la théorie de M. Newton sans en tirer la conviction que j'attendais, je me 

rt suis déterminé à ne plus rien emprunter de lui , et à chercher directement la détermina- 

fi tiOQ des mouvemens célestes d'après la supposition de l'attraction mutuelle. Il fallait 

ii pour y parvenir conmiencer par ce problème : Trois corps étant donnés avec leurs po^ 

n sitionsy leurs masses et leurs vitesses , trouver les courbes quils doivent décrire par leur 

n attraction supposée proportionnelle à leurs masses , et en raison inverse du carré de^ 

t) distances. Bien des géomètres avaient senti qu'on ne pouvait arriver à rien de satisfaisant 

n et de général , dans le système dit monde , qu'on n'eût préalablement déterminé ceâ 

V courbes ; mais personne , que je sache , ne les avait trouvées , etc. n 

Pour y parvenir , Clairaut considéra le mouvement d'un corps soumis à la fois à une î^c'^^ode de 
force principale S dirigée vers un centre fixe , et aune aut^e force n' perpendiculaire à la nsoudre le pro- 
première, dirigéedanslemêmeplan,ettendanfi accélérer la vitesse db corps; ^'P^^^^i^^ten^d'ancorM 
moyen de deuxlemmes qu'il avait déjà démontrés {Mém, Par. , 174a , page â4), à exprimer •onmis à deos 
l'espuce que chacune d'elles, considérée isolément, ferait pan5oilrir au-mobite dans l'élé- dirig<<e' ven on 
ment dt du temps, en fonction de son rayon vecteur r et de sa distance angulaire v à un ^"^'djê'^"^ 
axe fixé ; et conuue les espaces parcourus ont aussi pour expressions lé produit des forces a celle ci. 
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par les carrés des temps , il égala ces deux valeurs ; et , obtenant les deux équations gêné-- 
raies du mouvement dans un plan (^), parvint ainsi à résoudre complètement toute Im- 
partie mécanique du problème. 

Mais ces équations étant différentielles du second ordre entre r, v et t, ne pouvaient 
pas servir sous cette forme à déterminer le mouvement; pour y parvenir , Clairaut intégra 
une première fois, avec une constante arbitraire/*, le premier membre de la deuxième, et 
il en conclut la valeur de d^ en fonction de r, de dv^ et d'une fonction f , qui représente 

JL §dv 

Équation finie Tintégrale de la force n multipliée par -^r (^^* Substituant cette valeur dans la première 

de Torbiic dé- J^ 

^Jt^ r^ équation, après Favoir dégagée de la condition que ty fut la variable indépendante , il 
«ipnuioa. obtint l'équation différentielle de la trajectoire, où il regarda dv conune constant; il sup- 

lif 

posa ensuite la force S composée de deux parties. Tune — inversement proportionnelle au 

carré de la distance , et l'antre quelconque qu'ilappela ^ ; puis désignant par fi la somme 
de tous les termes de l'équation différentielle, où les forces ^ et n entrent en&cteur, 
précédées ou non du signe de l'intégration, il parvint a une équation du second ordre, où 

* était la variable principale. Intégrant ensuite complètement, il obtint pour - une première 

partie analogue à son expression elliptique, et une seconde partie composée de deux 
termes où 12 se trouvait sous le signe /multiplié par dvcosv ou di/sinv (**^); ayant 
ainsi réduit toute la difficulté de la solution cherchée à la détermination de f et de û, il 
avait résolu la partie générale du problème, et il ne lui restait plus qu*à substituer, pour 
ces fonctions , leurs valeurs dans chaque cas particulier* 
Application H appltquaalors ses formules au cas de la Lune qui gravite vers la Terre dans une orbite 
CM delà Lane. troublée par le Soleil; en supposant la Terre fixe, les trois corps dans le même plan, et 
l'orbite de la Terre circulaire; M .représentant alors la somme des masses de laTeire ' 
et de la Lune. Il détermina les valeurs des forces troublantes ^ et II, en fonction du rayon * 
vecteur r , de l'anomalie vraie v (rapportée à l'apogée), de l'élongation T (ou de la dis- 
tance angulaire de la Lune au Soleil), de la masse N du Soleil, et de sa distance / à la 

( *) rdu* — d*r =z Idff rd'w + 2drdt> =s Itdt: ( yoyat U aott a, J i , pour U d^montinùon de cet 
éqnmûon».) 






IVf 
(•♦♦)Aptèf»toir soppofe'2==:-p;-f-*> on arrÎTe à ré^oation 

I ef , Ttrdr 

Si Ton faif^sp» et qu'on inlègre avee deoz constantea e et g, on a 

£ -si.^ÛBP— coMf'-f» tin f/lkff' cote — cotpyiCkfpainf/, (vofesnotcS) 

r ° 

et p «st le dcmi^panunètre de rdlipae qni aecaii décrite par Tac^oa de la lenle force -p;* 
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terre^ et aulistitaft ces yalenrs dans celles de Q et f O. Pour pouvoir ensuite intégrer les 
termes où entrait Q» qui est fonction de p , il aurait fallu qu'il pût ré(}uire ces termes à des 
fonctions de la seule variable v^ et pour cela substituer pour r et T, qui entrent dans les 
expressions de O et n, leurs valeurs en fonction de i^, tandis que c'était précisément la 
détermination de ces valeurs qu'il cherchait. 

Çlaîraut vit aimi l'impossibilité d'arriver par ce moyen à une intégration rigoureuse ; et ImpoMibUîte 
la complication de l'équation différentielle, lorsqu'on y substitue pour p et û leurs valeurs ri^j^î^J."'*^ 
générales , ne lui permit pas d'espérer qu'on pût jamais y séparer les variables par les 
méthodes connues ; il reconnut donc la nécessité de recourir à des procédés indirects et 
successifs pour résoudre le problème, en profitant pour cela de tous les avantages qu'offrait 
le cas particulier dont il s'occupait. 

Les observations lui apprenant que l'orbite de la Lune s'approche beaucoup d'être une Emploi des 
ellipse dont l'excentricité est peu considérable, sa première idée fut d'exprimer cette con- donn^««derob- 
dition en substituant pour r sa valeur donnée par l'équation polaire de l'ellipse, dans les 
termes de O où il se trouvait, en négligeant, dans les développemens , les puissances 
de l'excentricité supérieures à la seconde ; et la petitesse des forces perturbatrices 

♦ et n venant du Soleil par rapport à la force principale —venant de la terre, 

rendant lestermes où elles entraient très peusensibles par rapport aux autres, l'autorisait en 

effet à ne substituer dans ces termes, pour les variables, que des valeurs approchées. Il les 

détermina donc d'abord par la condition que l'orbite de la Lune fut une ellipse ordinaire, 

et cela pouvait suffire pour représenter le mouvement troublé de cet astre pendant un an. 

Mais il remarqua ensuite que le mouvement que l'on avait reconnu depuis long-temps 

dans la ligne des apsides de l'orbite de la Lune, étant considérable, et produisant une 

révolution de cette ligne en neuf ans, l'hypothèse d'une ellipse fixe n'était pas assez exacte, 

puisqu'il suffisait de deux ans et demi pour que la véritable position de la ligne des 

apsides fût à plus de 90^ de Qelle qu'il lui assignait. Il supposa donc que la Lune décrivait 

nme ellipse mobile dont les élémens étaient indéterminés ; son équation polaire (*^) ,'où K «^..^.j. 

représentait le paramètre , e l'excentricité et m le mouvement de la Lune diminué du prazimation diî 

mouvement de l'apside, lui donna le moyen d'élimiaer r des valeurs de f et de û. Pour twîSSér'**** 

pouvoir substituer aussi la valeur de l'élongation T dans l'expression de û , il intégra 

l'équation qui déterminait J^, en l'appliquant successivement auxmouvemens de la Lune 

et du Soleil {^^*) \ ayant ainsi la valeur du temps que la Lune met à parcourir l'arc v, et celle 

(*) LesforcM perturbatrices sont (noie4, S 3) '^rs jÇC' +3cosaT}, n=s — -^^^j d^oh Ton fîre« 

ca Cwsant ^jjjj = «: 

» = - -^J ET - »T.*. o = .^-v ' ' 

• le cas de la Lune , en t«UtStiiant pour r la Taleur 

5 
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du temps qae le Soleil met à pà]:tx)orir Varc £ correspondant , il left égala toutes deux; 



II— 1 



piiîs> reman|iiant ^e Tssi^-*— a^ et dérfgaalt par -^- — le rapport (donné par les d>- 

servations) des temps périodiques de la Ltme et dn Soleil , il lé s\d>stitua an rapport des 
coefBciens de v dans les dewL membres^ et en eonclttt la yaletd: de T en fonction de v 
et des sinns de ses tonïtiples. ^ 

Il ne lui restait plus alors qu'à substituer, en se liomant aux termes du premier ordre ^ 
toutes ces valeurs dans û, qui, étant ainsi réduite à une fonction des cosinus des multiples 
de t/> rendait intégrables les termes de Téquatioa de ^orbite quila renfermaient (f). H obtint 

ainsi une deuxième valeur de - , résultant de la prèmièt^ qu'il avait supipo^, et d'une 

forme analogue à ceUe-cî, mais augmentée de plusieurs termes^ Tun en cos v multiplié par 
une suite de coeiTicieus doot les deitx premiers sont indépendant de e\ d'autres en 

tient rëqaatioa C08 ( -«^m ]V) cos( •- +'r»V > eos - f > multipliés paT dbi oocfficfett dépeaduas ums de i^' 

de l'orirfie in- \« / X» / » /" 

BAÛe* première où de la deu^dème puissance de e (^^« Le tertne en cos v étant considérable (à cause 

■■ I ■■ ■■ ■ ■ - 

précëdentei nageant Uê e^ et iot^graiit^ 

dans k es» du Soleil^ r et^ le chlMjQMit^n «/ (^niêi^pe le êmn parimltue ^ -se oêttémà Mae J« dîsnaBi 
jDoyenoe quand l'bœtetricitë eft aidle), M «a N, f en s^ ce <pii donne y en intégrant, 

ilVpSi ^ I» » X*» . 4» 5' 

ïk les >ra1l*urt de iiti^T, cotaT. 
(^ 'Bù.^ÈeiftbppOiOïiê àtaê ft tm' terme A txsspw, S prodnifft dans la to&ctton 

ea M^ttftt Mfte h» ^tàmo tft p , le carme ■ ^y'^'^ ^îgj. t; l^^yj^st note 1) 

(**) La Taleor siqBpoa^ cuit "^^ "^ K ^^ **'^' '^ ^ra>^ donnée par rintëgntion est, en faisant 
«t = TfTs» rappoMift f compté à partir de Tapogée, et désignant, pour abréger, V^ frtf^f i> ^ ^^ 
fonctions de m, it, K, f^, e. 



i&/i*«e /» _X fAn«e /a . \ 



/>[4(i —mu)* — «*! 
{ Voyet Hfém. de Pan, iî45rP'^49') 



*— (!_«) 
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CHAPITRE SECOND. t) 

àe son coefficient), rendrait, s'il était conservé, k deuxième valeur très différeiite de la va^ 

hnr sii[q[M)6ée, ce cpd amût contraire à lliypothèse con&mée par les cd^aenratieas, saYOtr» 

que la Lune décrit àirès peu de ckose près nue eQipae mobile (^>; aiiis^ pour qne la médioà 

ne soif pas feutive, il fimt faire disparaître ce terme en profitant de Tune des indéterminées 

pour égaler à zéro son coefficient. Quant aux autres t^mes , affectés de plus petits ooeffr- 

dens que les premiers, tk ne sont pas conlvaires à Vhjrpotkèse fondamentale, mais ils Lacomptni- 

indiquent seulement] qu'elle n*èst pas tout^^aH&lt assez exacte, et montrent la forme ^^nstp^i^!!^ 

j fi r . X . "I 1 11. . ji 1 ^* r<?qaation 

des termes qu il saut ajouter a ceux qui .composent la valeur elhptiqu ed e - pour oonclue,laidon- 

^ ne 3 éqpaiioiw 

obtenir une expression plus approcbée. Enfin, quant aux deux termes semblables dans ^ condition, 
réqnation supposée et dans l'équation donnée par le calcul, on doit, pomr exprimer leur 
identité et déterminer en même temps les deux constantes K et e , égaler mutuellement 
leurs coeificiens. On obtient ainsi deux relations, dont Tune, donnée par la comparaison des 

coelEcLens de coamu dans les deux valeurs de -« contient eenfacteur commun, et fournît, 

r . 

en Teffaçant , la valeur de m en fonction du rapport des temps périodiques de la Lune et 

du Soleil (^*); or, cehu-eî étant icomin par les observations, pour qn^ la relation pré* 

cédente fût yérifiée et la bonté de la méfdiode confirmée , il aurait fallu qu'en substituant 

sa yaknr dans celle de m^, on retrouvât réciproquement par là, pour le mouvement d» 

l'apogée L — m, une quantité qui différât très peu decelle que les observations lui assignent 

aussi. Cest ce qui n'arrira pas, ni bien loin éd là» puisque Clairant trouva avec étonne-» _^ "« ^o^^* 

ment, par cette metliedé» i -^mzss, o»oo4i904, en prenant le mouvement de la Lune ment de Tapo- 

pour unité; ce qui ne donne que i* Sd iff pour le mouTemort de Vapogée au bout ^^^^^ J^^®^* 

d^une révolution de la Lune, tandis que les observations étahlisseat ca mouvement ^^ .^"^Pf^™^ 

0^008455, ou au moins du double du précédent* 

Ce résultat singulier pouvait tenir à deux causes différentes , à la loi de Tattraction ou 

i la nséthode ; mais la solution que celle-<d feumissait étant fondée sur ce que les obser<- 

vations avaient a^^ris depuis long-» temps touchant la nature ^ Fcrbita lunaire, ne 

pouvait pas être ^tièrement eironée , et il n^était pas naturel qu elle donnât un résultat Cons^eDCM 

si différent. Au contraire, la loi du décroissement de Tattraction en raison inverse du ^1^ anomalie* 

carré des distances , n'avait pas encore l'épreuve 4u temps poiir la confirmer. Newton 

1^ 
l*) Qn TQÎt, de ploa, qoa le terma cotf ajootë à la Taleor primitÎTe de ^t pais soUtiVi^ dsai «alto 

de a, prodait dans A et dans la nouyelle Talenr de - ^'oa en eonchit, le tenue f psîni», ^i, contenant 

Paie en dehors des signes périôdifnes, pent croître indéfiniment avec H nombre des révolutions. {J^oje^ 
note 3.) 

(««) On détennine ks trois lettccs K, e^ m en poMmt lesi^nadons de conclîtioa 

et Ton tire de celle-ci : i — m* s= — > oà ron peat tapposer Xsp« K étant & très pen près la uojrenM 
disiatt» dtt la Leao à la Ttrte. 
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dvait dit Ini-méme qifil fallait probablement des puidsances de la distance supérieures 
à la seconde, pour expliquer l'ascension des liquides dans les tubes capillaires , la rondeur 
des gouttes d'eau et la réfraction. Clairaut avait cru voir aussi que cette loi ne s'accordait 
pas avec les phénomènes de la figure de la Terre ^ et que les résultats tirés des mesures, 
du pendule, par la théorie, étaient différens de ceux que fournissaient les déterminations 
de Tare du méridien, d'après les observations de Bouguer et de la G>ndamine. Aussi ce 
nouveau résultat le porta d'abord à abandonner entièrement Fattraction. Mais en faisant, 
attention ensuite au grand nombre de phénomènes avec lesquels elle s'accorde , tels que 
les lois de Kepler, le mouvement des noeuds de la Lune (qu'il avait calculé séparément , et 
trouvé assez conforme à ce qu'enseigne l'Astronomie ) , le flux et le reflux de la mer, il lui 
sembla cependant aussi difiicile de la rejeter que de l'admettre, tf Ce qui me parut (dit-il 
Nont Ile « Mém. cité, p. S3y) de plus simple et de plus propre à servir de dénouement, c'est 
qu'il moposc de ^ V^^ l'attractîon a lieu dans la nature, mais en suivant une autre loi que celle qu'avait 
*"îr'' d^ n'^ " établie M. Nevirton. Cette idée, qui vientd'abord à l'esprit, est en même temps combattue 
ton. y> par une difficulté qui semble la détruire. La Lune exige sans doute une autre loi d'attrac* 

n tion que le carré des distances *, mais les planètes principales ne demandent^elles pas 
y> au contraire cette loi, en conséquence de l'observation des règles de Kepler? Il est 
V aisé cependant de répondre A cette difficulté, en faisant remarquer qu'il y a une 
7) infinité de lois à donner à l'attraction, qiii difiPéreront très sensiblement de la loi du 
p carré pour de petites distances, et qui s'en écarteront si peu à de grandes, qu*on ne 
» pourra pas s*en apercevoir par les observations. • . • Qu'on regarde, par exemple, la, 
9) quantité analytique qui exprime la relation de l'attraction à la distance , comme corn- 
» posée de deux termes, l'un ayant le carré de la distance au diviseur, l'autre le carré* 
y) carré ; on verra , en comparant les effets de l'attraction à deux distances , dont l'une est au. 
9) moins loo fois plus petite que l'autre ( telles que la distance de la Lune à la Terre et 
7i celle de Mercure au Soleil), que, pour la première^ l'attraction sera sensible- 
y» ment différente de ce qu'elle serait dans la loi du carré , et que , pour la seconde , la 
7i différence sera au moins looooo fois plus faible. J'avais autrefois imaginé dépareilles 
n formules d'attraction pour expliquer comment une même force qui ne se manifes^ 
9) terait dans les mouvemens célestes que proportionnellement aux carrés des distances , 
» pourrait cependant agir comme les cubes ou comme des puissances plus élevées dans 
n les phénomènes qui se passent sous nos yeux; je ne croyais pas alors que cette autre 
y) partie de l'attraction pût se faire connaître par les planètes mêmes. N'ayant pas su 
a trouver» dans ce temps-là, la vraie théorie de la Lune, je me serais bien gardé de 
)> croire autre chose que ce qui résultait de celle de M. Newton. . . . Appuyé maintenant 
91 sur ma théorie de la Lune, je ne m'en prends plus qu'à l'insufilsance de la loi du carré 
» des distances , etc. 91 ' 

Dans la suite du Mémoire dont nous avons extrait le passage précédent, on voit Clairaut 
chercher à s'assurer , aux yeux du public, la priorité de cette découverte, qu'il regardait 
comme très importante, et ne pas même rendre tout à fait justice à cet égard , à Newton 
et à son commentateur Calandrini, en prétendant qu'ils n'avaient pas fait cette observation 
avant lui , tandis que l'on peut bien la leur attribuer déjà , ce me semble. Au reste , 
Eiiler Aome Clairaut ne fut pas le seul qui parvint à découvrir, à peu près dans le même temps , que 

*us« de la loi 1^ théorie conduisait d'abord à des conclusions contraires à la loi de l'attraction: Euler 
de Devton ^ 
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$t, dajQs la pièce sur les Inégalités de Saturne» qn*il avait envoyée à rAcadémie des 
Sciences , en 1747 > P* 9 • ^ Ayant comparé soigneusement les observations de la Lune 
91 Avec la théorie^ )'ai trouvé que la distance de la Lune i la Terre n'est pas si grandis 
n qu'elle devrait Têtre selon la théorie ; d'où il suit que la gravité de la Lune vers la 
r Terra est un peu moindre que selph la raison inverse des carrés des distances ; et 
sSi quelques petites inégalités dans le mouvement de la Lune , qu'on ne saurait expliquer 
n par cette théorie , m'ont encore davantage confirmé dans ce sentiment. ... (^ Il me 
ifi paraît fort vraisemblable que l'action même de Jupiter sur le corps de Saturne s'écarte - 
]è considérablement de la raison inverse du carré des distances. Si l'on croit que la gra- 
n vitation universelle a une cause physique ou mécanique^ on sera presque forcé d'accorder 
A qu'elle ne s'étend point à l'infini , et alors il faudra avouer que les forces des corps 
D célestes décroissent davantage que selon la raison carrée des distances » puisque cette 
a raison les répandrait à l'infini , etc. n 

D'Alembert avait remis un Mémoire à l'Académie, le 6 novembre 17^7 (avant d'avoir D'AIembert 
entendu celui de Clairaut)> où il arrivait , par une autre méthode, au même résultat sur le «^i^e »» "^àiM 
iQOuvement de l'apogée, sans en tirer aussi explicitement que lui des conséquences contre Clalraat. 
l'attraction newtonienne. 11 cherche cependant à prouver qu'il n'est point à craindre que 
Içs termes négligés changent sensiblement le mouvement de l'apogée , et en conclut que 
le centre de gravité de la Lune , abstraction faite de la force solaire , est tiré yers la 
Terre par une autre petite force qui n'est pas en raison inverse du carré des distances , et 
qu'il faut ajouter à la première. 

Tandis que les plus grands géomètres semblaient se réunir pour élever des doutes sur ^^ ^ 
là loi de l'attraction, BufFon (^^ se présenta pour la défendre, et il y employa, i plusieurs tîeot la cause 
reprises , tant des raîsonneâiens mathématiques que des argumens métaphysiques. Nous newtonirané?'^ 
présenterons un de ceux*<i, d'après d'Alembert(/{ecA., tom. I, p. 186). u II me parait^ 
yi dit-il , assez naturel de penser avec M. de BulTon , que l'attraction étant regardée comme 
9» une qualité physique, c'est-à-dire comme une loi primordiale de la nature, la loi 
9> du carré, ou en général toute loi dépendante d'une puissance unique de la distance « 
n est préférable à toute autre fonction algébrique qu'on voudrait y substituer; car cette pîsctution qui 
9) fonction renfermerait nécessairement au moins une quantité constante : de sorte crue f^^^ ^ ^^ .'"" 

.,,,.■ , - - j** entre lui et 

9> le rapport des forces attractives a deux distances quelconques du corps attirant n^ Glairaut. 
n serait pas déterminé par les seules distances , mais encore par quelque paramètre qui 
n modifierait et compliquerait ce rapport : ainsi l'attraction ne dépendrait plus simple- 
« ment de la distance, mais aussi de ce paramètre qu'on ne voit pas trop pourquoi la 
D nature y aurait introduit, m Clairaut répondît assez vivement à BufFon , en réfutant 
victorieusement les prétendues démonstrations mathématiques de celui-ci, qui soutenait 
une bonne cause par de mauvais argumens. Il montra que, quoique les lois simples ou 



(*) D'Alembert (Recherch-, L I, p. ii3} parle d'une lettre deManpcrtuis, oh il lui apprenait qu'Euler 
ëtait arrive lonj^-tempa avant les saTans français , par une antre méthode, à la même conclusion sur le mour 
Tcment de Tapogée, et Euler avoue Ininnéme, dans sa Th. de la Lune y de ^753 9 >voir conservé plusieurs 
années ces préventions contre la loi de Kewton. 

{**) En 173G, Bnffon, encore peu connu, aVatt publié une ass«x mauvaise tmdaction du Traité des 
Fluxion* de Newton. 
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composées d'un seni terme soient les plus probables et les pins' bdies ^ Texisfeoce det 
autres est possible. Il fit voir que l'idée d'une attraction magnétique de k Terre sur le 
Lune , dont Newton avait dit un mot ( Princ. math. , I. IH , prop. Sj ) , était peu satisfais 
santé , et ne s*appnyait sur rien. Il en dit autant de llijpotbèse de Bonguer, qui, pour ac- 
corder les faits , supposait que quelques parties de la Terre et des antres planètes attirent^ 
suivant des fonctions différentes de la distance ^ et qu'il résulte de PefFet moyen de 
toutes ces forces particulières , une force totale par laquelle la planète agit suivant uae 
loi complexe. Buffon observait cependant , avec raison, que les fidts qui s'accordaient 
avec la loi de Newton étant plus nombreux que ceux qui llnfirmaient^ on ne de^ 
vait pas la réjeter si promptement. uAL Clairaut, disait-il {Mém. de Paris., 1745» p. 5oo), 
n propose une difficulté contre le système de Newton ; mais ce n'est tout an plus qu'une 
n difficulté qui ne peut ni ne doit devenir un principe ; il faut cbercfaer à la résoudre 
» et non pas en faire une théorie dont toutes les conséquences ne sont appuyées que 
n sur un calcul; n et il ajoutait, peut-être trop légèrement : a On peut tout repré- 
n senter avec un calcul , et on ne réalise rien, n Cette discussion ayant excité un inté* 
rêt général > le bénédictin Walmesley voulut aussi prouver , contre Qairant y que l'aftrao* 
tion expliquait très bien le mouvement de l'apogée. Le chevalier dAicy lui répon£t, 
en montrant que la méthode de Walmesley même ne donnait que la moitié du moav^ 
ment réel. 

Clainiit âé- Les esprits étaient donc incertains , et la rigueur des raisonnemens des géomètrei 

n^lBTiriiFaa *®i^^^ même à les décider, les uns contre l'attraction en général» d'autres contre la loi 

sujet du mouT. de Newtou seulement, lorsque Clairant, qui avait le premier flevé publiquement des doutes 

^^^^' sur cette loi^ eut le bonheur de la confirmer aussi le premier, au moyen des recherches 

jnêmes qu'il avait entreprises pour établir celle qu'il voulait d'abord y substituer. Il partit 

de la valeur du rayon vecteur à laquelle il était parvenu dans son Mémoire (^ , afin de 

chercher la nouvelle loi de la gravitation nécessaire pour donner à l'apogée tout son 

mouvement. Il entreprit, dans ce but ; une nouvelle approximation, en ayant égard aux 

termes en cos - v, cos T- ---m j v, etc., qui , en vertu de la première approximation ; 

devaient être ajoutés à ceux de la simple valein: elliptique de — • Il substitua cette seconde 
valeur dans l'expression générale de â ; il mit aussi pour sin dT et cos aT leurs dé^ 
veloppemens en fonction de v, dont les premiers termes sont sin - v, cos - v. H s'a- 
perçut alors que le produit de ces quantités par les cos T- ^— mj v, cos (-+mjv, 

qui provenaient des puissances de — , introduisait de nouveau cos mv, augmentait beau- 
coup le coefficient de ce cosinus dans l'équation de l'orbite qu'il en concluait, et doublait 

C^) Cette valear était de la forme 



K 

r saii— ecoeiiw» 

r 



+ C«o.^->co. g -».) •.+/«,.g+ ^) ^+ çeo. Q-«,) , 
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presque la yàltmt de i — m «piî en résnitait (♦). Etant parvemi ainsi à retrouver, i 
peu de chose près , pat la théorie , ie même mouyement de l'apogée de la Lone qa*in^ 
diquaient ks obserratioiis , il VA que lorsqu'on n'en trouvait que la moitié, ce n'était 
pas la loi de Ifeirton qai était en défont, mais k métiiode d'approximation emplojée, qui 
donnait, par la dettxîème opération, des termes comparables â ceux de la preiniére , 
nmdis que se fendant vaÎBeBMnt «ur la oon^i^ence dcàs xésuhats obtenus par ces procédés 
successifs , on n'avait pas eu encore l'idée de pousser pins loin l'approximation pour s'en 
assurer. Clairaut , après avoir remis à If. Giand-Jeaa deFouohy , secîétaire de l'Académie, 
té ai janvier 1749 > n<t Mémoire cachcfié qui contenait les {bodemenÂ sur lesqneb repo- 
sait son importante remarque, l'annonça publiquement à T Académie, le 17 mai suivant, 
sans îmfiquer la roste qui l'y avait conduit , et en rendant compte dn «impie fait auquel 
A était , dtsailnH , parvenu en considérant de nouveau la question eous un point de vue 
qui n'avait encore été «nvisagé de personne i cette léserve et ce désir de déguiser 
même son procédé, en déroutant ceux q«ri l'auraient vouin çheidier plutôt que de les 
naettresurla voie , tenaient probabhmenl à ce que déjà , à eetteépoqne, en supposait que 
r Académie de Fétmbom^ , qui avMt an prix à proposer , prendrait pour sufet la théorie 
de la Lune , et qde Claînnt avait le projet d'y oonceurir. Cependant, malgié ces pré^ 
cailtîons, Euler n'-eut besoin que de la nevtelie de cette déconterte pour parvenir au deïon côt^'Tu 
mfime résultat par une méthode difKre^c, ce qui ae l'cmpédia pas de réconnaitre que "^^'^^ nsaltat. 
CSaxraut en méritait %outllionnenr (^. Quant àd'AlenEibert , sll ne parvint pas àdénouer p'Aknbcrt 
ht difficulté avant de connaître le printvpe sur lequel ti'était appuyé Clairant , il eut au un plus ««nd 

moins •po^lérietïrement le iltérite , en voyant we les termes mai avaient fait découvrir à •««>«* «"f çc 

• fa.j .» ri*. j. point cmrc la 

celul-ci la raison tressa piemièie eiieui ne sunisai e iil ptts, et do nnai ent e nc ore une théorie ctTob- 

différence de 5o% de pousser beaucoup plus loin que lui Tapproxlmation , et d'arriver à '^^^^^^'^ 
une valeur encore plus rapprochée de celle que donnent les observations pour le mou- 
vement de 1 apogée de la Lune. 

Après la jpetite digression dans laquelle nous Tenons d'entrer sur une anomaUe qui 
avait long-temps tenu les astronomes pour ainsi dire en écbec , nous allons reprendre 
l'exposition de la méthode de Clairaut, que nous avons laissée au moment oùH parvenait 
à la première expression du rayon vecteur dans f oiblte trov/blée. H indiqua , dès 1747 , 

(*) Cooùàétoju^ dans - le seo) téraM — ^ ^^Iz ^^-"^ J y ^ pi^ ^^ ^ valeur eUipti^e ; il |>n>duira 
duM ^ le terme 3>coe T- — mj f/,4anf ^ 4etense 4>«>*/-— '«J •'j «* ^« 1^ *^«« *« panrûe . . . 

X ^co^myy qa'il faudra mnltîflîar par ^ ——g j^ur «moî^ lé térftK eonrespéndant dans Tëquation de 

TorlNte ; ce qui donoeia , en la comparant arec IVqnatîon primiihre , aûuir qne nous Tayons fait plas haut^ , 
l'éqoation de condition 

d^oà i!oa Jim 

t — m = c^oo83d. 

(**) 7%. Xwt., p. 190. Gloria hujus intignis inuenii cum industriœ ttim eandori exeellentiisimi ' 
profuêUS* 
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comment, en substituant cette valeur dans l'expression générale de £b(^)j puis intégrant^ 

on pouvait tirer la valeur du temps > et parvenir de là, en résolvant un problème sen>- 

blable à celui de Kepler, et en évaluant ensuite tous les coefficiens en nombres au qioyen 

de quelques élémens astronomiques, à <iea formules dont on pouvait construire des 

Tables qui détermineraient le mouvement ^e la Lune pendant un très grand nombre de 

révolutions ; mais cela était inutile jusqu'à ce qu'on fut parvenu à ia véritable expression dtt 

mouvement de l'apogée. Dès que<31airaut l'eut trouvée ^ peu près, parla théorie, il préféra 

prendre tout d'un coup pour m sa vraie valeur donnée par les observations, afin de ne 

pas revenir triop de fois au même calcul , et de ne pas compliquer inutilement les opération^ 

fi 11 est clair, dit-il , qu'on en peut user ainsi, même quand on ne se serait pas convaincu, 

9 ccMnme moi, que c'est aussi la valeur donnée par la théorie, puisque si l'on parvient 

» ensuite à retrouver par là 'Cette même valeur, la supposition sera justifiée, et que dan^ 

f> le cas où elle ne le serait pas, il aurait toujours fallu la faire pour trouver la correo« 

n tion que demanderaient les forces accélératrices, y» 

Mémoire de Le Mémoire de Clairaut, remis en janvier 17^9 et; inséré dans ceux de 17481 a pour 

ii^ÎMàîiSecn ^^^ • ^^ ^OrbUe de la Lune , en ne négligeant pas les carrés des quantités de même 

1749* ordre que les forces perturbatrices. Il contient le dévelc^pement de la seconde approxi^ 

mation qu'il avait entrepris de faûre des mouvemens troid^lés , et qui lui fit découvrir la 

vérité au sujet du mouvement de l'apogée. Pour cela il reprend la valeur du rayon que 

prozimâdoiT' '"^ *^*^* foumi la première approximation (savoir, sa valeur elliptique .augmentée de 

des mouvemens quatre petits termes dont il désigne la somme par {). Il prend aussi pour le temps, ou 

plutôt pour l'anomalie moyenne 07 qui en résulte, la valeur à laquelle il était parvenu (^^)r 

. i ' 1 i ■ f^ > . ■ I i . i * 



(•*) U suppose 

-SI — ecQsmp-f-Ccos-c— >cos T- — mj «' + /casQ-H mJj^ + Çcoiar- —wjp 

«il — ecosmf/-4-{i 
X s= tf'^beàiamy^ge*Bm^mu + fut,»m f — — ml c — 7* sin- «/; 

les coefficiens 0, C, y, h, gy etc. c'tant connus par la première approiimation. 
U substitue ces valeuiy dans les sxpressions des fonctions perturbatrices « 

de U dans Téquation deTorbite, 

I I « , aini' y.^- coii' -^ , . 
-=-— - cos p + — — /fiUJi* 00s p — jQihfimiff 

0t dans rezpressîpn du temps, savoir : 

.qui donne , en y substituant pour r sa valeur , i — cos mi' 4- ( ; intégrant et prenant Tanomalie moyenne x 
k la place du temps, ce ^i revient à effacer du premier terme du second membre le coefficient de p. 
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•t il en cooclut des ett>re8sioii8 pins exactes de sin aT et cos aT; il les substitue ensuite» 
ainsi qne celles de r et de aea puissances , dans les valeurs générales de p et de Q » en 
ayant égard, dans celle-ci, au développement des trois premiers termes de son dénomi- 
nateur. Mais il suppose encore les orbites dans le même pian , celle du Soleil sans excen- 
tricité (quoiqu'il eût déjà remarqué , dès son premier Mémoire , qu*on pouvait y avoir 
égard facilement), et néglige les termes qui seraient introduits dans les valeurs des force» 
^ et n , si l'on y conservait le carré du rapport des dbtances du Soleil et de la Lune 
i la Terre; ce qui lui donne pour ♦ et n les mêmes expressions générales que dans le 
premier Mémoire. Après avoir fait tous les développemens, il substitue la valeur de il pj"^*^^'* ^ 
qu'il en conclut, dans l'équation générale de l'orbite troublée ; il en tire pour r une 
nouvelle valeur plus exacte ; ce qui lui donne une des équations cherchées. Sa substitu- 
tion , ainsi que celle de f , dans l'expression du temps , lui donne , après des calculs très 
longs , la deuxième équation , savoir : un développement en fonction des sinus des 

multiples de v déjà connus, et d'autres tels que 5mv , T- +amj v, T- — 3mJ y, 

ceux-ci multipliés par de très petits coefficiens. 
Pour déterminer en nombres les constantes qui entrent dans les deux équations précé- Expratriondo. 

n — 1 lempi. 

dentés, il n'a besoin que de deux élémens, savoir : le rapport ■ de la révolution 

du Soleil à la révolution périodique de la Lune , et l'excentricité moyenne de l'orbite de 
cet astre. C'est encore une recherche longue et pénible, que celle de déterminer, par. 
leur moyen , les coeiGciens cherchés ; il n'entre dans aucun détail à ce sujet *, et après 
avoir dit seulement qu'il a fait usage pouir cela de la méthode de fausse position , il 
présente le résultat d'une première opération (^) , et termine son Mémoire par la démons- 
tration de la proposition fondamentale de sa théorie ( celle qui lui doxme l'équation 

différentielle de l'orbite troublée, et son intégrale ou la valeur générale de -), qu'il 

avait supprimée dans son premier Mémoire , parce que sa solution ne lui paraissait pas 
alors aussi simple qu'elle pouvait le devenk. 

L'Académie de Pétersbourg prit, comme on l'iivait supposé, la théorie de la Lune Pî*«dea«i- 
pour sujet du prix qu'elle proposa en 1760 , et elle demanda : An omnes inœqualitates eni'jSi par TA- 
ijuœ in motu Lunœ ohservantur, théories Newtonianœ sini consentaneœ; et quœnam sit ^1^^ ^ ^^ 
vera theoria omnium harum inœqualitatum , unde locus Lunœ ad quodvis tempus qitam 
exactissime possit definiri? La pièce de Clairaut , datée du 6 décembre 1760 , remporta tie, relative àU 
le prix en 1761 , et fiit imprimée à Pétersbourg en 175a. Cet ouvrage , qui doit faire un [^^5^^^*^ "„^ 
si grand honneur à son auteur, est fondé sur une théorie tout- à-fait analogue à celle de dans ion orbi- 
ses précédons Mémoires. Mais après les premières approximations, il en fait une nouvelle '* 
où il a égard, pour la première fois, à rincUnaisoxi de l'orbite lunaire au plan de l'éclip- proximadoQ,£î 
tique et i l'excentricité de l'orbite terrestre. Ces considérations lui donnent , pour les rïîclinwaoîf dî 

.111 Torbite luoaira 

,-. « . et il rexceotrn 

(♦) S«Y»ir : cité de TorbiMi 



* s I — o,o55o5 eut ^ -^ 0,007 i79co«-*»^o,oiif8iooir-— m J p -^ etc. , 
X SB ff«o,i ioao6 fin m^ «- 0^009167 sin - 1^ •ho,oo9a4< sinamM-Hcte- 



•olair». 
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flff PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

forces 4» et n , de nonveiles iraleart en fonodon de ranomaliè vraie v de la Lime dans son- 
orbite , du sinus Teise 4" de son iacUnaison , de la différence T des distances angulaire» 
de la Lune et du Soleil an nœud ascendant de rori>ite de la Lune , de la distance angu*- 
laire u du Soleil à ce nœud, de la masse' I( du Sobir, et des rayona- vecteurs variables 
r et / de la Lune et du Soleil {*). 
NonTeUcs ex- . Les expressioQs des forces auxquelles il parvient ainsi , sont composées de trois parties : 
Sr^iMriurbâ^ ***' ^® ^^^ valeur dans la première approximation, multipliée par des coelficiens Jk 
tdcef. et h' y qui différent peu de i ; a?^ de termes donnant la- correction du lieu de la Lime 

relativement à la position du nœud , et dont l'effet sera d'introdoire trois petites corrections- 
qui n'altéreront pas les premier^} termes ; 3». de termes- dépendaos de la parallaxe du 

Soleil , ou de l'inverse j de sa distance variable à Ta Terre, et dont le calcul se fait i 

part. Clairaut prend séparément les valeurs de f et de fi pour ces trois espèces de termes. 
Indication de ^^ substitue ensuite dans Texpressibn générale du temps , i •» e cos mv + { au lieu de * 
la marche da K, 

calcul ev des —, et il l'intègre en laissant sous le signe /tous les termes qui ont en facteur f, 1, leurs carrés - 
■ubatitaiionB' à r 

^*^^' OU leur produit, et bomantle développement à la quatrième poissaiice de e. Cette mamère^e 

laisser i en évidence au lieu de substituer immédiatement sa valeur , a. l'avantage de £ûre 
voir d'uii coup-d*œil la correction qui provient d'un terme quelconque de l'expression de {. 
Il obtient ainsi on développement qui donne la vdeur du temps en fonction de v et des 
sinus des mnaitîples de v; «t comme on peut a laplace du tempe que la* Lune met à {iar- 
courir tm ing^ , substituer l'arc moyen décrit d'un aiomrement uniforme , on aanstd pai^ 
lA une relation qui domie la valeur de la longitude mo3renne de la Lune x, enibnction de 
sa longitude vnûe v et des^sinos de ses multiples. 

Il £nFt encore, afib de pouvoir intégrer lestennesde ce développemest qui restent som 
le signe/, et ceux de Téquation de l'orbite où Q se trouve dans le même cas, obtenir 
la videur de l'angle T, dont les sinus et cosinus entrent dans- leurs expressions» Pour cela 
il compare, comme dans 6. première approximation, les valeurs àm temps dans le- 
quel la Lune parcourt l'arc t/,. et le Soleil l'arc % ov v— -T : ce qui revient a égaiJer le 

produit de la longitude moyenne :s de la Lime , multipliée par le rapport "^ des 

moye» mosvemen^dv Soleil et de la Lune, i. la valeur iqipiocbéede lalongîtisde moyemie 
du Soleil > en n'ayant égtfd qu'à la premiers et 1 la seconde pniesaaoe de IVxcentrîcité i 

*• ■ • ■ ■■ . ... - 

{*) Les takors des facctê sont (nme 4 «t Th. £. Ci., p. fo) : 

*»*'>«7>V> 4'^'"«det fuwcriuu^ de^-gt^*, leltef i^iie h =i ^ 4^ > 4^, çTsi — lîi, etc., /test 
4éterniîn^ par IVqaacion elliptiqae 

fa — L^^ 

1 — l«Of « 

où /difligne U demi-pwDMaèlM île l^Oipsc eolui«» 4 W vap]^ «dt se» «noaiiCncittf m deaû-gmnd axt. 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE SECOND- m7 

de son oiUtB (*^. On tire de li^ par le retour des suites» la valeur de T en foactioii de ^ 
«t des aimis des muhiplca de x; or. Ton oonii^t par la première approximation une va- 
lemr approchée de jr en v et en fonction des çinvs des multiples^de v» qui peutsufiire pour 

ayoir T> â came de la mukiplicafion par la petite fraction i — * - qne tous les coefficiens 

de 9 snbiasent en passant dans T ; si on la snbslitne par-tout an lieu de x, on réduit 

.ainsi l'expression de T à une fonction de v seulement , et Ton obtient par là celles de 
sin aT et cos aT ; quant à celles de cosT et cos 3T^ qui entrent aussi dans les valeurs de p et 
ûy elles demandent moins de précbion, parce que ces termes sont multipliés par le coefE* 

dent -7 ^ qui est aussi peu considérable par rapport au coefficient * des premiers tenues, 

qne la £stance moyenne de la Lune l'est à l'égard de celle du Soleil. Quant aux angles 
u et u -f* T> dont l'un est la distance du Soleil au nœud et l'autre celle de la Lune au 
même point» Clairant reuvoîe la fixation de leur valeur au moment oA l'on aura déterminé 
le lieu du nœud pour un instant quelconque donné. 
Après toutes ces préparations y il ne lui Teste plus qu'à faire toutes les substitutions des 

valeurs des puissances de — et de ^ des sin. et 00s. des multiples de T dans celles de ^ et 

O , pour en tirer ensuite lee nonveHes expressions du rayon vecteur et de la ka^tnde 
moyenne 9 développées suivant les psûssauces des excentricités et les multiples des longi^ 
tudes vraies. Claixaut B*est pas entré dans le détail de oesopéntioau; il observe seul^ 
ment , peut-être en faisant usage à cet égard des ranaïqnes analoignes d'Euler dans sa 

pièce de 1 7^7 > que la combinaison des cos T 1 — ~ j v que contient *^ avec les cos - qui 

1^ Tennei dont 

se trouvent dans les valeurs de cos T ou de =t^ , peut introduire^ dans celle de Q , des la combioaison 

Iv peut amener des 

cos V qui ont, conune nous l'avons vu , le dangereux effet d'amener dans la valeur de ''dJ^'^»^2ÎJ 
.des arcs de cercle. Il attribue cette circonstance à ce qu'il a supposé fixe l'apogée du 
Soleil, ce qui n'est pas permis en toute rigueur, puisque, quelque petite que soit sur ce^ 



(*) La lengitode moyenne dn Sakil (on rint^gnle di ton moyen mot 
on s IV^URtmi 



(I — icoe»;« ^ 4 



3 . . r ^^ 

d'oîi Ton tire, par le letoar dm inîtm (nom 5. — Th^ L. d*, p. 49), la ▼aleor êo « j pnia ca faîiant 
xsi' — T, 

mais on a trouT^ par la premiire approximation 

3e* 

Nnmc-4- 
m 

on tronrera donc, en enbititnant cette ralenr ânm la précédente ^ wcoomniftnt de mettn ton premier 
terme dans celui qui contient t* en factenr) , une expreuîon de la fonne 

i T s= - — Csinmi' — > eîn T-— » } ^ -fa/iin T t— -J p — etc. , 

C, >, /, em. étant dm fonctions des coeflkieaa de la T^knr de x anltîpliéi par i — -. 



: f|- ;^ sin me -f* 7-- aîn tmf» «f- etc. ; 
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a8 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LDHE, 

astre l'action de la Lune y elle n*en est pas moins réelle , et doit produire un mouiremoDt 
dans son apogée y quoique très lent à la vérité. Si l'on y avait égard en prenant povr 
Torbite solaire Péquation d*une ellipse mobile^ ou en remplaçant 2 par pz, on n'aurait 
plus cet inconvénient > mais bien céhii de la petitesse extrême du diviseur p*-— 1 qu'au- 

rait le terme de même espèce dans la valeur de — . Clairàut indique un autre parti à 

prendre^ qui Ini parait le plus simple et le plus utile ^ c^est de calculer toutes* les autres 
équations du mouvement de la Lune sur lesquelles le mouvement de Tapogée du Soleil 
ne peut faire aucun eiFet; de comparer ensuite les lieux calculés avec la théorie, et de 
voir ce que les erreurs permettent de supposer par rapport à l'équation qui doit résulter 
des cos pz \ mais il n'entre dans aucun détail sur Inapplication de ce procédé , non plus que 
sur le mouvement de l'apogée de la- Lune ^ qui résuke d'une théorie plus exacte^ quoiqu'il 
semblât l'annoncer (T'A. L,^ p. â8), et il se contente de poser simplement ses résultats , 

K. 

Résultats ob- savoir : l'équation de l'orbite qui détermine -», et la valeur de la londtude moyenne x. D 
tenus après ton- ^ - r o ^ 

HoDs? *" **■ les dpnne en fonction des cos. et sîn. des multiples de v et de m (m étant le rapport du mou- 
vement moyen des nœuds à celui de la Lune) multipliés par des coefEciens numéri<)ues; 
ceux-ci sont exprimés en parties du rayon pris pour unité, au*moyen de» valeurs de quatre 
élémens astronomiques, savoir : l'excentricité moyenne de l'orbite lunaire et celle de l'orbite 
solaire, le rapport du moyen mouvement de ces deux astres et la parallaxe du Soleil (f). 
La valeur trouvée pour x servirait à déterminer la longitude moyenne par le moyen 
de la longitude vraie ^ tandis que c'est au contraire la longitude vraie qu'on a besoin en 
Astronomie de déterminer en jonction de la longitude moyenne ; il faut donc conclure Tu 
second résultat du premier au moyen du retour des suites (^*}. 

l«Sonr des «i^ Clairaut y parvient en ne prenant d'abord ipie les quatre termes les plus considérables ^ 
tes , k iVipres- de la Valeur de x par quatre opérations successives , et au moyen d'autaht de lemmes 
tlX *vrâie "en ^"'^' °® démontre pas , tandis que le beau théorème de Lagrange peut servir à obtenir 
f >nc!ion de la immédiatement l'équation ^définitive. Les termes en sinus, qui suivent les trois premiers 
dans l'expression de x, étant plus petits que ceux«ci, on peut se borner, pour ceux qu'ils 
amènent dans l'expression de v, an sinus du même multiple da x, on de leur simple 

{♦) Il suppose 

€ = o/)55o5 , î = o,oi683 , 2^ ss 0,094801 1 , j = ^2^ 

(**) Supposant 

« s f + a im mp -t- 6 BÎn f^^ -f- e sîn ^1» , 

les lettres a, hf e, m, p, q représentant des coeflkicnJs et des multiples connus, on parrîent réciproipic* 
ment (note 5} à l'espression 

»' = * — « ^' — -^ — — T— — """7" J «n mjr + -- [(a^ + m) sm (^+m)x — (^— m}sm (p— }R)jr] 

+ - a*m sin amjc -- g fl»i [(aiw +^)« sîn (aif* + rtx — (aifi —/>)« sin (awi — - p)x] 

\ ^|afrc(ç-f-p + in)*sin(9-f.p+m}x — -a»m««in3iiiJ:-f-l«d^cloppement de tous les termes 
analogues en ^, c, ;> et ç. 
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combinaison deux à deux avec les multiples précédons (^), en négligeant même cette der- 
nière partie dans les plus petits termes. 11 parvient ainsi à la valeur cherchée de la longitude 
vraie > et réduit en arcs les coefficient de chaque terme pris en parties du rayon , au moyen 
du rapport de la circonférence au diamètre (^*). Tous les angles sont jusqu'alors supposés 
comptés depuis un axe où les -deux astres étaient à la fois dans leur apogée. Clairaut 
remarque que comme il n'importe pas de savoir où est placé cet axe, parce que la diffé- 
rente entre vetx sera la même toutes les fois que les autres angles auront des sinus égaux 
et affectés des mêmes signes , il est clair qu'on peut donner à i' et à a: une origine quel- 
conque ; et que x exprimant la longitude moyenne de la Lune , prise de quelque époque 
£xe , la formule exprimera le lieu vrai de la Lune dans l'orbite. 

n indique ensuite comment elle peut servir à calculer ces lieux pour un instant quel- Formation 
conque. On pouvait y parvenir immédiatement pour chacun de ceux qu'on voulait obtenir, oScufeHc 'ueu 
par le calcul direct de la formule > sans emprunter d'autres secours que celui des tables Traîde JaLune 
ordinaires .des mouvemens moyens et des sinus. Clairaut fit d'abord quelques applications *"••*"**' **• 
de ce genre pour avoir une première idée de l'exactitude de sa théorie ; mais la longueur 
rebutante de ce procédé, où tout était à recommencer à chaque nouveau calcul, l'engagea 
promptement à construire des tables pour chacun des vingt-deux argument qiie renfermait 
la formule , et dont les- équations étaient données par les coefficiens de chaque terme ; 
prenant alors dans les tables connues des mouvemens moyens, les valeurs des anomalies 
moyennes y et z de la Lune et du Soleil pour l'instant dont il s'agît , celles de la dis- 
tance moyenne t de la Lune au Soleil, et du double au de la distance du nœud au Soleil , 
avec ces premiers angles il formait facilement les autres argumens t— ^^,52^— y, etc. 
Ces argumens trouvés , il cherchait , dans les tables construites d'après l'équation de 
l'orbite, les inégalités qui y répondent avec leurs signes ; puis , les réduisant à une seule 
et l'appliquant au lieu moyen de la Lune , il obtenait son lieu vrai dans l'orbite pour 
Tiùstant déterminé. 

Il ne lui restait plus qu'à déterminer la position du plan de l'orbite pour pouvoir fixer a» priîc : d<f. 
à chaque instant le lieu absolu de l'astre dans le ciel : c'est l'objet de la seconde partie u'^'^guion du 
du Mémoire couronné par l'Académie de Pétersbourg, où Clairaut cherche le mou-P***»*'* l'orbit© 

^ " par rapport «a 

' plan de reclip» 

(*) Ainsi le terme quelconque g fin gw introduira dans la valeur de m les suiTins : tique. 

— ^Ti — |7»a>\in^ar-f-i<Tg(OT-f ^)sin(iif-f*^)*H-î &^ Q — m + ^^sinr^— nt-f-^J * 

— lfl^(i» — 7)sin(j» — 7)x— i<^Q+^) sinQ-h^Jar^-eic, 

ce qui résulte crîdemment de la forme gën^rale du développement de ^, en y faisant p:=~— >m, qs=-, 

(**) Ha alors, en désignant la disunce moyenne - de la Lune au Soleil par t , 

Tanomalie moyenne f i — — j x du Soleil par z , 

Tanomalie moyenne mx de la Lune par jr, 

la disunce moyenne T i-~ -f- •» j du Sol. au nœud par u, 

f^ = T — 6* 19' 57*sin^ — i' 53*sin t -f> ff 39''sin2 -#-.l' ai" sin %u 
+ une suite de termes en fonctions des sinus des multiples des premiers , de lears com" 
poses a à a , et de quelques-unes de leurs combinaisons 3 à 3. 
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5« PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUKE, 

venient des nœnda cfe la Lune > et la variation d'inclinaison de son orbite par rapport 

à récliptiqoe. Il y parvient en suivant une méthode assez analogue à celle de Newton* 

C'est par une eonstniction semblaUe à celle de la proposition 3o du livre 3 des Principes, 

qu'il apprécie le mouvement instantané li/cfu'a ta ligne des noeuds par l'elFet de la com«» 

Bccherclicdn posante de la force perturbatrice qui agit parallèlement à la ligne menée de la Terre an 

nœucU^prodlu Soleil i il obtient dq en fonction de l'espace que cette composante fait parcourir, divisé 

U*^ ^'!^^^^oïi du par rélément de la trajectoire, multiplié par le cosinus i -^'4^de l'inclinaison de l'orbite, 

et par une fonction des cos. des multiples des angles ^, q et s ^^. H remplace l'élément 

dv 

du temps par celui de la longitude moyenne^ et substitue ensuite à la place ^^ ^ » ^* 

j^ et z, leurs valeurs déterminées précédemment en fonction des sîn. et cos. des multiples de 

X et des excentricités dont il néglige les troisièmes puissances ; quant aux termes de la 
valeur de dq , qui contiennent l'inconnne cherchée 9> il y substitue, pour cet angle, une 
valeur composée d'une suite de termes multipliés par des coeiEciens indéterminés, et dont 
la forme est indiquée par l'intégration de la partie de l'expression de dq qui est indépen- 
dante de q ; il se borne même aux termes les plus considérables* Il intègre ensuite Yex-* 
pression complète de dq pour obtenir la valeur diercbée de 17;. et la comparaison des 
termes admis dans la valeur supposée de q avec ceux qui 7 correspondent dans l'autre 
valeur de cette même quantité produite par les substitutions qu'on vient d'indiquer , fournit 
des équations en nombre sulBsant pour servira exprimer tons les coeffieiens indéterminés. Le 
coefficient qui affecte x dans la valeur complète de q doit être la même chose que m , raj^ort 
du mouvement moyen du nœud à celui de la Lune , si la théorie de l'attraction répond au^ 
phénomènes : c'est ce que Clairautdit avoir vérifié en trouvant, après toutes lessubstitutions 
numériques j une diSerenoe entre les deux résultats très légère et tout-44ait négligeable. 
Il réduit en degrés les coeffieiens de chaque sinus, et obtient ainsi > pour déterminer le 
lieu vrai du nœud, après avoir déterminé le lieu moyen, un développement composé de 
quinze Jtermes, dont les argumens sont différens, et qui servent à construire autant de tables 
qui déterminent chaque équation^ 
Recherelie de Clairaut cherche ensuite la variation de TiacUnaison I de l'orbite sur récliptiaue, et 

la Tanaiion de '^ ^ 

rinclinaison de mmmm^>^ . 

*^' *' ( *} La composanie dont il s^a^t ayant pour expreision -^p ^^^^l* (note 4 } , Tespace qa'ellc fait parcoorir 

est -j^" co$Tdt* ; et comme on 9l dt =. r-y^ dx , en représentant par x le moyen mouyement de la Lune, 

si Ton fait «s= «^^ , on aura 3«<iar* "^î r cos T poor la valear de cet espace en fonction du moyen mou- 
Tement. On obtient ensnite ^ 

dq=:j rt(i— 4)«L_£! [, -f cos(a(^— a») — cos (a^ + a^ — cos(a^4-a«)]i 

on tire de là, en mettant poar*Vr» t 9 p tt z lenrs valeurs, intégrant et nëgligeant d'abord les denl 

derniers termes de d^ , une valeur de la forme 

g = •*— o sin Ti — -jx — ^sin(a-h«»)x + 6sin-x-f fisina(i-!'i»+»)x -hetc.^ 

fin la substitue dans les termes de dg en cos(39 -i-ac) , cû9(a^Hp9ft}j on intigre et l'on obtient la Taleor 
/complète de q. ( P^oyeM note 6 et 7^. L. ÇL, p- 67.) 
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CHAPITRE SECOND. STi 

exprime son rapport au^inns de rinclisaison primitive, au moyen du ntomrement înstan- 
tané de la ligne des nœuds , pris avec un signe contraire et multiplié par la cotangente de 
la distance angulaire de la Lune au nœud ascendant (^*), Il réduit cette expression par 
une méthode analogue à celle qu'il vient d'employer pour calculer le mouvement du 
nieud, à une fonction des cos. des multiples de x; il Tintègre et conclut la valeur de I de 

celle de / tt—j (**)•, le terme constant de l'expression de I représente l'inclinaison moyenne 

de rori>ite de la Lune y et il le suppose de 5^ 8' i ; quant aux autres termes , Fidentité de 
kurs argumens avec ceux qu'on calcule pour le nccud ^ facilite la détermination de la 
^fférence entre l'inclinaison vraie et la moyenne qu'on obtient au moyen de quinze tables 
d'équations. 

Après avoir construit des tables de tontes les équation» calculées précédemment , tant Comparaisim 
pour la détermination du lieu de la Lune que pour la position du nœud et la quantité de avec l'observa- 
rinclinaison , Clairaut demanda à Lacaille quelques positions de la Lune déterminées ^^^ 
avec exactitude , afin de pouvoir }uger du degré de précision de sa théorie. Cet babile 
^astronome lui fournit une centaine d'observations de Cassini et deMaraldi, bien discutées y 
«vec les longitudes ef les latitudes qui en résultaient. Clairaut calcula par la théorie, ponr 
cbatlme d'elles , le lieu vrai dé la Lune dans son orbite , celui du nœud et l'inclinaison, 
il les corrigea par toutes leurs équations ; retranchant ensuite la seconde de ces quantités de 
fa première, il obtint l'aigument vrai de la latitude qui , avec Imclinaison vraie, lui donna^ 
far la résolution d'un triangle sphériqiie^ tant la longitude de la Lune que sa latitude i**^)» 

C'est par la comparaison de ces résultats avec ceux de Lacaille ^ qu'il termine la pièce 
dont nous nous occupons, («es erreurs extrêmes en longitude y vont à près de 6^ mais 
leur moyenne monte à peine àii\ et le nombre des erreurs posititives étant beaucoup 
plus grand que cehd des négatives , y indique quelque cause constante , telle , par exemple , 
qu'une trop gtande excentricité donnée à l'orbite de la Lune. Ainsi y comme le dit Clai- 
raut en terminant sa pièce , outre que les tables construites xl'après sa théorie approchaient 
éétà plus de la nature qu'aucune de celles qui les avaient précédées (quoique le temps ne 
lui eût pas encore permis d'en rectifier les élémens), elles sufiisaient pour résoudre la 
question proposé^ par l'Académie impériale y en démontrant qu'il est inutile de chercher 
d'autre cause des inégalités du mouvement de la Lune^ que la seule attraction inversement 
px>portionnelle au carré des distanoes. 

/'*') -: — = = — <2ffcotdi8t. C à fonnœud: 
. > ^ nul ^ ' 

d'oh Ton tire (note 6) 

(♦*) Soit i^j î= V 4- log fc î il obtient 

I = fc ^i -~ A*^ -h ^(1— 7 *•) Tv-I- ^y^y < ^oyez note 6.) 

( *** ) En effet, ai Ton déaî^e pur S' la «lictaiice de la Lune an nonid , on Targninent de lalxtitade, 

S cette même distance comptée sur IVclipiique , 
/ la latitude y 
on aim 

sin / = sinS'finly tangS = tangS'cosI. l ployez note 1, équations (5) et (6).] 
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AddUion an Clairaut envoya à Pétersbourg une addition à son Mémoire, qui arriva un peu plms 
voyTS'rAcndé-^*^^ que le terme fixé pour le jugement des pièces ; il y indiquait quelques corrections à 
ttie de Pctcis- faire aux tables par lesquelles il avait calculé les cent lieux de la Lune ci-dessus mention- 
nés , en montrant que ces corrections rapprochaient la théorie des observations. 

II commença, peu de temps après , l'impression de ses Tatbles , qu'il n'avait retardée 

que pour en perfectionner la forme ; et quoiqu'elles n'aient pani qu'au commencement 

de 1754, le fond en était publié dès 1763 {Hist. de lAcad. , i75a, p. 1 13). 

Application Dans cet intervalle, Clairaut appliqua à la parallaxe horizontale de la Lune, dont 

ro!bu!^tVou^ '* détermination occupait alors les astronomes , Téquàtionde l'orbite dont il n'avait pas 

il la recherche encore fait usage. Cette parallaxe peut en effet être regardée comme inversement propor— 

horiâoniak *de ^î^^^^elle à la distance de la Lune à la Terre , quoique , à proprement parler , cette 

la Lune. distance ne soit inversement proportionnelle qu'au sinus de la parallaxe; parce que son 

maximum n'étant que d'environ 1 ** et sa variation de 7 à 8', on peut très légitimement 

substituer l'arc au sinus. L'équation de l'orbite donnant la valeur de — en fonction des 

cosinus des multiples de la longitude vraie v, il ne s'agissait plus que de remplacer celle- 
ci par la longitude moyenne x , en employant la valeur approchée de v , trouvée précé- 
demment {*) , en fonction de x et des sinus des multiples de x. Le résultat n'était encore 
que proportionnel à 1» parallaxe ; mais il devint la parallaxe même aussitôt quil eut 
fixé, au moyen des observations, la valeur de l'unité en minutes et secondes. Clairaut 
établit pour cela, avec Lemonnier, le rnoximum de la parallaxe de 61' 8"; et remar- 

K. 

quant qu'en supposant dt nul, z et y égaux 4 i8o* dans l'expression de —, tous les 

coeiScîens des termes sensibles excepté un seul , où n'entre point i, s'ajoutent entre eux 

de manière à produire la plus grande' équation , il égala leur somme, prise dans cette 

hypothèse, à 61' 8"; il en conclut l'expression cherchée de l'unité en minutes et secondes (^, 

et de là celle des coeiEciens de chaque terme ; il obtint enfin , au moyen de quatre 

équations, toutes assez petites, et dont les argumens se forment facilement, la parallaxe 

cherchée ayec une approximation suffisante. 

Forme des Clairaut , en exposant cette nouvelle application dans un Mémoire q^f l'on trouve dans 

Lune* de*c/a- ^®"* ^^ l'Académie des Sciences de Paris, pour 175», p. 14a, rend compte aussi des 

raut, de 1754. moyens par lesquels il était parvenu à simplifier la forme de ses Tables avant de les 

(*) Il crouTe ainsi, en désignant par a, h, c, d, etc., dçs coefficieas numériques exprimés en parties 
du rayon, 

X . • • 

- :=i -^ a coê jr 'h h C9ê 9jr ^ etc, '^ e cot 7t rh^ coê(jr'^z)'jr ^ic, 

— e cos 3y +/cos 4< — ^ cos (^+«) — h cos (a£— jjy) .— etc. 

(**) Si Ton suppose 2t=»o, yss 180*, x= i8o«, la valeur précédente se réduit à. 
ï"+-tf +* + « + <*— ^^ ou à 1,0786037, 
en i|i«ttant ponr chaque lettre la valeur quVUe représente. Clainut pose Téquatioii 

1,0786037= 60' 8*î 
^*ob il conckt 

.1 = 56' 4o'',7. 
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publia. Du mtaie qaé dans sa théorie» le calcul delà longitude vrai€ dansVorbite j exigeait 
aa équations, qu'on obtenait à l'aide d'autant de tables à «impie entrée, qui avaient pour 
argumens les divers multiples des moyens mouvemens. 11 avait augmenté seulement do 
1^ 5^" l'époque des moyens mouvemens de Halley , et diminué de 777 rexcentricité de 
l'orbile lunaire de Newton , ce qui s'accordait mieux avec les observations , et rendait 
le nombre des erreurs positives égal à celui des négatives. Ayant observé un rapport 
constant entre les petites équations du nœud et celles de l'inclinaison^ il s'en servit pour 
abréger considérablement le calcul de la latitude et celui de la réduction à l'écliptique. 
Ce tilt l'examen attentif des séries relatives au noeud et à l'inclinaison qui lui fit découvrir 
que presque toutes les équations de l'inclinaison ont des coefficiens qui sont à ceux des 
équations du nœud relatives aux mêmes aiigomens , à peu près dans le rapport du sinus 
de l'inclinaison moyenne au rayon. Supposant donc que A représente un des argumens du'calcîil de'^â 
quelconques des équations dans lesquelles cette observation a lieu, et ffcos A l'équation |^^u^5®^^^,'.^ 

de l'inclinaison dépendante de cet argument, -; — : — p — est l'équation du nœud, donnée cliptiT*^* 

.. V , C'A. 

par le même argument, et partant — -. — : — p — celle de l'argument de la latitude j il 

conclut immédiatement de là l'effet produit dans la latitude par les dix petites équations^ 
tant du nœud que de l'inclinaison {*) , où il avait reconnu l'existence de ce rapport. Quant, 
aux cinq équations où il ne croyait pas que la relation précédente eût lieu également, il 
calcula d'abord, en les employant seules, le mouvement du nœud, la variation de l'inclinai-^ 
son, et de là la latitude et la réduction à l'éclîptique. Il vérifia que cette dernière quantité 
était déterminée, par là, aussi exactement qu'il était nécessaire; et quant à la lati- 
tude, qui était déjà donnée à une minute près par la première opération, il la corrigea à 
l'aide de huit petites équations données directement au moyen de la remarque précé- 
dente. C'est par l'examen de Terreur que l'on peut commettre , en les négligeant, dans 
la recherche de la réduction à l'éclîptique , qu'il termine son Mémoire de 1763 ; l'expres- 
sion analytique de cette erreur (**), appliquée successivement à toutes les équations du 
nœud, fait voir que leur somme ne peut jamais produire que 4'>7 d'erreur ; quantité assez 
petite pour qu'on puisse la négliger, sur-tout lorsque par là on abrège beaucoup le calcul. . 

(*) En efiêt on a (note 1), en désignant p«r l la ladtaile, par S^ Targanient de laUtnde et par I Hn- 
dînajMn, l'anaJogie * 

ain / := sin S^ ain J ; 

•a diffccenlîelle J. ain / = cos S'dS' tin I + un S' 00s L2I donne, lorsque dS^=:«— . ^ , et que 

A=±CcosA, . «f.sîn/ s= — - CsinAcotS'-f'CcosAsinS'cos I; 

d'oè Ton tire, en substituant Punitë à la place de coa / et de cos I , ce que Ton peut faire sans aucune erreur 

sensible, à cause de la petitesse de / et de I, et de celle des équations qu'on veut réduire: * ^ 

dl = C8m(S'— A). 
On Toit par là qu'en faisant A succesaîtement égal à tous les argumens des équations omises, et Cr^gal 
Il tous les coefficiens de ces équations dans la série da rindinaison, on pourra déterminer immédiatement 
les équations qui en résultent dans la latitude. 
{**) Soit / siuA une équation du noeud, 

i^cos A sera Féquation correspondante d« rindinaison, 
i étant la ungente de l'indinaison de Toxbite^ 

a trouve ' î«/sin (A— aS' ) pour la oonection que ces équations produisent dans h réduction & IVclipdque. 

5 ' 
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Le yolunie des Mém* de Paris pour 1769 contient , p. SgS — Cas, un antre Mémoire 

de Claîraut snr. la théorie de la Lune, qn*il présenta le 3o avril 1 755, et qni a pour 

titre : Construction des Tables du mouvement horaire de la Lune. H contient l'exposi** 

Mémoire de tion de la métbode par laquelle il était parvenu à déterminer l'expression générale de la 

^r[^\cadémie ^^^^^'^° Horaire du lieu de la Lnne, et renferme les tables de ce mouvement, qu'il 

de»Scieiice*,ai avait construites au moyen de cette formule. ' 

^ ' Le premier moyen qni se présente pom* avoir le mouvement boraire de la Lune pomr 

im instant quelconque, est de calculer le lien de 1» Lune pour cet mstant, et ce même* 
lieu une iieure pins tard ; la différence de ces deux lieux est le mouvement horaire 
M^ibode pour demandé. Mais cette méthode lui parut trop pénible pour ne pas chercher à l'abréger, 
BooTCBj^iha- ^^ ^^'^^ comment il 7 parvint. Supposant que e sin A fût une des équations quelconque» 
ntre du ( q de du lieu de Fastre, il chercha la quantité m dont l'angle A, argument de l'équation proposée, 
variait pendant une heure ; e sin (A+«) représentant alors ce que devenait e sin A an* 
bout d'une heure , la différence de ce» deux expressions devait être l'équation du mouve- 
ment horaire , correspondante à l'équation e sin A du lieu (^; d'où il tira, en réduisant , 
une expression très simple de la première* Reprenant ensuite l'expression générale du lieu 
de la Lune, il 7 fit A successivement égal à tous les argumens qni s'y trouvaient; m, égal 
aux mouvemens moyens de ces argumens pendant une heure ; enfin e égal aux coefficîens* 
qu'ont Tes sinus de ces aipimena, et il obtint la valeur de chaque équation correspondante 
du mouvement horaire (*'^ , en négligeant les huit dernières, i cause de leur petitesse ; 
ce qui réduisit le nombre de ses Tables du mouvement horaire i quatorzer 

La variation horaire de la longitude ne diffère de celle du lieu dans Torbite que 
par la variation de la réduction à Fécliptique. Pour l'obtenir, il faut reprendre l'argument 
de la latitude , lai ajouter sa variation horaire moyenne, et y appliquer aussi le résultat 
Variations bo- ^^ équations de la variation horaire du lieu de la Lune, Ayant ainsi le nouvel argument 
nirrs de la loD- de la latitude pour Tinstant qni suit d'une heure le premier lieu calculé , on aura, par 
^ti'îndf^' * ' le moyen de cet argument et de la même inclinaison de Forbite , la nouvelle réduction 
a Fécliptique^ en négligeant les corrections insensibles qu'y pourraient apporter la variation 
horaire des nceuds et celle de FincUnaîson de Forbite. Enfin , pour déterminer la variation 
horaire de la latitude de la Lune , il commence par calculer les changemens que les cinq 
équations de Faigument de la latitude et les trois de l'inclinaison peuvent subir pendant 
une heure, et il examine ensuite la variation que peuvent éprouver, dans le même temps , 
les huit dernières équations de la latitude ; mais les corrections que ces dernières pro- 
duisent dans la latitude sont si légères , qu'elles peuvent aussi être négligées ; ce qui 
borne à sept le nombre des tables de correction de la latitude pour le mouvement horaire. 

{*) U obtint ainsi c tin (A4-«J — e on A = e« coa A ^ ^ «n A 

ponr P^qnation cherchée da moarement horaire, qnand on ae home an carre de « ; maif le plua tooTenty 
& cause de la petileatc dn coefficient e, on pent le borner an premier terme. 
Si reqoatîoa dn lien était reprétenlée par e ain A an lien de «coaA, réqoation dn monvement horairo 

serait — • e« ain A •« — coa A. 

{**) Ainsi, par exemple, U première ^qoafîim du li«a étaaC — 39664*^ tm j^, et le mouvement mo]ren 
de f pendant une heure étant de 3a' 4^, on aura , en prenant « s= — 39664'' et « = 3a' 4o' = O,oog5o3, 
— y 35', 4 ^os^ -f. l'ûny peur réquaikm horaire do Ûea de la. Lnae dépendant de Targument f. 
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CHAPITRE TROISIÈME. H& 



CHAPITRE m. 

Théorie lie la Lune, de dAlembert. 

ÏS ous Tenons de passer successivement en renie tontes les parties de la solution d« 
problème des trois corps donnée par Çlairaut. Pour juger avec impartialité celle de 
d*Alembert , il faut nous reporter à Tépocpie où aucun des travaux du premier n*était 
encore publié, afin de voir sous quel point de vue d*Alembert envisagea la question, et 
de bien constater toutes les idées dont il ne fut redevable qu*à son génie. 

' Après avoir envoyé à l'Académie de Berlin des recherches sur la théorie de la Lune , Manoirs M 
d'Alembert lut i celle de Paris, le i4 juin 17^7 > un Mémoire ayant pour titre : Méthode d*Alembert, lu 
générale pour déterminer les orbites et les mouvemens dé toutes les planètes^ en ayant ^^ ^™' 
égard à leur action mutuelle. H est imprimé à la suite des premières recherches de 
Çlairaut, dans les Mém*dePar., 174B, p. 365, l'Académie j^antpennis à ces deux auteurs 
d'avancer ainsi de deux ans la publication de leurs premières solutions^ D'Alembert com- 
mence par faire voir que pour trouver l'orbite d'une planète ai&tour du Soleil , il faut 
transporter à cette planète, en sens contraire et dans une direction parallèle, les forces 
accélératrices que cette planète et toutes les autres exercent sur le Soleil, puis combiner 
ces forces avec les forces attractives du Soleil et des autres planètes sur la planète pro^ 
posée y et avec la vitesse de projection apparente de celle-ci. Il fait voir ensuite que la 
détermination exacte de l'orbite d'une planète autour du Soleil dépend de trois choses : 
i°. de la projection de cette orbite sur le plan de l'écliptiqué (en entendant par là un 
plan Exe qui passe par le Soleil et dont la Terre s'écarte fort peu) ; o?, du mouvement 
des nœuds ; 3**. de l'inclinaison de l'orbite i chaque instant, il s'occupe successivement de 
déterminer chacun de ces trob élémens. 

Pour cela il cherche d'abord l'équation différentielle de l'orbite décrite par un corps A , Équadondir* 
attiré par un autre<:orps S> en raison inverse du carré des distances , et soumis de plus à f^^.^ ^ 
Faction de deux forces p^tw, l'une dirigée vers S, l'autre perpendiculaire i la première. 
Il obtient l'expression du carré de la vitesse y de A, au point où sa distance à S est x, en 
fonction de la vitesse initiale g, de la distance primitive a, de la force principale 

Fa* 

--^ et des forces perturbatrices (^. Il détermine le temps employé i parcourir un secteur 

infiniment petit. Supposant ensuite que l'orbite ne diffère pas beaucoup d'un cercle \ que 
l'angle de la direction primitive du mouvement avec le rayon vecteur est droit, et que 

I F* £ 

les forces f et ^r sont très petites par rapport à F ; enfin faisant - égal à -^ — - -^ ^ 

o 
t étant une nouvelle variable très petite, il parvient à une équation en d^t, dont les 

(*) La Ibcee F cm égale à odb qo^aDMcerait, k la diiumoe a, 1» oorpa placé sa S^ et ^ile k la aornine 
da maiMi 6-f Aj il obtient 



-=-'*-»^-0-f)-'/C*^-~) 
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deux premiers termes sont linéaires , et dont le troisième est le produit dn carré de 
Télément dz de Tare pris pour variable indépendante, par une fonction des forces 
perturbatrices qu'il désigne par M (*)• Si Ton pouvait réduire M à mie fonction de z, 
Tintégration serait facile par la méthode que d'Alembert avait déjà indiquée []art. loi de 
sa Dynamique y et art. 80 de son ouvrage sur les Vents ] (**). Or, ic comme l'orbite de la 
n planète autour du Soleil n'est que très peu dérangée par l'action, de tous les autres 
TD corps, on trouvera à peu près le point où la première se trouvera; on connaîtra de 
TU même, approximativement, les points où se trouveront les autres planètes dans leun^ 
p orbites, puisqu'elles sont censées se mouvoir à peu près uniformément, et dans des 
n orbites circulaires. Ainsi l'arc z étant donné, on aura les expressions en 2 de tous les 
p arcs décrits par les autres corps ; on aura donc' aussi les expressions de leurs actions. 
)^ sur la planète que l'on considère ; ces actions étant rapportées sur le plan de projec^ 
r tion et décomposées, donneront le» expressions de ^ et sr en fonction de s, et de là la 
» valeur cherchée de M. v 
Monrem. des H indique ensuite comment on calculera le mouvement des nœuds, ^insique la varia^ 

Bosads et varia- 
tion 



Hc^VSdU *'*^° ^^ Imclinaison (***). 



niiison. Si, après cette approximation, on voulait, dit-il, un plus grand degré d'exactitude^. 

^ ^P" on pourrait recourir aux méthodes Connues pour avoir, avec tonte la précision désirée^ 
B. les quantités dont on a déjà les valeurs approchées. Ainsi, dans la première approxi- 
mation , on pouvait supposer dans M , t nul , v* égal à Fa et & égal kdz'j dans la seconde^. 



{*) LM^ation approcha de Torbite est , 

(*♦) Soit en effet IVqaadon 

Il imëgrer : tapposona qu'on ait ' 

àt -^ydz =s o,' 
Talenr qui rédait Fëgnatiôn difi«$rentielle à 

dyhtdz^ Mdz = o , 
on a, eir ajouunt cea deaz dernièret ^qoaition», multipliant ancceasivement leur lomme par «f^ V^^~< 
et — y/— I, et supposant ensuiic « -f*jr]/Iiri=aB<y, j— jr^/ZITs: A, les deux équations 

dif '{^ gdzy^ï -hMdzydl :=iOy 
dk^ kdz l/ITT — Mdz y^ = 0, 
qui sont linéaii^s du premier ordre, et dont Tintégration ( que Jean BemouIIi avait effectuée di» 16^) donne 

Jes raleors de g, de k et celle de t = ^ > qui renfecme des e^ressions imaginaires que Ton peut toujonit 

iaire disparaître. 
(♦**) Soit f la force parallèle aupTan de projection, 

r le sinus de la distance angulaire de la planète & la ligne des nœods, 
/ ie sinus de Fangle que fait la direction de la force ^ avec la ligne des nœuds, 
ds Télément de la trajectoire, 
mf la tangente de Finclinaison de Torbite; 

il tronre ( ^"1 " P^^ ^ valeur approchée de Pangle élémentaire dn mouvement des noeuds ; et le pro- 
dnit de cette expression par ■ , ■ représente la variation iosuntanée de la coungente de Tinclinaison. 
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il sera une fonction de £ et de t, et Ton n'y supposera plus les élémens constans ; mais 
en substituant pour t sa première yaleur^ elle sera exprimée en fonction de la seule 
variable s. L*équation de Torbite pourra toujours se diviser en deux parties > dont 
Tune sera l'équation de l'ellipse que la planète aurait décrite^ si elle eût été attirée sim- 
plement vers le point S en raison inverse du carré de la distance^ et dont lautre «^ mar- 
quera la correction qu'il faudra faire au rayon de cette elUpse pour avoir l'orbite véri-- 
table. On cherchera de même le secteur elliptique qui y répond , et la petite quantité ( 
dont il faut l'augmenter pour avoir le secteur correspondant de l'orbite projetée ; puis 
multipliant S par le cosinus de l'inclinaison > on aura l'accroissement du secteur de 
l'orbite de la planète. 

tt D'après cette méthode^ il n*y aura plu9^ dit-il , aucun des coips célestes dont on ne 
7) puisse donner la théorie avec la dernière précision , en employant à cette recherche 
n le temps que demandent d'assez longs calculs analytiques; elle s'appliquerait facilement 
1) à la recherche des orbites fort excentriques et fort inclinées à l'écliptique^ ainsi qu'à la 
» détermination des orbites des satellites autour de leur^ planètes principales, n 

D'Alembert fait usage de la méthode précédente dans la seconde partie de son Mémoire Application 
(remise à l'Académie le 6 novembre 1747)» pour la recherche de l'orbite de la Lune, précédentes à la 
Il obtient lès valeur» de ^ et des* en fonction de ladistance variable B' de la Terre au Soleil, '^""•* 
de celle de la Lune à la Terre', et du supplément Ide l'élongation de là Lune aiu Soleil. Il 
présente les sinus et cosinus sous la fonde d'exponentielles imaginaires; ce qui a, suivant lui^ 

l'avantage de réduire l'intégration à celle de fonctions de la forme c"^+'»«k —' dz, net A 
étant des constantes , et d'indiquer à quels multiples appartiennent les sinus ou cosinus 
qui doivent représenter l'intégrale. Supposant qile N* désigne le coefficient de tdz* dans 
l'équation différentielle , il intègre, en négligeant dans M les termes où t se rencontre ; et 
réduisant ê à une fonction de z, il obtient ^ cos Nzpour le premier terme de la valeur de Conclnsion 
I. t>r, ce terme est beaucoup plus grand que les autres , ^ est à peu près égal àl'excen- ^'*m^vj]j|ênj 
tricité de l'orbite; ainsi l'apogée de la courbe sera, à quelques degrés près, aux points où dePapog^e. 
aîn N£r=:o', le mouvement de la planète sera à celui de son apogée t! 1 • 1— N; et comme 
il tirouve à très peu de chose près N= \/ 1 — Jn* (n étant le rapport des temps périodiques du 
Soleil et de la Lune), il en conclut que le mouvement de l'apogée n'est que d'environ 1° 3i' 
par révolution. D'Alembert avait déjà indiqué, six mois auparavant, cette méthode de la 
déterminer, et avait alors remarqué qu'une très petite erreur dans la valeur de xpeut en 
produire une très grande dans ce mouvement ; nous avons même déjà parlé du résultat 
auquel il fut alors conduit. C'est parles considérations qu'il en tire, que se termine le Mé- 
moire que nous analysons , qui est bien remarquable , comme réduisant la détermination du ' 
mouvement de la Lune à l'intégration d*une équation du second ordre par approximation , 
mais qui , sur quelques points , est peut'-être encore un peu obscur et incomplet. L'auteur * 
n'y indique pas par exemple comment on peut tirer de l'expression générale du temps une 
relation entre les mouvemens vrai et moyen de la Lune. On voit que n'ayant pas fait 
encore d'application numérique de ses formules, il n'appercevait pas complètement toutes 
les difficultés du problème , et que ses idées conservaient encore quelque chose du vague 
des premières conceptions. 
Au moment où Clairaut trouva^ par la théorie ^ le vrai mouvement de l'apogée ^> 
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d'Alembert était occupé de ses belles recherches sur la précession des équinoxes » et ne 
yérilia point ce calcul ; il convint cependant de sa méprise, et s'en excusa sur Tobligation 
où il avait été de suivre l'exemple de Clairaut, en hâtant la publication de ton premier 
Mémoire, avant que des recherches plus exactes lai fissent apercevoir son erreur. Il 
reprit ensuite ce sujet, et la théorie de la Lune en général ; mais quoiqu'il crût avoir 
alors rempli les principales vues de l'Académie de Pétersbourg , quelques rabons pardcn- 
lières l'ayant empêché de concourir, il se contenta (ainsi qu'il le dit, Disc^ prél. Rech,, 
p. 43) de remettre sa théorie de la Lune i M. de Fouchy, le lo janvier 1761 , près 
de neuf mois avant le jugement de l'Académie de Pétersbourg, et long-temps avant 
qu'aucun ouvrage sur ce sujet eût été mis au jour. C'est cette théorie qu'il a publiée 
ensuite en 1^54, dans le premier volume de ses Recherches sur différens points impor-^ 
/î^AcrcÂL^dc ^^ ^ système du Monde, en y faisant seulement quelques additions qu'il distingue 
d'Alembert. soigneusement de ce qui était fait trob ans auparavant. 
Lone."^ ^ ^om allons exposer rapidement la marche qu'il suit dans cet ouvrage. 

Forces quî U Commence par chercher les expressions des forces 4^ et «r qui agissent sur la Luna 

îSne."* *^ ** ^*°* '^^ orbite projetée sur l'écliptique , en négligeant, ainsi que Clairaut, à cause de 

leur petitesse , l'action des différentes planètes sur la Terre et sur la Lune , et celle de la 

• Terre et de la Lune sur le Soleil. (^F'oyez i^ote 4} $ 3.) IVAlembat détermine ensuite 

l'équation de l'orbite projetée, en la comparant i celle qui serait décrite en vortu d'une 

seule force centrale Q. Cette méthode, qu'il avait déjà indiquée dans son premier Mémoire , 

a l'avantage de ramener le problème à un autre déjà connu , et dont il obtient trèa 

facilement la solution au moyen de l'équation des aires et de celle des forces vives. La 

différence entre le cas d'une seule force et celui de l'orbite engendrée par l'action de 

deux forces, c'est que les secteurs qui sont proportionnels au temps dans celui-là ne la 

sont pas dans celui-ci. Cherchant donc la variation de l'aire , puis égalant les expressioxis 

du petit espace parcouru suivant la direction du rayon vecteur dans Télément du temps « 

f^âdîiTde la ^ ^^^^ ^^ ^^ ^^^^ ^^^^ Q ^^ ^^ premier cas , et des deux forces ^ et w dans la 

trajectoire. second, il obtient une valeur de Q en fonction des forces perturbatrices ; et sa substitution 

dans l'équation différentielle lui donne l'équation de l'orbite cherchée (^). 

Avant de la résoudre , d* Alembert cherche l'expression de la différentielle du mou-i 
vement dès nœuds de la Lune au moyen d'une construction géométrique assez compliquée | 
il trouve plus simplement la variation de l'inclinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique. 

Pour appliquer sa méthode générale d'intégration à l'équation de l'orbite lunaire » 
d' Alembert commence par montrer la petitesse des forces perturbatrices comparées à I4 
force principale de la Terre sur la Lune , et il en conclut que l'effet des premières devra 
peu écarter l'orbite de la I^une de la courbure circulaire ; il ùât voir ainsi qu'en appelant 

u l'inverse - de la distance accourcie de la Lune à la Terre, K la valeur de u pour l'orbite 

circulaire , et faisant en général u égal i K 4* ^ > ^ devra être une très pefite quantité ; 
susbtituant alors cette valeur de u dans Féquation de l'orbite, elle devient différentielle 

» ■ ■!■ I ■ ■ I ■ I I i . i II I ■ n 1 I I I ■ ■■■ I i f t. III lit ■ Il ■ I — ^^^—^ii^w^ 
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du second ordre par rapport à la yariable t^ et son premier membre est de la forme 
d^t + N*/i£&* 4" MibS N* marquant un coefficient constant , et M une fonction de / « de 

— et de differens sin. et cos. des angles z, z^et Ç parcomiïs par la Lune> ]a Terre et la 

ligne des nœuds an bout d'nn temps déterminé. H expose ensuite la méthode des substi- 
tutions successives , qn*il ayaît indiquée dans le Mémoire précédent, pour résoudre cette 
équation , en y faisant une modification importante relative aux arcs de cercle que son 
intégration pourrait introduire » et dont il n*avait pas parlé d'abord. Il est évident , en effet , 
que si après avoir obtenu une première valeur de t, on la substitue dans la partie de M 
qui est fonction de t, et que cette substitution y introduise des termes de la forme A cos 
(B + Nz) , une nouvelle intégration produira, dans la valeur de t qui en résultera, et à 
cause du passage de la quantité N sous le signe coe. comme multiple de £ , des termes où 
l'arc s-se trouvera en dehors des signes périodiques. Cette valeur serait fautive, puisqu'elle 
croîtrait avec le temps et pouirait devenir très grande , tandis que nous avons vu que t 
devait être essentiellement une quantité très petite. D*Alembert propose alors un moyen M«?tbodepoi» 
de prévenir ce grave inconvénient de la méthode des substitutions successive. Dans le cas prércnîrPintro- 
où la valeurde H+PcosNs+etc. mise à la place de tàam M, y ferait naître le terme d^^^e^.^^"^' 

y cos Nz, il prescrit de mettre la fonction VHdz^ sous la forme Tn* -|- ^jtdz\ en ajou- 
tant aussi i M le terme — ^tdz**, par ce moyen la quantité y cosNs, qui se trouve 
dans M est détruite par la quantité —-y cosNs provenant de la substitution de H «f» P' 
cosNs à la place de t dans le terme — ^ tdz*. 

Après avoir, dans les six premiers chapitres, exposé toute la partie générale de sa 
solution, il passe au développement des opérations successives par lesquelles il doit par- 
venir à déterminer le mouvement troublé. Il commence par négliger l'excentricité de 
r<Hrbite terrestre > les termes de 4" et «r qui ont B^ u^ on B'^ t^ au dénominateur , et ceux de 
M qui sont multipliés par i ; il regarde la tangente de l'inclinaison m comme constante , et 
les angles z\ Z comme égaux k nzttpzin étant toujours le rapport des moyens monve- 
mens de la Terre et de la Lune , et p celui du mouvement des nœuds au mouvement de la 
Lune. Il substitue alors les valeurs des forces 4" et w dans l'équation différentielle (^) , et 
parvient, en Tintégrant, à une valeurde t dont le premier terme, qui a pour coeiEcient 
l'excentricité /" de l'orbite lunaire, ne lui donne encore que la moitié du mouvement de 

S 
(*) Le* takun de cet fofeet, poar k première approximation, font^ eo faiaaBt «m =: ( T-f- L}ii*, 

4 s= (T + L) |u» — jm»»« [i--cos9(a— ps}] — ^[i + 3ooea(s — iu}3| i 

»•= jjj — iama(«— iw); {fojreznotei, ^d) 



Uf^dmi 

4e k Tdcv do 4* 



j^^ I 4 (i — a r-jJf J, et M coMenre J— en facteur, que ponr k premier term« 
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l'apogée; il calcule > dans la même hypothèse^ le mouvement des nœuds et la Tariatioa 
de rinclinaison, et les trouye par là assez d*accord avec les observations (^). 
arqaetsar Avant de faire une seconde approximation, d*Alembert examine les petites quantités 
mL et sur les auxquelles il faut avoir égard pour corriger lorbîte; il regarde /", n, m, et l'excentricité 
^"âîem* an^ ^ ^® Torbitre terrestre , comme des quantités infiniment petites du premier ordre ; p, n\ 
menteriMr Tin- m*, nx comme étant du second ordre; n?. A* et c comme étant du troisième ordrejH borne 

tégiaûon. g^a 

l'approximation à ces trois ordres, et il adopte pour N la valeur i ^^ qui répond 

aux observations, ic H y a des termes dans l'équation différentielle de l'orbite (dit-4] , 

V page ^) dont les coefiicîens augmentent considérablement par l'intégration; ce sont 
9) ceux qui contiennent des quantités de la forme cosRz, R marquant un coefficient qui 
» diffère peu de N, mais qui ne lui est pas exactement égal. Gela vient de ce qu'il 
T) faut, pour les intégrer, les diviser par la quantité N^—- R% qui est très petite, et qui 
f) se trouve de l'ordre de N (au moins) , lorsque la différence de N et de R est de ce 
n même ordre. De là il s'ensuit qu'il n'est pas permis de négliger les quantités du qua- 

VI trième ordre en cos Kz dans les termes de l'équation différentielle, quand on veut avoir 
» égard aux quantités du troisième dans la valeur de t.... Quant aux termes où se trouve 
yt cosNs il faut aussi avoir égard , dans leurs coefliciens, aux quantités du quatrième 
n ordre, parce qu'étant divisés par une quantité P, qui est censée infiniment petite du pre« 
» mier ordre, ils deviendront du troisième, abstraction faite des quantités numériques qui 
n peuvent multiplier ces coefficiens, et en augmenter ou diminuer beaucoup la valeur, 
v Enfin, il faut faire une grande attention aux termes de l'équation de l'orbite où ce 
VI trouvent des quantités de la forme cos kz, k étant une quantité fort petite de l'ordre n 
n ou au-dessous ; parce que , quoiqu'ils ne deviennent pas plus grands dans l'équation 
v> intégrée de l'orbite que dans l'équation différentielle , ils augmentent beaucoup do 
n valeur dans l'expression du temps , où ils acquièrent le petit diviseur k par l'intégration» 
n S'il s'en rencontre qui soient déjà sous le signe /dans la valeur de l'élément du temps » 
n il faudra pousser les coefficiens de ces termes jusqu'aux quantités infiniment petites du 
v> cinquième ordre, puisqu'ils seront abaissés au troisième parla double intégration (*^. n 

Ezporitîon Après avoir fait ces observations et donné à propos du développement des sin. et cos. 
tiiocincte de la jeg quantités composées de plusieurs termes , «me démonstration du théorème de Tavlor 

marche suivie ^ * » 



d'Alémbeft trop élégante pour n'être pas citée, d'Alembert passe au développement des calculs 

s sa a* a 
proximation. 



par < 

dans sa a* ap- qu'^^ige uue deuxième approximation ; il substitue^ dans les expressions des forces > les 



(♦) La formule Jf = — ^,^coi(«— aO«n(«— {) •in'(*'— {) lai donne -f- -g-sin 9(n*a— pz) ponr 
lapina grande ëqnaiion du mouTcment des noends, et la formule -^sscfj^cot («•—{;} lui donne, pour 

.réquation correspondanta de PtnclmaMon, -«- /k cm a(/u-r' pa) , ft étant le rapport de Tinclinaison moyenna 
an rayon. 

(♦♦) En effet, le temps étant donné par k formule J^ 1 1 —J ^. +; (j ^0' *♦• ***^- } ' 
supposons <jne la Talenr de f contîaone «n terme en cos ^s, g étant fort petit : ce terme entrera aussi dans 

/Va r . , asînfla - , . 9rdz 

u = R 7^ t, ce qui amènera dans 1 j^ *• quanuté — j^, ^ ■, et pourra, dans le cas où — j contien- 
drait aussi un terme en cos^s, introduire, par sa double intégration par rapport à a, un teime aemUabla 
^tisé par 9*, dans la Taleur finie du temos. 
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vulenrtfde f , m et Ç qu'A a obtenue» par la première opération, celle dn rayon vecteur B' 
^ei' orbite elliptique de la Terre (*) , et celle de z\ qu'il obtient en fonction de », en 
égalant, ainsi que Clairaut, les expressions des temps employés par chaque astre res- 
pectif à décrire ces angles. Il détermine ensuite les termes de Féquation différentielle de 
Torbîte où entrent les fcorces, et> les l'assemblant tous; il la réduit ainsi de nouveau à la 
forme d'une équation linéaire du second ordre, qu'il intègre en désignant, pour abréger, pat 
^es .lettres, les coeiEciens composés de plusieurs termes. Ayant obtenu par là la valeur 
cherchée de ^ et de u , en fonction des cos. des multiples des angles s , Ns, wnz , pa et nz, ^ 
des premières et deuxièmes puissances de l'inclinaison, du rapport des moyens mouvemens, 
de l'exjcentricité lunaire, et de la première puissance de l'excentricité terrestre , il passe , 
dans le chap. g , à la détermination du temps que la Lune emploie à parcourir un arc 
quelconque de son orbite. Il y parvient , ainsi que Clairaut , en intégrant son équation 
différentielle, où il substitue la valeur précédente de u ; il obtient ainsi la valeur de la Ion* 
gitude moyenne de la Lune Z, en fonction des sin. de la longitude vraie £, et réciproque- 
ment l'expiression de celle-ci en fonction des sin. de» multiples de la première ; ce qui lui 
donne immédiatement le lieu vrai de la Lune dans l'écliptique. Pour rendre la formule 
encore plus applicable aux usages astronomiques ^ il y introduit le mouvement vrai %' du 
Soleil au lieu du moyen nZ. Enfin , il corrige l'équation de l'inclinaison par une substitution 
poussée au second ordre, ce qui entriune aussi l'admission réciproque. de quelques non-* 
veaux termes dans l'équation de l'orbite et dans celle du lieu. 

« Le chap. la est consacré au. calcul numérique des différons termes de la formule du 
lieu de la Lune ; l'auteur exprime leurs coef&ciens par* une suite de fractions décroissantes 
dont les dénominateurs sont facteurs de 36o, ce qui facilite leur réduction en degrés {^*)» 

Le mouvement moyen de l'apogée Z— NZ n'étant pas encore assez exactement déterminé, ç;^\c^ pig, 
d'Alembert estainsi conduit, pour vérifier sa théorie sur ce point, à le calculer en ne négli** exact ào. mou- 
géant que les quantités infiniment petites dn septième ordre ; ce qui l'oblige à employer de p^^ ^ ^^ ' 
nouveaux termes, tels que le troisième de rq;xpression générale du temps; à évaluer plus "«'*• 
exactement les premiers, et le conduit enfin à la quantité 3^ Sk' 33' pour le mouvement 
de l'apogée , que les observations donnent de 3* 3' 37*. 

Ce sont les équations définitives qu'il vient d'obtenir qui lui servent i construire «es 
tables. Il suit pour cela une méthode particulière , qui consiste à réduire en formules les ton réduites en 
tables faites d'après la théorie de Newton , à les comparer ensuite avec les siennes, et à M^Sc*c2rec" 
n'en construire de nouvelles que pour les différences qui existent entre les équations tîoa 



(♦) B'±=B(i + xcoMrn'*)« 

(♦♦) Ainfi il met n =s -^ iOU» la fonne ^ "• g + g| "" ^^-J ' ^'^* obtient en déreloppant 
r ta -4.-^'' on -^ Ti H- ^S^\ << comme let ooeSciens tout en général donnëi en parties dn rayon 
pria ponr nnité , ponr lea i^nire en degréi, il les multiplie par la talenr 57* 18^ du rajon on «ions toul , 
en faisant 

ferme çû ïAolie 4. c« q* S;» iITta 6o» - a»,7, et de ce^ |? = -^j^q =i ^ ^ H- Q"'. 

6 
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ayant le même argument daca Time et Fautro théorie , ou pour les noayelles éqnatioiir 
données par le calcul asalytiqtie, H adopte poitt taWes de companûaon ccllea i^alnsti*' 
iuiions {utrottomiques de Lemonaier, gni étaient fondée» aur «telles de Flanuteed^ et il 
indique un procédé particulier pour fttciliter la construction des nooYclle». Il conaiste à 
ehercher , dans les* tables déjà calculéet, les parties aliqnote» qui peuvent représenter les 
équations que Ton veut réduire en tables : ainsi, par eiteniple, les^ tables detr équations 36^ 
sinflA, et 4f sinaA lui servent aussi i construire oellt de l'équation la' aS* sinsA^ en 
ajoutant le tiers de la première i la moitié de k seconde* 

D*Alembert calcule ensuite la p^M'alIaxe de la Lune au moyen de ïa formole qui donne' 
l'inverse de son rayon vecteur > sa latitude au moyen du mouvement des nœuds et de I» 
variation de l'inclinaison , en ayant égaid aux quantitér du second ordre , et il termine s» 
théorie par le recueil de se» nouvellea tables. Celles-ci ont pour argumens* les Uemt 
moyens de la Lune> de l'apogée et du nfleud> et le lien vrai du Soleil; elles sont au 
nombre de dix-sept pour la longitude, entre lesquelles onze sont anidognes à celles des 
Institutions asitonomiques; il emploie les deux équations du mouvement du noeud déjà 
connues ,.en les corrigeant au moyen de dnq antres tables » pour trouver la distance du 
lieu vr^i de la Lune au lieu vrai du nieud. Il ajoute aussi six équations Acelle de Vineln 
aaison que les astronomes employaient déjà; et c'est de la détermination de oes élémena 
qu'il conclut la latitude. Enfin , il donne une table pour la correction des parallaxes et des 
demi-diamètres de la Lune. Mais au lieu de vérifier ensuite ^ «ixuii que Clairaqt, sa théorif 
par les observations , il se borne à comparer ses tables- aves celles de Lemonniar et celles 
qu'EuIer avait données en xj^tt i7Sp« 
Observations Avant c|« terminer cette esquisse rapide des premiers travaux de d* Alembert sur le pro^ 
îrmahifïc'dlî blême des trois corps, il n'est pas inutile de remarquer que l'appUcation qu'on pouvait feîre 
wdcteriikip^çi. de b méthode des coeificiens indéterminés à la théorie de la Lune > n'avait pas échappé à s* 
sagacité. Voici ce qu^il dit içe su^et (p. io6) : y> A l'égard de Tintégratibn de Téquatioa 
n de l'orbite, {'aurais pu supposer u égal à&4'l^ oûsNa*|*D oosn (£««<Hs«)4«to., R, F, D 
n étant des ooefliciens indéterminés ; et substituant cette expression dans l'équation diffé<« 
9) rentielie» déterminer comme à l'ordinaire la valeur de chaqore coefficient. Cette manièft 
91 d'appliquer la méthode des indéterminées à la solution du problème dont il s'agit , est 
n sans comparaison la plus courte et la plus facile de toutee, puisiitt'elle ne demande ni 
n inté^atioB, niancmu adresse de calcul; d'aiileuiv-ellese présente très naturellement i 
n elle est familière aux gémnètres, et a été déjà trèa sonveat mise an usage pour l'iuté- 
n gration des équation». Cependant ^'ai cru devoir lui préférer la méthode que f ai suivie^ 
T) quoiqu'elle soit un peu plus longue *, et voici les raisons qui mV ^^ ^Ugagé : pour pou- 
i} voir supposer u égal à R + F cos Nz + etc* , il faut s'être assuré auparavant que u doit 
7) avoir en elTet cette forme ; car xmp équation différentielle on une équation intégrée qui 
I) renferma des ^gnes / peut avoir, et a souvent an ei{et> plusieurs intégrales. Il faut 
n donc démontrer, ou que Fintégrale qu'on suppose est unique^ ou au moins qu'elle est la 
9) seule qui convienne au problème proposé ; et lors même que la valeur trouvée serait 
n assez conforme aux observations ^ on senMqp^ ça moyiçn de confirmer la solution est 

9) indirect et peut être insuffisant Cette méthode peut aussi induire en erreur > soit 

» parce qu'on peut donner à Fintégrale une fprme fautivç, soit parpe que les coeiÇciena 
» étant indéterminés y et par conséquent d'une valeur inconnue , on n'est jamais parfaite» 
9) ment sur de la valeur des quantités qu'on néglige^ sur-tout daoâ un cas aussi compliqué. 
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An reâte , ]6 ne prétends point en condamner absôhiment Ttnage , ttiàb observer senle-^ 
ment qu'il faut prouver^ en l'emploj^ant» que la forme qu'on suppose à Téquation est est 
effet la seule qu'elle doit avok^ et j*aî cm qu'il était plus eourt de chercher directe^ 
ment cette forme en intégrant rigoureiisement et absolument l'équation proposée. 



CHAPITRE IV^ 

Première Théorie dé la Lme^ é£Eulet. » 

JljCLêii «nvoya & l'Académie de PétersbMirg , dont il était membre honocaire » son juge-^ 

ment sur la pièce dedairaut» avec une dissertation ladne très étendue^ qu'il avait composée 

quelque temps auparavant sur le même sujet. Cette Académie la fit ensuite imprimer à 

Berlin, sous les yeux de Fauteur, et elle parut en 1763 sous le nom de Theoria motus 

Lanœ. Le but principal qu'£uler parait avoir eu dians cet ouvrage^ est de résoudre la 

question du mouvement de l'apogée, a Le célèbre daîrant, dit-il^ n'ayant pas encore But principal 

fi exposé publiquement les raisons qui l'ont porté à rétracter sa première assertion spr ^^V^ oa^nge 

n l'insuffisance de l'attraction Nevtoniennei qu'il me soit permis, à moi qui ai toujours été 

n d^une opinion contraire à oelle qu'il énonce maintenant» et qui m*y suis confirmé depuis 

n long-temps par plusieurs méthodes différentes, de ne pas regar^r la question comme 

« décidée jusqu'à ce que je sois parvenu à la résoudre par mes propres recherches.... Je 

p considérerai d'abord le problème dans sa pitis grande généralité, afin de déterminer le 

9> niouvement d'un corps sollicité par des forces quelconques; j'introduirai ensuite dans 

D le calcul les expressions de celles auxquelles la Lune est soumise, et je donnerai les 

ti éffuations de son mouvement; je les transformerai de diverses manières, jusqu'à ce 

11 qu'elles soient mises sous la forme la plus convenable; enfin, je m'attacherai à en 

9 conclure, tant le mouvement de l'apogée que toutes les inégalités de la Lune, de ma-* 

11 nière à parvenir à leurs véritables esqnressions » dans le Caâ même où la loi de Newton 

9 serait en défaut, t» Passons rapidement en revue les divers points de cette théorie. 

Euler introduit le premier l'emploi des trois équations du mouvement varié en coor<- 
données rectangulaires , et il suppose le mobile soumis à l'action de trois forces situées Équations d« 
aussi à angle droit; la première P, dirigée suivant la distance accourde, ou la ligne qui "^"^•'***'*'* 
joint le point où le mobile est projeté sur l'un des plans coordonnés, et le centre fixe pris 
pour origine ; la seconde Q , située dans le même plan et en sens contraire du mouvement ; 
la troisième R , perpendiculaire à ce plan , et tendant à en rapprocher le mobile ; il par-^ 
vient de là aux équations en fonction des coordonnées polaires x,fet^^ qui désignent la 
distance accourcie, la longitude et la latitude du mobile (^. H décompose ensuite la troisième 
équation , au moyen d'une relation trigonométrique , pour obtenir les expressions diffé- 

{*) Cet équations sont (notes, $ 3} , en supposant prises a?sc 1« signe — les forces qoi tendent à dl. 
minuer les coordonnées , 

b fraction -, qui multiplie dt*, dispandt dans réliminatîoa ds Tarent êa temps, et ne produit aucou 
dwngement dans les éqoations définitifts. 
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rentielks du mofiTeinent des noeuds ir, et de Finclinaison f de Torbite; la mëthodé par* 
laquelle il y parvient, en regardant alternativement ir et f coxnme constantes et conune 
iiariablesy est bien remarquable en ce qn'elle«st déjà fondée sur le principe de la variation 
des constantes arbitraires (f ). 

Il détermine ensuite les valeurs des forces dans le cas de Torbite lunaire^ en prenant' 
Expresaioxn l'^cliptique pour pl«i de projection^ et le centre du Soleil pour origine des coordonnées y 
ilet forces. il suppose la force du Soleil conforme à la loi de Newton , mais il introduit dans Texpression 
de Fattraction de la Terre sur la Lune un terme indéterminé qu*il suppose constant, et* 
qui diminue la valeur qu a cette attraction dans le cas de l'inverse du carré des distances {**)• • 
Noos n'entrerons pas dans lès détails de toutes ses transformations {ft-éliminaires ; il suffira* 
de dire qu*il substitue , à la place de la distance z de la Lune au Soleil, sa valeur en fonc- 
tion des deux autres côtés du triangle formé par les trois astres et de Tangle compris , et 
que le développement des puissances de la valeur de z étant très convergent^ à canse de la^ 
petitesse dû rapport de ces deux côtés^, il se borne à ses^ quatre premiers termes» Il.prend 
successivement pour variables indépendantes , le temps , Tanomalie moyennne du Soleil q 
et éelle de la Lune/?; il intègre alors une première fois la seconde équation du mouver 
ment avec une constante arbitraire G , pour obtenir la valeur de dp, qu'il substitue dans la . 
tiou*™"*^^'"™"" P'C®™^^'^® équation. Il y met à la place du rayon jr de l'ellipse solsûre, sa valeur elliptique. 
Il suppose X égal à la valeur qu'il aurait dans le mouvement elliptique^ multipliée par 
une variable u, qu'il fait ensuite égale à l'unité plus une nouvelle variable v j il introduit 
enfin Tanomalie vraie r de la- Lune comme variable indépendante définitive; il désigne 
par /Rcirla partie de la valeur de ripiqui reste sons le signe de l'intégration; et ayant appelé 
Équations fon- * l'angle parcouru par le Soleil, et tf l'élongation p — 6, il obtient» au moyen de l'équation 
damenulc» du j^ i^û-^g 1^ valeur de de en fonction des élémens de l'oiblte du Soleil, et de là celle dç 
dif, en retranchant la première de celle de dp et les développant (^^t)* ^ transforme aussi la 

C^} Il obtient, au moyeirdektroifième ^uation du moaTcmeut'tt-delft relation taDg4=:Uiig^Mn(#—ir), 
kt deux équation* : 

(**) LeTayoa-vectenr a- pour expueitioii — ^$ Enler dëtigne par S, T, L ka matiet du Soleil, de la 
Terre et de la Lune, et représente la force principale par (T-f-L)oo»*4 C^ *- rf) î ^' snppoaant en* 
faite, pour abréger, • -rp =s fi, il obtient, pour- les Talcnis des trois forces, (vojre* note 4» S 4) 

m=(T+L)co..4.io4(5^-j:)+s.ii^«-ir 

•bas \^y* — *ry cos « -h*» ace" +. 

I 
{,***) U suppose 

_ 5(1— ep g(i— h) 
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CttAPITRE QUATRIÈME. i(5 

jnriBmîère équation du mouvement en une autre dont le premier membre est la différen- 
tielle seconde de v par rapport à r, et dont le second membre consiste en une suite de 
termes de deux espèces. Les uns sont de simples fonctions de quantités non périodiques ou 
des. COS. de Tangle f — ^^ qui exprime la distance de la Lune à son noeud ascendant , des 
anomalies vraies r et 5 de la Lune et du Soleil , de l'élongation 9 et de la tangente de 
l'inclinaison f , multipliées par le rapport m des masses divisées par le cube des distances 
moyennes et par le rapport n des, moyens mouvemens^ par les deux premières puis- 
sances des excentricités A et e^ par la variable v elle même et par son carré; les autres , 
tenues exprimés par les produits de f^dr et de son carré par certains coeiSciens , sont 
desfonctiona des excentricités , de v> et des sin. des angles 9 > r et s, qui restent sous le 
signe de l'intégration , où elles sont multipliées par dr. Il parvient à des expressions 
analogues pour dir et d log tang f. Toutes ces formules fondamentales étant données j il 
s'agit maintenant d'en conclure, par l'intégration, les valeurs cherchées des variables. 

Pour y parvenir plus facilement, Euler ne considère d'abord que les inégalités de la i'* Classe. 
Lune qui proviennent de l'angle 9 et de ses multiples > en supposant nulles les excentri- ▼eSni'^e ^?ci 
cités et l'inclinaison de l'orbite, afin d'obtenir toute la partie de la variation de la Lune loogation. 
qui est indépendante de son excentricité. Il prend alors pour u et pour la fonction flidr, Intémûon 
qui exprime la partie variable et périodique de dp. des valeurs composées d'une suite de P*'i** •^"«» * 
produits des cosmus des quatre premiers multiples de 9 par des coemciens mdéterminés^ d«ftcnniii«t. 

et obtient ^ 

C 'itoint une constante. 
11 fait, pour un moment, 

kr équations des aires donnent alors' < 

&*dr = dp V^i— **', m^dd = dtf V'T"— e«. 

En eflfot, le j^incîpe des aires donne directement pour ]a Lune , par exemple , Péqaàtion 

a:»Jr=: Al/«{i — A»)(T-hL)j * ^ 

cOe derient, dan» le cas dn monvement mojen, oh Ton suppose nulle rezoentricité, 

a^dp = dt |/fl(T-f.L) , 

d'oti l'on lire, en éHminant dt et dhrisant par a% la première des équations précédentes; il en est dé 
même pour la deuxième. H conclut de là , en faisant dp ^sz ndq et* remettant pour ^ et m leurs Taleb» 
elliptique» , 

"(i — «»)•(!— Acosr)* 

Enfin retranchant cette Talenr de celle de <?#, il obiient celle de <£», et faisant us !'+---• il change 
l'équation, qui était en d*Uy en Une autre de la forme' 

g: = o(»- -3*' + 5r) - î*C/RrfrH.ji (/IWr)- + iliî5£lf£,-cos2(,^)]{,+Acosr + etc.) 
-h3Acos(a»-.r) — |ccoB(a» — *)-hetc., etc. (Yoy. 7%.d'jEi«/.,p. 45.).- 
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4« PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE^ LA LUNE, 

ief coâ. des imiltiples impain ayant aiusi en faotour \é rapport 9 ded moyennes di^faneet 
aetb, on le rapport dei parallaxeà dn Soleil et de la Lune (^); il substitue cette yaleuf 
àtfRdr dans las expressions dedf etàedif^ll obtient ensuite, en la difl^érenciant et en 
y substituant pour d^ la yaleur précédente 1 une expression de R qui , étant comparée i 
sa valeur dé]à connue , lui fournit , en égalant de part et d'antre les cooifioiens des termes 
semblables, nn certain nombre d'équations pour déterminer les ooeffidens inoonnos. 

La substitution des yaleurs supposées pour vttfRdr^ dans l'équation difFérentieUe en iPv^ 
deyant aussi la rendre identique , lui donne de nouvelles équations qui lui serrent à com- 
pléter la détermination des inconnues ; il parvient ainsi, au moyen des valeurs des élénotens 
données en parties du rayon , savoir, le moyen mouvement n de la Lune et celui de la 
ligne des apsides c, et à l'aide de calculs fondés Sur des approidmations successives, i 
l'évaluation numérique des coelQciens de tous les tsrmes dépendans des cos, de s et de 
ses multiples qui entrent dans les valeurs qu'il a supposées pour v et fHdr dans cette 
première opération. II conclut de là les tetmes qui leur correspondent dans les expres- 
sions de V, <Ar et c2^; il intègre cette dernière en supposant p composé d'une suite dé 
termes dépendans des sinus des multiples de n, et afleetés de coeiBciens indéterminés, ea 
différenciant cette expression , et y substituant pour i£y sa valeur donnée , puis en la 
comparant avec celle qu*il vient d'obtenir, afin de déterminer les coeficiens de la valent 
cherchée de f • 
9« ÇluM. Euler passe ensuite (cfaap. 5) à la recherche des inégalités de la Lune qui dépendent 
dl^ndent^e ^® ^^ première puissance de l'excentricité k de son orbite. Il fait usage, pour les obtenir, 
racentriciuf de Jq même procédé que celui qu'il vient d'appliquer aux inégalités de la première classe. 
' n suppose pour fKdr une expression composée des deux premiers termes de sa valenf 
précédente, et d'une suite de fonctions de A et des cos. des angles r, 229 — r, âv -f r, etc. , 
multipliés par de nouveaux coeiEeiens indéterminés. D prend aussi pour v un développe^ 
ment semblable, i l'exception du terme en cos r qui ne s'y trouve pas. Il a recours aux 
mêmes opérations que celles qu'il a déjà employées pour déterminer les coelEciens de 
chacun des termes de ces deux valeurs , en ne considérant dans les équations identiques 
que ceux qui se trouvent multipliés par ft, et en substituant, dans les équations de condi-*. 
dition , les valeurs des cq^fficiens déjà connus et celle de l'élément k. 

Le chap. 6 de la tiiéorie que nous analysons est consacré à la recherche des inégalités 
de la Lune qui dépendent du carré de son excentricité. L*auteur, ajoutant alors aux valeurs 
indéterminées de v et fhdr de nouveaux termes où les cos. des angles sr, 29, 4^ et de 
leun composés se trouvent multipliés par k*, parvient aussi par la méthode précédente 
à fixer les valeurs de lenn coeiBciens. 

Dans le chjipitre suivant il cherche, au moyen de calculs longs et compliqués , a obtenir 
des valeurs plus exactes des inégalités déjà trouvées^ en les Considérant dans leur ensemble. 

(*) Enler suppofe, dans cetu première approadmation , 

fKdr mm Acoênn -f>BcQa4a + Cfcoaa4- DicoaSa, 
$> = A'cùB%i -f- Fooefa -f- Circoa» ^ IXfCoaSa; 

la Talenr de la fonction fKdr ne doit contenir ancun t«rme constant, et ccQe de f, par aa nature, ne|doit 
Svoîr ni nn tenue constant, m nn terme de là forme « coi r. 
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CBAPITRE QUATRIÈME. ifl 

ti détennine ainfii «ree pins de précùion Texpreasion de ^^ qu*il intigre ensuite pà]p la 

méthode qne noqs ayoi» déjà indiquée. II obtient alors pour 9 un déyeloppement dont il 
réduit les coef&ciens en secondes > et dont la partie non périodique est composée de la 
constante de Vintégration et du terme Or*, or> la partie constante de la différence f — r, 
entre la longitude et l'anomalie yraie de la Lune, doit exprimer la longitude de Tapogée; 
O — I est donc le rapport du mouTement de l'apogée au mouvement de l'anomalie de la 
Lune. Enler a jusqu'alors pris pour O la valeur donnée par les observations ; dans le 
cbap. 8t qui traite du mouvement de Tapogée « il cherche i le déterminer par le calcul. MouTement 
U reprend pour cela l'une des équations de condition obtenues précédemment, qui lu\ <î« *'»po8«^e- 
donne pour O une valeur en fonction de C. Une première détermination de C^ faite en négli- 
geant les termes en A% ceux en e et en 9, qui viennent de la position et de l'ellipticité du 
Soleil , lui avait donné, pour cette constante j une valeur en fonction de n et de la lettre 
/»> qui représente le terme ajoaté à celui qui exprime l'action de la Lune dans le cas de • 
l'attraction Newtoniennç. Cette valeur ne lui fournit, pour le mouvement de l'apogée, que 
la moitié de celui qui a lieu réellement \ mais comme la constante doit avoir une valeur 
différente, quand orx a égard i toutes les circonstances du problème, Euler avait ajouté 
une quantité /"inconnue, & cette première expression;; et c'est en cherchant avec soin sa 
valeuri qui ne paraissait d'abord d'aucune importance , qu*il retrouve, à ^ près, la se- 
conde moitié du mouvement cherché par la considération de la seule inégalité qui dépend 
de l'angle o« — r C^)« Il déduit de la comparaison du résultat du calcul avec l'observation , 
une valeur de /» déjà trè^ petite, et qui doit diminuer encore par un calcul plus exact \ 
d'où il conclut qu'il n'y a nul besoin de supposer d'autre force que celle qui a lieu en. 
raison inverse du carré des distances 1 pour accorder les résultats de la théorie avec ceux 
de Tobservationt 

Euler passe ensuite (chap. 9) à la détermination des inégalités de la Lune qui pro- 3* Classe. 
Tiennent de la seule excentricité e de l'orbite du Soleil, qu'il a négligée jusqu'alors. Ces î^5îu"S PSl 
inégalités doivent dépendre en partie de Vanomalîe vraie s du Soleil, et en partie f^nâië so- 
dé l'angle av i il Texprime par les valeurs qu'il prend pour v et/Brfr, en omettant les 
termes en r ; il compare les valeurs qu'elles donnent pour R et cl*v (en y substituant pour 
d!f :^ </#! sa valeur) avec celles qui viennent de la substitution des expressions indéter- 
minées àe/Hdr et de t^» dans les valeurs déjà connues de R et de d^v. 

Il parvient de même (cbap. ip) à l'évaluation des termes qui dépendent du produit ek 4« Classe, 
des excentricités, en ne prenant, dans les séries indéterminées , que les termes qui onta^p^^wj ^ci 
A, A', e, k oxL ek pour facteur, et introduisant les cos. des nouveaux angles ''~^« ^^ ^^^iS'"" 
r+j?, »ii-^ r + 5, aif — r— *,etc. 

r) Il trouv.. p.g..98. o«C«.0.O0PÎ64i 

mais il a obtenu d^aUleait, page 39, 

d'oèi il tin , qeaiid il néglige ja et /, 

O SB y I H- ^n* «B i,oo4!i5gs ; 

mats en ayant éganl à la Talenr de /ks 3,9089a , ironWe eba|n|re YI] , obtient la Takar O s t,qo843o7/ 
tandis qac l'obactTation donne O =s 1,0085373 , à^ok il déduit ^ = o,o3a# 
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48 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

5* ClatM. II détermine enfin les inégalités de la Lune qui proviennent du rapport des parallkxea 
parallùe! or\ des distances moyennes du Soleil et de la Lune à la Terre, et dont il a déjà obtenu 
quelques-unes (cbap. 4) àana une première approximation. Il fait entrer > pour cet effet, 
de nouveaux termes dans les séries où ce rappo^ multiplie les cos. des angles 9, 39 > 
9 — r , 9 -* 5 > 39 -* J , et il en détermine les coefficiens de U même manière. Il remarque 
que les inégalités qui dépendent des aagles S9-*3r, fl9-*ar + ^ peuvent monter i 
plusieurs secondes, mais que leur détermiuiation est si rebutante^ qu'il a préféré s'en rap- 
porter sur ce point aux observations. 
Mouvement Après être parvenu aux valeurs de toutes les inégalités de la Lune qui ne dépendent 
riairon^dê^Mn- P^ ^® l'inclinaison de son orbite, Euler s'occupe ensuite, dans les çhap. la et i3, du 
dinaison. mouvement des nœuds et de la variation de Tinclinaison. H développe leurs équations dif- 
férentielles, et réduit la première à une série de eos. des im^es 9 > r, f , 9r, #, s et de leurs 
multiples \ la seconde à un développement des sinus des mêmes angles : chaque terme de 
* l'une et de l'autre étant multiplié par un eoeiScient numérique. Il remarque que quoique 
quelques-uns de ces termes paraissent assez petits pour qu'on pût les rejeter , ils peuvent 
croître par l'intégration d'une manière notable : tels sont ceux dont les différentielles dif« 
fèrent très peu de dr. Pour en tirer w et log. tang f , il cherche séparément les parties de 
leurs valeurs qui proviennent de ces angles, et sont indépendantes des excentricités } puis, 
celles qui résultent des deux premières puissances de l'excentricité de l'orbite lunaire, 
enfin celles qui viennent de l'excentricité de l'orbite solaire ; il intè^e dans chacun de 
ces trois cas, en posant pour ir et log. tang f des valeurs indéterminées, en les différenciant 
par rapport à r, et en y mettant, pour les coefficiens différentiels de f , 9, ^ ou ^ et ir , 
leurs valeurs déjà connues, 9 étant toujours égal a ^ -* # ; comparant ensuite les expres- 
sions auxquelles il parvient avec les formules numériques qui donnent dw et c/log. tang / , 
il obtient un nombre d'équations suffisant pour déterminer tous les coefficiens. Dans le 
calcul de l'inclinaison, il dit qu'on peut négliger plusieurs inégalités dont quelques-unes 
passent 10'; à peine même veut-il quon ait égard à une équation qu'il trouve de a3'. 
Rassemblant ensuite tous les résultats, il en tire immédiatement la valeur de sr, et obtient 
aussi celle de f en la tirant de celle de log. tang f (^. 
6e Classe ^** valeurs pouvant influer sur celles de ^ et de v, il faut encore y avoir égard en 

Inégaliufs pro- déterminant dans /Rdr et v de nouveaux termes multipliés par les cosinus des abglet 
cnna^oQ^de'*' *""«•» I — », f^^if^r, etc., et de leurs multiples. On a un exemple, dans cette 
Torbîte. partie, des risques que l'on court par ce procédé, en ne mettant pas la plus scrupuleuse 

attention aux termes que l'on néglige^ car, aprè^ avoir trouvé dans f le terme 18' 3' 

(*) Ponr passer de la Talear de log. tangp à celle de p, Euler posant log. tangf =S, obtient d'abord 

tang^= I H- S -I- j S«j 

il fait ps=:t-f-«, • <ftant rindinaison moyenne donnée par les obsenrattons , m étant une petite ^an- 
tité yariable, ce qui lui donne 

tang « 4« • , m 

*•"«' = r=T5sr. = •"«• + Ï5?-, » 

il fait ensnite "^^ as Y, et obtient 
^ tangs * 

m ss (V— j) sint ccjsi =s - (V— i)ma«. 
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CHAPITRE QUATRIEME: 49 

«în (aJ — ûflr) , dont on ne voyait aucun vestige dans les tables astronomiques > Euler est 
conduit par là à un examen plus attentif, qui ne lui donne plus que Z' aS" sin (2I — ûtt) 
pour cette équation , oti environ la cinquième partie de ce qu'elle était d'abord. 

Rassemblant ensuite tous ces résultats partiels , en ajoutant les coefHciens de chaque 
fonction périodique donnés par toutes les opérations successives , il parvient aux valeurs 

complètes de « et de -p, en fonction des produits des cos. de 9 , r, 5 , et de leurs mul- 
tiples, par des coelEciens numériques et par les élémens e, A et ». Il représente par Ç 
la longitude de la Lune déterminée , dans son mouvement elliptique , selon les règles de 
Kepler; ^ est alors égal àÇ, plus une fonction des sin. des angles v>r, s^ fy^» ^et 
de leurs multiples. 

Après avoir, dans les chapitres précédens , considéré successivement les six classes 
d'inégalités qui dépendent de Télongation, des deux excentricités considérées séparément 
ou simultanément, de la parallaxe du Soleil et de l'inclinaison de l'orbite, Euler montre, 
dans le chapitre 16, qu'on peut, relativement aux usages astronomiques, distinguer 
aussi cinq classes différentes d'inégalités , suivant qu'elles servent à déterminer la dis- 
tance de la Lune à la Terre ou la parallaxe , le mouvement horaire de la Lune, la 
longitude vraie sur l'écliptique , la position de la ligne des nœuds et l'inclinaison vraie, 
d'où l'on th:e la latitude. Il cherche i exprimer l'anomalie vraie r, en fonction de l'ano- 
inalie moyenne p et de l'excentricité k , qui sont connues assez exactement , d'autant 
plus qu^une erreur de quelques minutes dans l'anomalie vraie , n'en produit qu'une de quel« 
ques secondes dans les inégalités de la Lune. Il parvient à ce but au moyen de l'équation 
différentielle qui lie ces anomalies dans le mouvement elliptique } elle lui donne d'abord , 
par son développement, la valeur dep en fonction de ret des sin. des multiples de r; 
d'où il tire réciproquement celle de r en fonction de p et des sin. des multiples de 
p (^. Celle de Ç est alors déterminée en fonction de la longitude moyenne , et d'une 
suite de produits des sinjfs des multiples de r par les quatre premières puissances de 
k : ce qui est d'une exactitude suifisante. 

Le chapitre 17 de l'ouvrage est consacré à la détermination des élémens. ci La 
ji théorie seule ( dit Euler , dans son introduction ) ne suffit pas pour construire des^ 
7) tables,' et elle doit nécessairement emprunter à l'observation six élémens, savoir : 
n i*. l'excentricité de l'orbite lunaire , qui dépend du mouvement primitif imprimé à 
ï) la Lune, que la théorie ne peut faire connaître; sà"*. le lieu moyen de la Lune à une 
71 époque déterminée*, 3^. le lieu de l'apogée de son orbite à un moment donné; 4^. le 

("^ } On a, dans le mouTemeut elliptique ( voyez le bas de la page 45), 

d*oii Ton tire, en intégrant, 

3 I 

p = r «4- aA sin r -f- 7 A* sin ar-H ^ k^ sin3r -f- etc. 

Si Ton pose r = p — .R , et qa^on cherche les râleurs des sinos des difiërens mnltiples de r, suiv.int Ict 
puissances de R et les sinus de p, on obtiendra Tequation 

r = p — 2* (i — 5 ^* J sin p -f- 7 A» sin ap — — A> sin3/i -f- etc. , 
ifoe Ton pent mettre en table* 
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5o PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES lŒ LA LUNE, 

>» temps périodique de la Lune selon son mouvement moyen; 5^. le lieu des nmad# 
9 à une certaine époque; 6^. Tinclinaison moyenne de llorbite de la Lune au plan 
m de récliptique. C'est au moyen de ces six quantités déterminées une seule fois , que 
» la théorie doit faire connaître la position de la Lune et les élémens de son orbite pour 
9 un temps quelconque, n Pour corriger plus aisément les élémens par les observations! 
Euler prend celles où le nombre des inégalités est le plus petit; telles sont celles faites aux 
Inomens où la Lune est en opposition ou en conjonction. Il emploie treize éclipses de 
Lune observées à Paris; il suppose à la longitude moyenne, à Texcentricité k, et par 
suite à l'anomalie vraie v, des premières valeurs passablement approdiées ; il désigne 
par m, n et / les corrections dont ces élémens ont besoin; et comme le terme.... 
sin a (^ — jr — r) est incertain aussi, il désigne son coefficient par loo y, et le regarde 
comme indéterminé. Calculant ensuite, au moyen des élémens approchés, les fc^nnules- 
^ue donne la théorie pour le lieu de la Lune au moment de chaque observation, 
et comparant ces valeurs avec les longitudes observées , la différence des résultats , 
attribuée à l'incertitude des élémens , lui donne , pour chaque observation ; une équa- 
tion dont le premier membre est un certain angle, et le second une fonction de la 
forme am '^bn+ ci'^ dy) a, b, c, d étant des coefficien» numériques. Il obtient treize 
équations semblables, d'où il peut tirer, par l'élimination, les corrections cherchées. 
C'est en cela que consiste la méthode des équations de condition , qu'Euler a indiquée 
et pratiquée dès 1747- U dispose enfin les formules qui donnent 4^, jr et ^ de manière 
à leur donner une forme convenable pour les mettre en tables ; et mettant de côté 
les inégalités qui ne surpassent pas 10", il réduit à vingt équations le calcul de la 
correction de la longitude. Comme Targument de plusieurs d'entre elles contient l'angle ^ 
lui-même, il prescrit d'employer, pour le calculer, la longitude moyenne, corrigée seu- 
lement à l'aide des quatre premières inégalités ; mais II ne donne pas les tables qu'il a* 
construites d'après sa théorie; il présente même, sous le nom d* Additamentam , à la 
fia de son ouvrage, des remarques sur les inconvéniens de la myche qu'il vient de suivre», 
accompagnées d'ime nouvelle méthode, dont il s'est aussi occupé depuis dans les Mém. de 
Berlin pour 17S3, et dont l'exposition rapide doit terminer ce chapitre. 
Tîoûvdïcmë-. L'idée principale sur laquelle repose le nouveau procédé d'Euler , est de choisir 
^arEiilM^ans ^"^ ^nonoalie qui soit nulle ou égale à 180'', lorsque la distance de la Lune à la Terre 
raçldiiioQ qu'il Qst la plus petite ou la plus grande, de manière que dx ne dépende pas de l'élongation 
ihcork? ^ ** '' ®^ *^^^ ^^^^^ * lapogée et au périgée. Il reprend les denx premières équations du 
mouvement ; il prend l'angle 4», qui exprime le mouvement moyen, pour n^ure du temps ^ 
et désigne p«- M et N ce que deviennent les forces perturbatrices coitrespondantes ;. 
il obtient, par l'intégration, les valemrs de d^ et àe dx en fonction de x, de dm tt 
de termes composés des forces M et N, et affectés du signe / (*). Supposant ensuite 

(^} 11 désigne par a h, distAoce moyetane àa. Soleil à la Terre, par m son moyen mouyement , el faii 



les deux premières équations dn mouTement deviennent alors 



d»x^gdf^ ^ "" C? ■*'^} ''•* ' ^dxd^-hxd^f = - 



Md'm 
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CHAPITRE QUATRIÈRffi. Si 

ac donné par Téquation polaire d*une ellipse dont p est le demi-paramètre , q rexcen-* 
tricité et V Tanomalie vraie , au lien de prendre , comme on le fait dans le mouvement 
régulier 4 ces quantités pour constantes et connues ) il les regarde comme variables et 
arbitraires ; il substitue alors cette valeur de x dans celle de dx, et proGte des deux 
indéterminées p et q pour réduire celle-ci à la forme H sin u, qui exprime correctement la 
«opposition primitive^ puisque de cette manière dx est nul ainsi que sin 4/, quand t^ 
est égal à o ou à iSC". Les équations de condition qui servent à ce but étant diflft- 
rencîées , lui donnent alors les valeurs de c^ et de <2^ ; la différentiation de la valeur 
supposée de x lui fournit celle de dv \ et comme il connaît déjà celle de d^ , il ea 
conclut l'expression de d^'-^dï^, ou du mouvement de Fapogée^ et celle de dn. Ce 
sont ces valeurs des différentielles premières de toutes les variables^ qu*il emploie comme 
formules fondamentales pour sa nouvelle solution (^). 

Il développe ensuite le» valeurs des lettres M et N; il fait p=b(^i+i) , et obtient 
rejqiression de la différentielle de i par rapport à # , ainsi que Mlles de tous les 
autres éiémens y développées suivant les puissances de e, deq, les sin. et cos. des mul* 
tipks des angles i/^ v et «. Il distingue ensuite quatre genres de termes, selon qu'ils 
dépendent des excentricité» , de la parallaxe ou de Tinclioaison ; et il parvient^ par la 
méthode des coefficiens indéterminés quil a déjà employée > aux inégalités des deux 
{Mremiers genres. £n£n il termine cette addition par quelques réflexions sur les méthodes 
précédentes et sur divers procédés dont il propose de faire usage. Il montre, par exemple^ 
qu'on pourrait réduire les premien membres des équations différentielles au premier 
ordre, sans supposer une anomalie dont le sinus s*évanouit au périgée et à Tapogée^ 
en sttbatituant aux variables ^ et v ces deux-ci, r:=zq cotv, jsf sin v. La valeur de r 
devrait alors se composer d*un premier terme de la forme K cos v, et d'antres dépecdans 
des cos. des multiples de 9 ; les plu» grandes et les pbs petites distances dépendraient 
alor» plutôt de l'angle v que de l'anomalie, ce gui est avantagieux lorsque l'excen- 
tricité est très petite. 
la Mconde donne, en k muidpKMt pnr 2v*4l^ et intégrant, 

<ff = — |/â^, en luppoaiint V = — /Wjr'éf^ ; 

U première, multipliée par ^àxdp et ajontëe à la seconde muhlplîtfe par 2dx, d'unnt, «n rhnëgram eC j 
mettant pour x*df la râleur précédente, 

4b =5 dr dm^!à(y 4- ^-^V «nfnpposant U =-/(Mx4f#+N<Lr). 
(♦) Euler suppose ( Th. £. , p. 379) * = ^ ^ ^co»i/ ' ^ «rtrtdutf cette râleur dans celle de ds, i 
Id^elle il yient de panrenir, et posant , pour simplifier, aV— flp=t o, U/>« + A/> — T= V^*, il obtient 

il différencie ensuite les ëqnationf de condition et la ralenr supposée de jr, et remettant pour Y et V té 
qu'ils représentent I il en conclut : 
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5a PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

CHAPITRE V, 

Comparaison des Méthodes précédentes de Clairaut, dAlembert et Eulen 

'KivQtU dcsso- 1^ OUS venons de yoir trou géomètres du premier ordre entreprendre à la fois de résoudre 
f£n^ P' directement le problème dès trois corps dans toute sa généralité. Tandis que Newton , 
après avoir assigné la cause unique des inégalités de la Lune ^ et Tavoir heureusement 
appliquée à l'évaluation isolée de plusieurs d'entre elles, n'avait pu^ par la méthode 
sjmthétique dont il se servait, les découvrir ni les calculer toutes ; et qu'il avait laissé 
les tables fondées en partie sur la théorie, en partie sur l'observation , et sujettes encore 
à des erreurs de ^\ Clairaut, d'Alembert et £nler, profitant de toute la' supériorité de 
Fanalyse, réussirent à mettre le problème en équation, c'est-à-dire à en exprimer la 
nature et à en embrasser Fensemble et toutes les circonstance» pendant un temps quel- 
conque, au moyen d'un petit nombre de formules différentielles rigoureuses. Us furent 
ensuite forcés , il est vrai , de renoncer à Tespoîr de pouvoir les intégrer complètement \ 
mais ayant fait usage des données de l'observation et de diverses méthodes d'approxi- 
mation, ils parvinrent à une solution suffisamment exacte. Us obtinrent alors ^ pour 
déterminer le mouvement du corps troublé, des développemens composés d'un nombre 
infini de termes , dont les plus considérables se composaient des inégalités déjà connues y 
et dont les suivans en indiquaient d'autres auxquelles il fallait avoir égard ; mais 1er 
nombre de ces derniers était si grand , qu'il^'agissait dès-4ors bien moins de chercher à 
l'étendre, pour obtenir des inégalités nouvelles, qu'à le resserrer et le contenir dans des»' 
limites convenables. Enfin ayant substitué dans les séries qui exprimaient les coordon- 
nées astronomiques , les valeurs des élémens pour un instant quelconque , en supposant 
ces élémens constans , au lieu de les regarder comme variables , ainsi que l'avait fait 
Newton, ils purent s'en servir ensuite pour construire des tables, qui représentassent* 
correctement, pendant un long espace de temps,, les mouvemens de la Lune. 
ijffkVixé des II serait difficile d'établir quel est, entre ces trois géomètres, celui qui arriva le premier 
uurfdc cW^ la solution de ce problème si compliqué; et Ton n'a pu découvrir encore, sur ce 
ciint d'elles* point, quelque zèle qu'on mette en général aux recherches de ce genre, un seul de ces 
passages positifs qui , assurant à l'un des auteurs une antériorité décidée , enlèvent en 
même temps aux autres un titre qu'on leur avait conféré jusqu'alors. Eulër aurait pro- 
bablement la priorité dans le cas actuel , s'il avait mis autant de soin que ses deux' 
rivaux à publier immédiatement toutes ses recherches,, puisque, dès 1745, il avait 
donné des tables où la théorie entrait pour quelque chose, et qu'on le voit,, dans sa 
pièce couronnée en \j/fii comparer à plusieurs reprises le» difficultés de la théorie de 
Saturne avec celles que présentera théorie dé la Lune, comme si cette dernière lui 
était déjà familière ; mais il n'envoya àPétersBourg qu'en 1751 ou 1783 sa dissertatioB* 
sur la Lune, dont l'impression a été ainsi postérieure de quelques années à celle des- 
premières recherches de Clairaut et de d'Alembert. C'est ce que remarque ce dernier" 
\Rsch.y 1. 1^ p. a5a) au sujet d'un pesage où Mayer disait qu'EuIer avait le premier 
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féduit le mouyement de la Lune à des équations analytiques. D'Alembert soutient au 
contraire que c'est lui et Clairaut qui les premiers ont calculé et publié^ d'après la 
théorie, des formules de ce mouvement. Playfair dit, en parlant (*) de ce problème, que 
8*il y avait une priorité à réclamer pour Tun des trois illustres géomètres qui le réso« 
lurent, elle appartiendj^ait plutôt à Clairaut, qtii assurait, au rapport, de Lalande, avoir 
trouvé sa solution dès la fin de 1 746e 

Tous trois , après avoir piosé les équations fondamentales du mouvement en fonction Parallèle <ler 
des coordonnées polaires, du temps et des composantes rectangulaire» des forces per*-*'**" ^^^ 
turbatricés , éliminèrent l'élément du temps pour y substituer l'anomalie vraie regardée' 
comme variable indépendante , afin d'obtenir l'équation de la trajectoire , qu'Euler et 
d'Alembert conservèrent sous la forme différentielle, tandis que Clairaut l'intégra gé^ 
néralement avant d'y faire aucune substitution , en laissant sous le signe / les termes 
dépendans desJForces perturbatrices encore indéterminées. Il fallait ensuite, pour pou'* 
voir faire l'application de cette équation au mouvement de la Lune et l'intégrer complet 
tement par les méthodes directes , rendre différentielles exactes en fonction d'une seule 
variable, les parties qui dépendaient des forces troublantes. Clairaut y introduisit, pour 
cet effet, l'hjrpothèse d'une ellipse mobile décrite par la Lune, et il considéra l'or^ 
bite réelle qu'elle parcourait dans l'espace. Euler et d'Alembert déterminèrent l'orbite 
projetée sur l'écliptique ; ils substituèrent à la place dé la variable, une valeur constante 
dont elle diffère toujôiu:3 fort peu; plus , une nouvelle variable très petite, dont ils pou- 
vaient d'abord négliger le carré et les puissances supérieures , et ils augmentèrent par 
là la convergence des résultats. D'Alen^ert après avoir, ainsi que Clairaut, réduit l'équa- 
tion différentielle de l'orbite à la forme des équations linéaires du second ordre , Tintégra^ 
après les premières substitutions , par les mêmes méthodes ; et tous deux formant à plu- 
sieurs reprises de nouvelles approximations, parvinrent, par le procédé des substitutions 
successives et par l'intégration , à l'expression définitive du rayon vecteur en fonction 
des cos.âe l'anomalie vraie. Ils la substituèrent dans l'équation différentielle qui déterr 
mine le temps , et obtinrent, en l'intégrant, la valeur du mouvement moyen en fonction 
des sinus des multiples du mouvement vrai; d'où ils conclurent réciproquement l'ex-^ 
pression cherchée du mouvement vrai en mouvement moyen. Euler suivit un procédé 
différent d'intégration. Ayant développé et transformé sts équations de manière à ce 
qu'elles donnassent les valeurs des élémens de la longitude vraie et dé la différentielle 
seconde de la partie variable du rayon vecteur, en fonction des sin. et cos. des multiples 
de l'anomalie vraie et de l'élongation ( dont quelques-uns restaient sous le signe de l'in-^ 
fégration ) , il distingua différentes classes dans ces développemens , et supposant dan» 
la recherche de chacune d'elles , faite séparément, des valeurs indéterminées aux deux 
variables cherchées ,. il détermina leurs coefficiens par la comparaison de leurs différen-- 
tîelles avec les seconds membres des équations du problème qui les exprimaient. II parvint 
aussi , par des procédés analytiques , aux expressions du mouvement des nœuds et de- 
finclinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique, que Clairaut. et d'Alembert avaient ob- 
tenues au moyen de» considérations géométriques de Newton* 

{^*) Edinburgh RevieWf n^ aa, janv. 1808, p. 258. «c Clairaut, d^Alembert and Euler, are the three' 
y ilitutrioas men , who, as by a common impulse^ undertook this inTCsdgatioQ in the jear ï']/ij '^ the priority 
% ifanx oould be claimcd^ being on the side cfClairaut^ » 
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On émit ^stingner arec soîiii dans la comparaison des solutions dont nous Tenons de 
BOUS oocnper , leur mérite tM sons le rapport analytique , et le succès dont elles ont été 
enivies dans les applications que leurs auteurs en ont fait. Il s'agissait eo effet de re^ 
tiierches Bouyelies qui exigeaient des calculs plus pénibles que tons ceux qu'on avait e« 
à fèure jusqu'alors : dans ce trayail, la patience «t l'exactitude étaient presque aussi essen- 
tielles que le génie , et Futilité pratique plus importante encore que la nonveanté des pro- 
cédés ; on ne peut pas non plus fuger de la bonté des méthodes uxûquement pur la préci- 
sion des tables qu'elles ont servi à construire. 
Ezaracn de la Cldiraut, doué d'un esprit exact et méthodique , est celui qui a mis le plus d'ordre , de 
raue."^ ^ ' clarté et de concision dans ses recherches ; il douta peut-être un peu légèrement de la kn de 
Newton ; mais il racheta d'une manière brillante cette {»^cipitation^ en déoonvrant le vrai 
mouvement de l'apogée par la théorie. Sa marche a été constante et régulière; aucun de ses 
premiers travaux n'a été perdu^ et il en est parti pour des recherches plns^xactes , dont il 
n'a pas exposé toutes les opérations. Sa méthode est sur-tout d'une application simple etfar< 
crie , ce qui lui a valu Tavantage d'être plus souvent employée que les autres. En eiFet^ ses 
formules générales étant établies sous la fonne intégrale, il ne s'agit plus q|ue de trouver, 
dans chaque cas particulier, les valeurs de p et de O, en les réduisant à de simples fonctions 
de i^f d'en conclure celle de | , et de substituer la première et la troisième dans l'expression 
de l'anomalie moyenne, d'où l'on déduit très facilement les termes correspoodans de la lon- 
gitude vraie, a Son principal mérite (dit Bailly) fut le talent dei applications : malgré 
vi son génie, il n'était point rebuté des détails; il pensait qu'une vérité de pratique était 
n préférable à celles qui restent ensevelies dans vingt pages d'analyse : aussi n'a-t-il 

vt tait que des choses )* Cest à sa sûreté dans tes calculs, et au sohi qu'il a eu de 

corriger ses élémens au moyen des observations , que ses tables , qui furent les premières 
construites, durent d'être préférées à celles des autres géomètres. Il regardait comste un 
avanrtage de sa supposition , la séparation qu'elle permettait de £»re dûis la valeur du 
rayon vecteur, entre la partie elliptique et celle qui est due aux forces perturbatrices ; 
mais d'Alembert reprocha à ce procédé que l'on partait alors d'une première valeur 
du rayon vecteur qui n'était qu'une hypothèse tirée des observations , et non une forme 
démontrée â priori; il hii attribuait l'iaconvéntent de faire naatre, dans l'intégrate, un 
terme en cosv dès la première approximation; et, ainsi que Fontaine, il accusait Claî^ 
raut de faire disparaître œ terme trop légèrement, sans démontrer rigoureusement qaii 
ne devai-t pas s'y trouver; il remarquait aussi que cette solution ne donnerait pas la vraie 
valeur du rayon vectem: de l'orbrte , si l'apogée du Soleil était immobile , mais qu'elle 
amènerait des ares de cercle. 

Glaîraut considère l'orbite vraie décrite par la Lune au lieu de chercher plutôt sa pro- 
jection sur f éeliptique ; cette méthode, qui semble d'abord la plus simple pour déterminer 
immédiatement le lieu vrai de l'astre, a l'inconvénient d'exiger une opération de plus, 
savoir, la réduction à l'édîptique, lorsqu'on veut obtem'r la longitude selcm l'usage des as- 
tronomes. VAlembert observe à ce sujet que l'orbite réelle de la Lune n'étant pas plane ^ 
la somme des angles inCniment petits dv décrits par la Lune dans le temps t, n'est pas 
pr écis é ment égale à l'angle y compris entre le rayon vecteur final et le pri mi ti f ; que le 
mouvement de l'apogée n'est plus le même que celui que les astronomes observent, qui 
est sur l'écliptique ; et que la distance angulaire de la Lune au nœud mobile rapporté s^vk 
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plan de Torbîte, doit aussi être un peu diiFérente de ce qu'elle est par rapport au nœud mo- 
bile considéré dans le plan de récllptique ; mais il convient {Opusc. ^ t. 5> Mém. 38) que 
les erreurs qui en résultent se sont quelquefois compensées ; et nous montrerons d'ailleurs 
que se% reproches étaient souyent plus sévères que fondés^ puisqu'il ne s'agissait pas d'obtenir 
une solution rigoureuse, mais de parvenir à une approximation suffisamment exaete. 

Quoique la méthode de d' Alembert ne l'ait pas tout-à-fait conduit à des résultats aussi Méthode dr 
précis, elle n'en dœt pas moins être envisagée comme bieuremarquable, et se recommande ^^^^^^^ 
à juste titre comme ayant été approuvée et en partie suivie par l'un des plus illustres géo-*^ 
mètres de notre temps ( yojezMém, de l'Inslit.^ t. s>pag. 127). Outre les idée» heureuse» 
que d* Alembert a partagées > cet esprit En et ingénieux en a eu plusieurs autres qui lui sont 
propres ; son procédé pour trouver l'éqnation difTérentielle de l'orbite troublée parle moyen 
de celle des trajectoires elliptiques > lui paraissait le plus simple possible ; il se donnait 
aussi comme ayant le premier réussi à démontrer rigoureusement que les arcs de cercla 
ne devaient pas entrer dans la valeur du rayon vecteur de l'orbite, et proposé une méthode 
directe pour empêcher qu'il ne s'en produisit. Il a remarqué^ dès 1 748 , que plusieurs termes 
très petits dans l'équation différentielle, augmentent considérablement par l'intégration , à 
cause des petits multiples qui deviennent diviseurs, et dit en avoir fait part à Clairaut cette 
année-là. Celui-ci a soutenu âe son càté {Jour, des Sav, y juin 1762, p. 37Q avoir donné à 
d* Alembert des idées dont ce dernier a profité ; et il a voulu expliquer ainsi la différence qui 
existe entre la méthode que ce géomètre indiqua , en 17^7 , pour construire des Tables de 
la Lune , et celle qu'il suivit ensuite, u 11 apprit (ditClairaut ), tant par mon Mémoire que 
7) par nos conférences , comment mon équation de l'orbite de la Lune, et l'expression du 
I» temps qui en résultait , pouvaient servir à désigner tant de révolutions que l'on voudrait g 
n comptées depuis le point qu'on prendrait pour servir d'époque, et comment l'équation 
yi qui donnait le temps par la longitude vraie , en fournissant également la longitude 
n vraie par le temps ou par la longitude moyenne , donnait un moyen de construire les 
n tables. L'essai qu'il en fit fut un peu plus exact que celui dont je m'étais contenté 
a alors, parce qu'il fit entrer dans le calcul le carré de l'excentricité que j'avais réservé 
D pour la seconde approximation ; mais l'avis qu'il m*en donna ne me parut d'aucune 
7> importance, n Nous avons déjà remarqué que c'est à d' Alembert qu'on doit d'avoir 
bien vu le premier, que dans le mouvement deTapogée.il ne suffit pas de s'en tenir 
au second terme de la série , et qu'il faut pousser l'exactitude jusqu'au troisième et au 
quatrième terme, afin de s'assurer que la série est assez convergente après le second^ 
pour que ceux qui sont au-delà des quatre ou cinq premiers puissent être négligés sans 
crainte. On le voit (p. 1^6 et 234, d° *• !• ^ ^^ RechJ) convenir de l'incertitude de 
quelques-unes de ses corrections , et avouer que lors même qu'il aurait poussé le calcul 
jusqu'aux infiniment petits du quatrième ordre , tant dans la recherche de la latitude et 
du nœud, que dans celle du lieu de la Lune, il n'oserait encore affirmer d'aucune des 
équations en particulier qu'elle fût exacte à 1' près. U fonde cette opinion sur la délica- 
tesse et la longueur des opérations, sur la différence des élémens employés et des 
résultats trouvés par plusieurs calculateurs , enfin sur le nombre des termes qui augmente 
dans les divers ordres , à mesure qu'ils sont plus élevés -, et ayant trouvé à des termes 
du quatrième ordre des coefficiens d'une demi-minute , il demande pourquoi il ne pour* . 
tait pas arriver que plusieurs termes réellement du cinquième ordre ou même au-dessous ^ 
donnassent un résultat pareil ou peut-être plus considérable 7 
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D*Alembert avait un talent et un goût particuliers pour juger les diverses méthodes , 

■*•*'' pour comparer les avantages ou les inconvéniens de chacune d'elles , et pour examiner 

ce qu'elles laissaient toutes à désirer. Il exigeait assez impérieusement qu'on lui attribuât 
avec une attention scrupuleuse toutes les idées qui lui étaient dues ; mais il était exact en 
général dans la part qu'il faisait aux autres ; il les critiquait avec rigueur et relevait leurs 
fautes sans pitié ; mais ses discussions subtiles , et les remarques fines qu'elles lui suggé^ 
raient, servaient souvent aussi à éclaircir les points importans dont elles étaient l'objet. Sts 
ouvrages sont remarquables par la précision et l'élégance du Style. Ce géomètre , homme 
de lettres , est un de ceux qui ont su le mieux manier et assouplir une langue souvent 
peu flexible, en l'assujétissant à exprimer correctement les méthodes et les résultats de 
la théorie. Il n'est pas aussi heureux dans la manière dont il présente ses calculs , qui 
manquent quelquefois de clarté et de sjrmétrie ; il n'est pas facile de le comprendre toujours 
dans ses expositions, quelquefois un peu obscures, ni de le suivre jusqu'au bout quand 
il descend dans les détails des opérations analytiques. Il aimait à se livrer aux considéra- 
tions générales ou aux spéculations de pure curiosité , et préférait quelquefois critiquer 
les méthodes des autres plutôt que de perfectionner laborieusement les siennes. Le procédé 
qu'il a suivi pour construire ses premières tables, qui ont paru dans la même année où 
Clairaut publia les siennes, avait l'avantage de se rapprocher de celui qui était déjà 
familier aux astronomes , et de ne leur donner à calculer de plus qu'ils ne le faisaient, 
que des tables de différences dont la comparaison avec l'observation et avec les heux 
calculés par les anciennes tables , servait immédiatement à vérifier l'exactitude ; mais ou 
lui a encore attribué un autre motif dans sa préférence pour cette méthode , c'est celui de 
redouter le travail qu'aurait exigé la construction de tables nouvelles tout entières ; on a 
reproché aux siennes de doubler presque la peine du calculateur , et de s'écarter quelque- 
fois de 8 à lo' des observations. C'est peut-être par ce manque dé persévérance et de suite 
qu'on peut expliquer aussi comment , ayant observé promptement qu'il y a des termes 
qui augmentent par l'intégration , et qui sont sedsiblés quoique étant d'un ordre élevé , 
il a pu laisser échapper quelques-unes des plus importantes applications de cette remarque. 
Mente d« la Euler, ce génie si vaste, si fécond et si lumineux , a fait faire aussi plusieurs pas in>- 

îunc^'d'EulCT! portans àla théorie de la Lune, dont il paraît s'être occupé avant de travailler à celle des 
planètes. Il y a introduit l'emploi initial des trois coordonnées rectangulaires, la décompo- 
sition des forces suivant trois axes situés à angle droit , la méthode des coefficiens indéter- 
minés, et celle des équations de condition. Ses tables furent les premières où , en supposant 
les élémeusconstans, on appliqua directement toutes les inégalités au mouvement de la Lune, 
et ce fut à lui qu'on dut également ensuite les premiers essais de la variation des constantes 
arbitraires. Il est peu d'idées heureuses en ce genre qu'il n'ait eues le premier , ou dont il 
n'ait partagé l'invention; et la modestie ou l'indifférence qui l'empêchait de réclamer 
ce qui lui appartenait , ne doit rendre que plus attentif à lui faire honneur de ce qui 
lui est dû. La marche d'Euler, dans sa Théorie de la Lune, ne le cède à aucune autre 
en simplicité et en clarté. Conduit par une seule idée, il la suit jusqu'au bout en se confiant 
à la puissance de l'analyse pour en tirer des résultats exacts. On peut remarquer cependant 
que, tandis que Clairaut, par exemple , réduit tous les termes de son équation à être de 
simples fonctions de v, presque toutes les variables sont conservées et mêlées ensemble dana 
jifs équations dont Euler fait usage • ce qui ne l'empêche pas d'intégrer, par sa méthode da^ 
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indéteimmées^encoDiiaissaiit préalablement les valeurs des difTérentielles de chacune de ces 
variables , mais ce qui produit une extrême complication dans les calculs. Cette méthode 
d'intégration B*était pas sujette aux dii&cultés qui Tiennent de Tintroduction des termes 
en fonction du cosinus de la simple anomalie vraie ; elle était la plus courte , et c'est celle 
dont on s'est dès*Iors presqu'exclnsivement servi; niais à cette première époque Me 
exigeait peut-être trop de connaissances antérieures^ ainsi que l'a remarqué d'Alembert, 
pour qu'on pût l'employer avec sûreté^ 

On peut observer, dans le cours de cette volumineuse dissertation d'Euler, que son goût 
et son extrême facilité pour le calcul , le rendent quelquefois un peu prolixe , lui font né- 
gliger la rédaction de ses travaux, et qu'il aime mieux en entreprendre d'autres sur le même 
sujet que de revoir les précédens et de retoucher ses premiers jets ; enGn, que la richesse de 
son imagination le porte souvent à abandonner un peu trop vite les artifices qu'il a adoptés» 
pour leur en substituer de nouveaux. C'est ainsi que dans V Appendix k\sL Théorie qui avait 
exigé de lui des calculs immenses et une patience à l'épreuve , il porte de cet ouvrage un 
jugement rigoureux , et semble presque renoncer à la route qu'il s'était ouverte : a Je suis 
91 forcé , dit-il , d'avouer que la méthode précédente^ quoique assez bonne en elle-même, 
» est non-seulement très laborieuse , mais qu'elle laisse incertaines plusieurs inégalités in^* 
n portantes. Cela vient de ce qu'elles sont tellement liées entr'elles, qu'on ne peut fixer la 
D vraie valeur d'aucune que lorsque toutes sont connues en même temps. Comme j'ai 
7> supposé d'abord quelques inégalités données, afin d'en conclure les autres , il faut 
T) remarquer que celles-ci étant obtenues , doivent à leur tour produire sur les premières 
» de légères modifications , qui , «si elles eussent été connues d'abord , auraient changé 
n aussi les inégalités qu'elles ont servi à déterminer. Or, quelques-unes sont si 
n délicates, qu'elles peuvent éprouver de grands changemens quand on en fait subir do 
» très petits à celles dont elles dépendent. Tel est, en particulier, le cas du mouvez 
V ment de l'apogée ... ; de plus , l'anomalie n'étant pas prise dans cette méthode de 
9» manière à être nulle ou égale à iSo**, suivant que la distance de la Lune à la Terre 
D est la plus petite ou la plus grande ; mais la différentielle de la dbtance accourde 
i> dépendant encore de l'élongation , lorsque le sinus de l'anomalie s'évanouit ; la Lune 
ji ne se trouve ni à l'apogée ni au périgée quand l'angle, que la direction de son mou-» 
D vement fait avec le rayon vecteur, est droit. . . . Cette méthode étant donc sujette à 
n de si grands inconvéniens, j'en ai essayé une toute différente , etc. » 

Euler passe de là à l'exposition de son nouveau procédé, où , conformément à ce qui a 
lieu dans la nature, il suppose que la différentielle de la distance s'évanouit dans le cas o4 
la distance elle-même est la plus grande ou l^plus petite. Il revient alors à la considération 
des élémens variables employée par Newton , et qui lui sert à simplifier ses formules ; il 
parvient aux véritables expressions des variations des élémens , et réduit ainsi au premier 
ordre toutes les équations du second. Cette nouvelle méthode a l'avantage'de ne pas exiger 
qu'on considère à part les inégalités qui dépendent de l'élongation ; elle lui paraît pré^ 
férable quand l'excentricité moyenne est considérable et que sa variation est petite com« 
parativement ; mais il convient que, lorsque les inégalités de l'excentricité, auxquelles 
il faut avoir égard , sont grandes et nombreuses , les opérations sont si longues et le 
calcul est si laborieux , que lors même qu'on le développerait avec le plus grand soin , 
éel4 serait d'un usage très difficile dans la pratique; il reconnaît que cette méthode laissa 

8 
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encore plasienrs inégalités très incertaines, savoir , celles qui sont à longues périodes et 
à très petits diviseurs , et il n'entreprend pas même le calcul des termes qui dépendent de 
la parallaxe et de l'inclinaison de l'orbite. Nous verrons dans la suite Euler appliquer 
aux planètes ce nouveau procédé , et il était intéressant de faire remarquer que l'idée lui 
en -était venue dès ses premières recherches , de même que celle de la variation des cons- 
tantes arbitraires. 



CHAPITRE Vl. 

Nouvelles recherches de iAlemhert et de Chùraut. Discussion entre ces 

deux Géomètres. 

Les premières Tables de la Lune, de Mayer, parurent dans Vannée i753; mais comme 
nous ne devons guère nous occuper que de la Théorie qui les suivit, nous renvoyons ce 
que nous avons à en dire au chapitre où nous parlerons de cette dernière , et nous alione 
passer rapidement en revue quelques ouvrages publiés dans rintcrvalle par le» géomètre» 
français. 
•>«• Tables D* Alembert fit pandtre en latin , an commencement de lySG , de nouvelles Tables de 
àed'Aleïi^Tt , correction; il ajouta , peu de mois après, un troisième volume aux deux premiers de ses 
Mecherehe*, Recherches , où il Tendit compte des diangemens qu'il avait faits â ses premières tables, 
et donna, sous le titre d'Observations sur Us Tables de la Lune, de nouvelles idées 
sur les moyens de les perfectionner. Quant au premier objet, il dit avoir calculé pins 
exactement différentes équations , et réformé quelques légères fautes de calcul on d'im*^ 
pression y ^presque inévitables , ajonte-t-*il , dans un travail immense, pour lequel fe u'af 
f» ni pu , ni voulu être aidé par personne, n Ainsi , par exemple , il reconnaît que !«' 
eoefRcient du terme sin 3NZ an lien d'être de + ^^ était à peu près—- 57*^, comme les 
tables le donnent. Dans ^es premières tables le lieu de la Lune était supposé moyen ; dane- 
eelles-ci , pour se conformer aux tables des institutions astronomiques de Lemonnier, en 
prenant la distance angulairede la Lune au Soleil, il suppose défà le lieu de la Lune calculé 
par l'équation du centre ; il augmente un peu l'excentricité, diminue de 3' la variation des 
Institutions, et supprime plusieurs tables inutiles* Il compare ensuite les équations qu'il 
avait trouvées avec celles des tables de Lemonnier , Mayer et Clairaut ; et comme snrles 
s 170 observations que Halley avait comparées avec ses tables , il s'en trouvait iSâo qui 
donnaient l'erreur en moins et qui faisaient monter son maximum à 8', il cherche la quantité 
qu'on doit ajouter au lieu de la Lune ée ces tables , afin d'en diminuer les erreurs , soit 
en faisant en sorte que le nombre des erreurs en + soit égal an nombre des erreurs en— <v 
soit en rendant la somme des erreurs eu — égale à la somme des erreurs en -f». 

Quant aux moyens qu'il indique pour perfectionner les tables de la Lune, il en pré- 
sente d'abord pour simplifier les tables des Institutions ; il donne ensuite une méthode 
Metbo(le pour facile , et dont il avait déjà dit un mot t. I., p. ao5, pour former des tables pu* le moyes 
bief par ^ les ' des observations. Elle consiste â supposer le lieu vrai de la Lune donné par un dévelop-^ 
obterrationf. pement composé de son lien moyen , et de vingt-4eux termes en fonction des siims 



Digitized by 



jby Google 



CHAPITRE SIXIÈME. 5^ 

â» divers multiples de ce dernier angle et du lieu moyen du Soleil , tous affectés de 
coefficiens indéterminés , excepté les trois derniers et celui an sinSNZ, qui ^ont a peu 
près les mêmes dans toutes les tables. Il admet de plus qu'on ait des observations faites 
dans des circonstances particulières où tous les termes disparaissent, à l'exception de 
quelques - uns qui forment un groupe à part, de manière que le nombre d'observations soit 
égal â celui des termes qui subsistent ;^ et il montre comment on en peut conclure autant 
d'équations de condition qu'il en faut pour déterminer tous les coefHciens inconnus. Il 
suffit donc d'avoir dix-neuf observations , faites dans les divers cas où les deux anomalies 
de la Lune et du Soleil sont nulles, où elles sont égales à i8o®, où l'une d'elles est nulle 
et l'antre de i8o®-, enfin, dans le cas où l'élongation est nulle et dans celui où elle 
est égale à go*; et comme il n'a besoin au plus que de cinq observations faites dans 
l'une de ces circonstances , il ne peut aussi avoir que cinq coefficiens combinés à la fois 
dans un seul système d'équations , et il indique comment on en conclurait chacun d'eux 
par l'élimination. 

Cette méthode, assez analogue à celle qu'Euler employait dès 17^71 po^r rectifier les 
élémens , a l'inconvénient d'exiger des conditions qui , prises dans un sens absolu et rigou^ 
renx, ont lien si rarement qu'elle serait difficile à pratiquer. D'Alembert en convient, 
et propose , pour y renftédier , de prendre des positions très voisines de celles dont on a 
besoin , et d'évaluer l'erreur que peut produire cette diff'érence. Il termine ies recherches 
sur la Lune par quelques réflexions sur l'usage de la période de Halley. 

On sait que cet astronome ayant été l'un des premiers à faire voir l'utilité des Refleiîons sur 
observations de la Lune pour déterminer les longitudes en mer, avant que la théorie eût Hai^V 
servi à perfectionner les tables de cet astre , essaya d'employer, pour les corriger, la pé- 
riode des Cfaaldéens, dont nous avons déjà parlé, et qu'il fixa à 1 8 années (dont 5 bissextiles) 
10/ 7^ 43' do^. Pour cet effet, il avait entrepris un cou» d'observations assidues pour 
déterminer toutes les positions successives de la Lune pendant cet intervalle, afin de 
pouvoir ensuite les appliquer aux instans correspondans dans les retours consécutif de 
cette période , et il avait réussi par 14 à représenter quelquefois les positions de la Lune 
avec une exactitude surprenante. D'Alembert fait voir cependant que cette période est 
loin d'être rigoureuse, et que, lorsqu'elle est achevée, les distances de la Lune à son 
noeud, à son apogée et au Soleil , sont respectivement plus petites de aS' 1 1', a*' 5i' âS' 
et de l'f qu'au commencement, ce qui fait aussi varier les équations qui dépendent 
de ces trois argumens. Il cherche à évaluer , par approximation , la correction qui 
doit en résulter dans l'erreur des tables, «t indique la période de 18 ans 10^* la* 58' i3' 
comme ayant l'avantage de ramener exactement à la même valeur, l'anomalie moyenne 
de la Lune, au commencement et à la fin de la période. Il propose enfin de dresser les 
tables, en exprimant le^ieu moyen ou le temps, par le lieu vrai, au moyen d'une for- 
mule qu'on trouve immédiatement, et donne son procédé pour calculer la variation horaire 
du mouvement vrai delà Lune. {Vty. l'anal, de tout l'ouvrage , Hist. Acad, , 1754» p. laS). 

Il n'est malheureusement que trop commun de voir naître des différenf entre ceux Discassion 
que leurs talens et les circonstances sembleraient devoir le plus rapprocher. C'est ainsi ^t <rAleiab«t. 
que Clairaut etd'Alembert , compatriotes et con&ères , dont l'amitié aurait, par la réunion 
de leurs diSerens tours d'esprit, pu produire de bien plus grandes choses que celles qu'ils 
eot faites isolément, se rencontrant tous deux dansnine carrière où chacun aurait,désiré 
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'atteindre le premier le but , en conçurent un peu d'humeur et de jalousie réciproques. Ilr 
ne le firent pas paraître d abord : Clairaut convient, dans son premier Mémoire {Mém, 
de Par. y iy4^, p. 335), gue d'AIembert,^ft pour attaquer et pour résoudre les pro^ 
Itèmes les plus difficiles, travaillait à la théorie de la Lune dans le même temps que 
lui. Ce dernier avoue (Mém. cités , p. 389) que Clairaut n'avait eu aucune connaissance 
de sa méthode pour le mouvement des apsides, et ne lui dispute point {Rech. , dise, 
prél. , p. 39) l'honneur de s'être aperçu le premier qu'il ne suffisait pas, en calculant 
la série qui donne le mouvement de Tapogée , de s*en tenir au premier terme *, mais , 
dans ces mêmes Recherches y on le voit employer son talent pour la critique à exa- 
miner en détail les travaux de son rival sans pourtant le nommer, et ne pas négli- 
ger les occasions d'en signaler les côtés faibles. Le succès des Tables de Clairaut auprès 
des astronomes, contrastant avec le peu de cas et d'^usage qu'il firent de celles de 
d'Alembert, anima encore le ressentiment de ce dernier; et les amis de l'un et de l'autre 
géomètres, au lieu d'intervenir pour terminer ce différend, l'envenimèrent plutôt par 
leurs louanges exclusives. On voit déjà percer trop de sévérité dans le troisième volume 
des Recherches de iTAlembert, où il s'attache à rabaisser l'opinion qu'on avait de' 
Inexactitude des Tables de Clairaut, et à exagérer un peu les difficultés et l'incertitude de- 
là théorie. Clairaut , pour parer les coups qu'on lui portait, se chargea de rendre compte 
de ce troisième volume, dans le n®de juin 1767 du Journal des Savans, où l'on avait, 
en 175s, fait un grand éloge des deux premiers; et là, tout en parlant très avantageu-- 
aement de plusieurs parties de l'ouvrage, il y mêla quelques obsenrations critiques. 
D'Alembert, oubliant celles qu'il s'était permises , accusa dès-lors Clairaut d'être l'agres-^ 
•eur, et d'avoir commis , dans cet article, le premier acte d'hostilité. Il répliqua, soit à» 
la fin de la deuxième édition de sa Dynamique ^ publiée en 1768 , soit dana une lettre- 
insérée dans le il!fercMre; Clairaut reproduisit cette lettre dans le n* de février 1768 dir 
Journal des Savans, en la réfutant article par article, et fortifiant ses premières alléga^ 
tions, dont nous avons déjà parlé dans le chapitre précédent : il lui suffit que d'Alembert 
ait jugé avec sévérité les Tables de Mayer, pour que lui-même s'empresse de le» 
protéger. 
Retonr de la Les choses en seraient peut-être restées la , si une autre pomme de discorde n'était . 
ceaiètede io8a. ygnue ranimer et aigrir cette discussion. Halley, avait comme on sait, prédit le retour 
de la comète de 168a, pour les années 1768 ou 1769. Lalande proposa à Clairaut, de» 
1767, d'appliquer sa solution du problème des trois corps aux perturbations que l'actioir 
de Jupiter avait dû produire sur le mouvement de cette comète. Clairaut entreprit en 
* effet cette tâche immense ; il vit bientôt qu'il fallait considérer audsi l'action de Saturne ; 

et, avec l'aide de Lalande et de quelques autres personnes , il calcula les distances de 
Saturne et de Jupiter à la comète pour 1 5o ans , les forces que tes deux planètes avaient 
exercées sur elle , et les surfaces des courbes qui exprimaient les perturbations , ou les 
intégrales de chaque terme des équations du problème. On connaît le succès brillant 
et mémorable de ce travail prodigieux, dont Clairaut lut le résultat à l'Académie, le i4> 
novembre 1768, en lui annonçant que la comète passerait à son périhélie vers le milieir 
d'avril 1769, tandis qu'elle y arriva le la mars, époque qui se trouvait encore dans- 
les limites des erreurs dont il croyait son résultat susceptible. Peu de temps après pa-- 
rurent^ dans le t. II de YObieryateur littéraire, et le troisième volume du Journal Ency^ 
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tlapddique, detxX articles très pîquans qui ont été attribués à d' Alembert ^ et où Vos 
ayance que Clairaut avait ajouté peu de chose aux instructions de Halley sur le retour 
de la comète ; que le plus fort de son travail avait consisté dans des opérations d'arithmé-. 
tique y dans l'application des nombres 4 des méthodes connues depuis long-temps ^ et à 
celle que d*Alembert avait donnée pour l'intégration de l'équation de l'orbite. On repré- 
sente la différence de 3â jours entre le résultat de la théorie et l'observation, comme 
une, erreur assez grossière^ qui devait être comparée à la différence entre la période 
moyenne fictive et la période réelle ^ etc. Clairaut se justifia assez vivement aussi ^ tant 
dans une lettre (Jour, des Sav. , novembre 175g) que dans une brochure de vingt pages, 
où il montra toutes les difficultés d'un sujet qui ouvrait une région entièrement inconnue, - 
où il fallait se frayer une route soi-^même , et où les passages du positif au négatif^ dans 
tonte la suite des nombre» qu'on emploie, exigeaient entre autres la plus scrupuleuse atten^ 
tion. Il soutint plus tard, que sa méthode des comètes lui était bien propre, que ce n'était 
que depuis sa publication que d' Alembert avait envisagé dans toute leur étendue les diffi-' 
cultes de cette théorie, et qu'il y avait loin des évolutions de calcul et de l'indication des- 
méthodes, aux solutions complètes. Il envoya à d' Alembert un exemplaire de sa Réponse 
aux Anonymes, et celui-ci lui écrivit à ce sujet une lettre très sèche (reproduite dans lé 
Joum, des Sav. de juin 176a), où il rehaussait la valeur de ce qui lui était propre, et an- 
nonçait l'intention de déprécier le travail de son confrère , par amour de la vérité, di-^ 
«ait-il. Clairaut lui répondit avec plus de modération , et en le félicitant néanmoins avec 
quelque ironie, des recherches qu'il avait cru devoir faire sur la comète depuis son retour. 

Clairaut avait aussi inséré dans le Journal des Savans d'août 1769, an petit Mémoire Mi^moîre d« 
lu en juin, à l'Académie, à l'occasion d'un prix proposé par M. de Lauraguais, et conte-' int«$grale8 pi^ 
nant des Réflexions sur le problème des trois corps, avec les équations différentielles qui mières du pro- 
expriment les conditions de ce problème. Son but principal , dans cet opuscule , est de corps, 
tirer, des six équations différentielles do second ordre, qui se présentent d'abord, quatre 
équations différentielles du premier, dont deux s'intègrent immédiatement. Il ne considère 
que le cas où les trois corp» se meuvent dans un même plan, en remarquant que son 
résultat s'applique également lorsque le mouvement se passe dans des plans diiférens. Il 
part des équations du mouvement rapportées à detlx axes rectangulaires , en désignant 
par m, n, 9 les masses des trois corps -, par cf , cT, ^ les distances mutuelles du pre- 
mier aux deux derniers, et du second au troisième; par r et ^, I et u,-a; et j^ leurs 
coordonnées rectangulaires rapportée» à une origine quelconque. Les équations qu'il 
obtient sont au nombre de six ; elles sont symétriques et différentielles du seeond ordre 
par rapport au temps s, considéré comme variable indépendante {*). 

(*) Ces ë^atîons sont , en supposant le coips m plus près de Porigine qne les denz antres, le corps n 
iotermcdiaire, u>/ , 7* > ^ , et prenant avec le signe — les composantes ^i tendent à diminuer les coor«' 
données : 



(3)... ^.L.g_-.m.^-5^ = 3^, (4)... -^/-_^«m/__f«_pourlecoipsif^ 
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n multiplie ensuite les deux premières équations par m , les deux suiyantes par n, eï 
les deux dernières par f ; il ajoute séparément les trois équations de n^ impair et le» 
trois autres de n^ pair , ce qui fait disparaître en entier les premiers membres , et donne , 
en intégrant, deux équations du premier ordre, qui peuvent être intégrées entièrement, 
et qu*il est facile de tirer , ainsi qu'il Tobserve , de la propriété des centres de gravité 
trouvée par Nevton. 

n multiplie de nouveau chacune des six équations par Tune des lettres ^ , r, u , f , 
yetx', puis retrancliant la seconde équation de la première , la quatrième de la troi- 
sième , la cinquième de la sixième, et ajoutant les résultats , il obtient, en intégrant, une 
nouvelle équation du premier ordre, qui revient, comme il le remarque, à la loi des 
secteurs donnée par le chevalier d' Arcy , et qui a été appelée depuis intégrale des aires, 

EnEn, il multiplie les équations impaires respectivement par m^dr, n.dt^q.dx, et 
ajoutant ces produits à ceux qui viennent de la multiplication semblable des équations 
paires par m,ds , n,du, q.dy , i\ obtient encore, par T intégration immédiate, une autre 
équation du premier ordre , qu'il regarde avec raison comme une extension du principe 
des forces vives. 

Ainsi on a, en joignant ces quatre intégrales premières, qu'il dit avoir trouvées depuis 
l'origine de ses recherches , à deux quelconques des équations proposées , un système 
complet d'équations pour résoudre le problème. Clairaut après l'avoir remarqué, ajoute ; 
Intègre maintenant qui pourra! comme pour indiquer, par ce brusque défi, qu'on doit dése»- 
pérer de parvenir à une solution rigoureuse; il poursuit alors en ces termes : a Ayant promp- 
i> tement abandonné ces équations pour recourir aux approximations , j'ai cherché , par une 
n méthode générale , la correction que le mouvement calculé à l'ordinaire dans une tra- 
D jectoire simple, devait subir lorsque le projectile, au lieu d'être poussé vers le foyer de 
y» cette trajectoire, recevait encore l'impression de deux autres forces quelconques. Ma 
i> solution me donne cette correction en termes séparés de l'équation de l'oibite primitive 
i> ou non altérée, en sorte qu'il n'est plus question que de mesurer à peu près les force9 
)i perturbatrices, ou plutôt de connaître grossièrement l'orbite cherchée , pour l'obtenij:- 
y» ensuite avec autant d'exactitude qu'il en faut pour les calculs astronomiques, n 
icra Yolames CTest dans l'année 1761 que d'Alembert publia les deux premiers volumes de ses Opus^ 
des ^^""^"^J cules mathématiques, recueil précieux oà l'on trouve consignées tant d'idées neuves el 
d'Alembert. ingénieuses , de discussions profondes et variées , de remarques intéressantes sur divers 
aujets de Physique^ d'Astronomie et de Mathématiques. C'est en parlant de ces deox 
premiers volumes , qui contiennent quinze Mémoires, que les rédacteurs au Journal des 
Savons disent, dans le n^ de décembre 1761 : a Quelle attaque I quelle défense ! Rien 
^ ne lui échappe, soit, pour établir la justesse de ses procédés, soit pour renverser les 

Glairaat en coodat les suÎTantes : 

m.dr^n.dt'h^-^ ^'^ at^*9 m.ds'^n.du-^g.dy ^i btky 
m{sdr — rdt) -+- n(udt^uUt) -f- gifdx — xdy) = odz , 
m,n q,m g.n ^ m{ih*-^ds*) -^ n[dt* ^ du*) '^q{dx* -^âr*) 
'^"^^•"''■3^"^^=; ' "—dT- ^' 

les lettres a, &, «, / désignant des constantes arbitraires. 
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f» moyens qti*{l s^est proposé de combattre. Ici il déploie cette ricLesde de calcul qni 
1» fait admirer le grand géomètre; là il répand ces considérations neuyes et fortes qui 
9» aononoent le métaphysicien profond ; il étend , il rectifie les points de Tue , il en 
91 présente de nonveanx. C'est un esprit plein de ce qu'il traite , qni est maître de sa 
91 matière ; il ne fait grâce à ancnn de ces principes que les mathématicieins noos ont 
9» transmis sans prenyes , et que nous avons reçus sans examen, n 

Le quatoizîème Mémoire a pour ob^et la théorie de la Lune ; il y donne de nomreile» 
tables de cet astre, que G)usin arait calculées sous sa directiott ; il y joint des considéra- 
tions intéressantes sur les méthodes, et n'épargne pas celle de Clairaut. Ces troisièmes tables, 
nn peuplas exactes que les précédentes, n'ont guères été plus utiles , et cela a tenu proba- 
blement à ce que d'Alembert n'a pas eu la patience d'en fixer les coef&ciens par les obser^ 
irations. Clairaut répondit à ses reproches par une lettre ( Journ. desSav., déc. 1761) où il 
dit qu'il avait été d'aboid Qatté de voir qne l'examen de sa méthode occupât tant de place 
dans les deux premiers vohnnes des Recherches , sans qu'il y fut nommé ; il avoue que l'ir'- 
ritation que lui avaient causée les nouveaux procédés de son rival l'avait peut-être fait 
aller un peu trop loin dans sa Réponse; mais il s'étonne de voir d'Alembert persister si 
long-temps à examiner et disséquer toute sa théorie , et a faire ressortir la sienne avec 1'»- 
vantage qne lui donne la connaissance approfondie qn'il en a^ tandis qu'il n'apprécie qu'in» 
iDomplètement celle de son rival, a Puisque M« d'Alembert, dit -il en terminant, ne se sent 
9» pas assez de patience pour faire les calcuk nécessaires i la construction de bonnes 
9) tables, qu'il veuille bien laisser tranquilles ceux qui ont le courage de l'entreprendre. 91 

D'Alembert répliqua dans le Journ, EncycL du i5 février 176a, en renouvelant tous FmdeU dî*- 
«es précédens reproches, et mettant sur des coopéiateurs subalternes une grande partie raôtct de d'i^ 
dn mérite des calculs de Clairaut. Ce1ui-<d inséra dans \e Journal des Savons de }uîn de la iembert. 
même année , un article qui porte l'empreinte d'tm homme fatigué d'une contestation 
contraire à son caractère naturellement doux et modeste, mais qui a de la peine à prendra 
son parti des attaques dirigées publiquement contre ses productions, et qui craint àù 
fournir, par son silence, des armes i un adversaire aigri. Il montre comment on 
peut, parla seule théorie, arriver i l'éqnation de Fellipse mobile approchée , décrite 
par la Lune dans son mouvement troublé. Il cherdie aussi à défendre ses collaborateurs , 
et déclare, en finissant, qu'il est décidé à ne plus continuer cette discussion dans lee 
Toumaux; qu'il profitera avec reconnaissance des vues utiles que lui donnera d'Alembert, 
mais qu'il ne répondra point à »ea nouveaux reproches : u J'aime mieux, dit-41 , s'il le veut, 
91 lui accorder nne supériorité infinie, que d'être sans cesse à combattre pour les petits 
9) domaines de nos amours propres, rt Nous verrons dans la suite que d'Alembert n'aban- 
donna pas sitdt la partie. 

Fontaine avait aussi attaqué assez brusquement Clairant, peu de mois auparavant Objecdontde 
(Journ. des Sav.y févr. 1 76a), dans une production ayant pour titre : Doutes sur la méthode £**^hode" d« 
de3f. Clairaut f pour déterminer le mouvement de la Lune autour de la Terre. Se$ ob- Clairaut, être» 
fections portaient sur ce qne Qancant, pour faire disparaître 1^ tenoe en cos v, était ^°°** « cew- 
obligé de limiter mal à propos une des constantes de l'intégration , et sur ce que son 
équation ne donnait, pour l'orbite de la Lune, qu'un cercle > lorsqu'on y substituait dans 

fi avant l'intégration, pour - sa valeur approchée de la forme «-f-^'^<>9 f*^? ^^ qu'on 
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y fabait abstraction de la force du Soleil. Clairaut lui répondit dans le n* de mai mîvaiit : 
*t Je ne crois pat, dit-il, pouvoir mieux reconnaître la peine que s'est donnée un ad^ 
i> yersaire dont je fais autant de cas que M. Fontaine , d'examiner une partie de mon 
I» travail, qu'en prenant celle de suivre pas à pas tous les argumens qui lui ont paru 

n infirmer les conclusions que j!en ai tirées On sait que la détermination des consr- 

19 tantes provenant de l'intégration de l'équation différentielle d'une certaine classe de 
w courbes, sert à spécifier la courbe particulière que l'on considère, et qu'on est sûr 
» d'avoir trouvé la véritable équation de la courbe, lorsque sa substitution dans l'équa* 
I» tion différentielle fait évanouir tous les termes, quand la solution est rigoureuse, 
9 ou qu'elle n'en laisse que de très petits, quand elle n'est qu'approchée.... C'est ce 
f> dernier cas qui se présente ici ; et comme l'équation ne serait pas résolue s'il y restait 

V un terme en cos v , la limitation de la constante qu'il a pour coefficient est néces- 

V saire. n II attribue cette surabondance de termes à ce que la solution renferme tous 
les cas d'une classe de courbes dont on ne veut prendre qu'une seule en particulier. Il 
montre aussi que le second reproche de Fontaine tient uniquement à la manière dont 
xelni-ci a intégré ; car ayant, avant l'intégration, déterminé la valeur de Q qui dépend des 
&rces perturbatrices , lorsque ces forces sont nulles , la solution n'a plus lieu , pui»« 
qu'on ne peut rien substituer dans la quantité Q, qui est égale à zéro ; tandis que Clairaut 
laissant les termes en Q distincts et indéterminés, obtient séparément et indépendam* 
ment de <2 l'équation de la section conique , qui ne devient celle d'un cercle qu'en 
limitant à dessein la vitesse et la direction au point où l'orbite coupe l'axe. 

a« tWoriede ^^"^ arrivons au dernier ouvrage de Clairaut, qu'il publia, en 1760, sous le titre de 
la Lune , de Théorie de la Lune , déduite du seul principe de t attraction , et qui renferme (en un volume 
'""^ de 161 pages in-4^} une deuxième édition de sa pièce couronnée en 1751 , le résultat de 

ses recherches postérieures, et les nouvelles tables auxquelles elles l'avaient conduit. Quoi- 
que cet ouvrage soit â peu près le seul du même auteur qu'on connaisse et qu'on lise 
maintenant sur ce sujet, le compte que nous avons rendu delà marche progressive de ses 
travaux ne nous labse presque plus rien à dire de celui-ci. Clairaut n'y donne pas plus que 
dans les précédens , le détail des opérations numériques par lesquelles il est parvenu à son 
. expression du lieu de la Lune ; il fait quelques petites corrections à celle de la parallaxe ho- 
rizontale ; il ne change rien à celle qu'il avait d'abord trouvée pour le nœud et l'inclinaison; 
mais il abrège encore le calcul des tables qui s'y rapportent, après s'être aperçu que la rela^i- 
tion qu'il avait déjà remarquée pour les petites équations , avait également lieu dans les 
trois pluj grandes. Des quinze équations qu'il avait d'abord pour le lieu du nœud, il 
n'en garde plus que deux; il détermine directement la réduction à l'écliptique par de 
très petites équations ; et quant à la latitude , après l'avoir calculée à peu près d'une ma- 
nière analogue, il la corrige au moyen de quatre autres tables dont trois sont à double entrée, 
et il reconnaît (p. 101) que ce n'est qu'après avoir vu les tables de Mayer qu'il a pensé à 
pousser plus loin l'abréviation du calcul qu'il ne l'avait fait en i754*Enfin, il ajoute à ses qua- 
rante-une tables, calculées pour l'intervalle de 1766 à 1776, de manière à en rendre toutes 
• les équations positives , la comparaison des lieux obtenus parleur moyen avec les observa** 
fions que Lacaille lui avait données d'abord , et avec environ quatre-vingts autres lieux de 
la Lune observés par Bradley. Les erreurs en longitude ne s'élèvent jamais à plus de 1'^, 
ce qui fait voir que ces t4bles peuvent servir 4 déterminer la longitude en mer, à | de 
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^e^js près, a Malgré tontes les peines que j'ai prises (dit-il dans son Ayertissement) pour 
n perfectionner les résultats de ma théorie^ ils*en faut bien que je fixe au terme où je suis 
n arrivé tous les secours que la navigation peut retirer des recherches de cette nature. 
D H y a déjà quelques années que j*ai commencé la fatigante entreprise de refaire tous les 
1» calculs avec plus d'uniformité et de rigueur « et j'aurai peut-être le courage de l'achever 
V quelque jour... » La mort devait anéantir ce projet, en enlevant cette même année > à 
l'âge de cinquante-deux ans , le géomètre précoce et distingué qui l'avait conçu , et qui , 
après avoir lu , dès l'âge de douze ans et huit mois , un Mémoire à l'Académie , et j 
être entré à dix-huit ans (ce qui ne s'était jamais vu) , promettait encore de grandes choses 
après une carrière déjà si brillante. On lit avec intérêt son éloge par M. de Fouchy (Hist. 
Acad.y 1765J, et celui qu'en a fait Bailly> dans le troisième Discours du tome III de 
son Histoire de l'Astronomie moderne^ 



CHAPITRE VIL 

, Tables et Théorie de la Lunej de Mayer. 

jLl est rare de voir ceux qui ont fait une découverte profiter de tous les avantages qu'elle fts TaUet 
présente. Après que des hommes de génie ont signalé un point de vue nouveau , ils ^^1^* 
laissent ordinairement à d'antres le soin d'appliquer le talent dont ils sont doués à cette 
invfflition ; non plus pour la faire naître , mais pour en simplifier l'application , et pour 
en tirer tout le parti possible. C'est ainsi que, par la division du travail et la transmis- 
sion successive des elForts de chacun , on parvient à surmonter des difficultés qu'il eût été 
presque impossible de franchir toutes à la fois. 

On peut observer cette gradation dans le sujet qui nous occupe. Newton ^ dans ^e^ 
sublimes recherches , avait ébauché le problème des trois corps; Euler, Clairaut et 
d'Alembert , l'avaient résolu les premiers d'une manière générale , en géomètres con- 
sommés; mais il était réservé à un homme, à la fois géomètre et astronome , de profiter 
avec succès des travaux de ses prédécesseurs et de ses contemporains , de prendre l'ana- 
lyse pour guide, l'observation pour régulateur, et de construire le premier des tables 
utiles à la navigation. Cet homme fut Tobie Mayer, dont les premières Tables de la Lune 
parurent en 1763, dans le tom. II des Mém. de la Soc. roy. de Cottingue. Il les 
compara, dans le tome III, avec les observations; et sur iSq, dont il fit usage, il 
n'en trouva aucune qui s'écartât du calcul jusqu'à a^ Il annonça avoir dressé ser 
tables par une méthode particulière, qu'il trouva trop long d'expliquer. Clairaut disait 
à ce sujet {Th. L., p. loa) : a J'ai lieu de croire qu'il ^s'est servi de la méthode de 
V M. Euler, dont il a rectifié les élémens par les observations, et dont il a tiré un 
7> parti singulier, en pensant à ne faire usage des grandes équations qu'après avoir corrigé 
» le lieu moyen par les plus petites, m II accusa cependant, ainsi que d'Alembert, les 
équations du nœud et de l'inclinaison, employées par Mayer, de n'être pas assez exactes, 
et les latitudes qu'elles servaient à calculer, de s'écarter notablement des observations ; 
ce dernier ajoutait : que ce qui devait jeter du doute sur la précision des Tables de 
Mayer I c'e^t quelles n'étaient pas meilleures ^uxsyzygie^ qu'ailleurs i tandis que cela 

9 
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devait être; il ne lui accordait quelque mérite que sur les points où il était parrenn an 
mêmes quantités que lui> et rappelait qu'on avait d'abord cm que les Tables de Newton 
ne différaient des obsenrations que de s', tandb qu'on avait trouvé depuis, que l'errettr 
moyenne j montait au moins à 5' : oe qui faisait voir qu'il fallait un nombre prodigieux 
d'observations pour apprécier sûrement de nouvelles tables de la Lune. Celles de Mayer 
sortirent victorieuses de cette épreuve , puisque l'eieamen et l'usage ne firent que confirmer 
leur bonté auprès des astronomes. Dans l'intervalle, l'auteur continua à les perfec- 
tionner, soit en calculant plus exactement les résultats de la théorie , soit en les ajustant 
avec les observations de Bradley. 
Prix relatif Dès l'année 1714, le Parlement d'Angleterre avait passé un acte par lequel il assurait 
prop^i^^An- ^^»^^^ livres steriing à celui qui indiquerait une méthode pour trouver la longitude sur 
aleterre. mer , i un demi degré près. Clairaut avait aspiré à remporter ce prix par se» derniers 

travaux et par ceux qu'il méditait. Mayer, pour y concourir, envoya à Londres, en 
1755, ses secondes tables et sa théorie; mais cet habile astronome n'eut pas plus que 
Clairaut l'avantage de jouir de la récompense de st» grands travaux, et après avoir 
encore introduit de nouveaux peifectionoemens dans ses tables, il mourut en 176a, à 
l'âge de trente-neuf ans. Sa veuve envoya , l'année survante, an Bureau des Longitude» 
anglais, les dernières tables de son mari, mises en ordre par Kœstner. Déjà firadley, au-« 
quel on avait confié les précédentes, avait reconnu, tant par onze cents observations 
faites à Greenvich , que par d'autres faites en mer avec le sextant nouvellement inventé 
par Hadley et perfectionné par Mayer, que l'erreur de ces tables n'excédait pas 1'; 
Maskeline, de retour de l'île de Sainte -Hélène, avait confirmé leur utilité dans les 
Mayer en rem- voyages sur mer. Le Bureau des Longitudes décida en conséquence, le 9 février 1765 > 
Se'^prb^ sa^*^' qu'on enverrait à la veuve de Mayer la somme de 3,ooo livres sterlings, et en accorda, 
mort. dans le même temps , une bien plus forte à Harrison , auquel on devait l'idée des- 

montres marines à balanciers compensateurs . Cette Commission publia à Londres, en 1767, 
la théorie de Mayer écrite en latin > mais les tables de cet astronome^ quoique imprimées* 
alors, ne parurent qu'en 1770, par les soins de Maskeline. 
Théorie de la La théorie de la Lune, de Mayer, est l'une des pins élégantes et des plus exactes qui 
LunedeMaycr. ^j^^^ p^j^ L'auteur n'y est pas entré dans le détail de toutes ses opérations, et il s'est 
contenté de montrer leur marche et leurs résultats, u Ce n'est pas (dît-il dans sa préface) 
9) pour démontrer l'exactitude et la vérité de mes taUes lunaires , que j'expose ici lar 
9) méthode que }'ai employée à la recherche des inégalités du mouvement de la Lune 
11 par la théorie; car celle - ci a f inconvénient de ne pouvoir donner certaines iné-^ 
« galités qu'en poussant le calcul beaucoup plus loin que je n'ai eu la patience 
T de le faire ; mais c'est pour faire voir du moins qu'on ne peut tirer de la tbéo-^ 
9» rie aucun argument contre la bonté de rats tables. Cela suit évidemment de 00- 
» que les inégalités que Ton trouve dans ces tables , corrigées et as^ujéties à un grand 
1» nombre d'observations, ne diffèrent presque famai» de plus d'une \ minute de cellea^ 
3> qui sont tirées de la seule théorie ; ce qui montre suffisamment, d'un côté que les erreurs* 
D viennent plutôt du calcul analytique que des tables , et de Tautre , que la loi de l'at- 
Rapports de ^ fr^^ction newtouîeune s'accorde avec les cbserrations , même dans les plus petita^ 
cette thëone y» détails. )) Il a pris pour base la théorie de la Lune d'Euler, de 1 753 , et il convient 
ijvtfece ^'luiHDAéme qpe ses équation» fondamentales du mouvement sont^ à très peu de ehot# 
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lires » 1«9 mimes qae celles d'Evier. H exprime les forces d'une manière semblable y con* 
ridère comme lui l'orbite projetée, et prend aussi d'abord pour yariable indépendapte , 
le moyen mouvement q de la Lune. U désigne par X , Y , Z les trois composantes 
rectAii^Uires des forces qui agissent snr elle; par x VinrezBe du rapport de la distance 
accourpit an i grand axe; par f la longitude; l'intégration de la seconde équation lut 

donne : —j- = e — / — 2. ; il désigne alors, ainsi qu'Euler, par une lettre P, le deuxième 

terme du second membre; il suppose, pour simplifier, ex^dcf = 0^ , et regardant dè^lors 

Télémeut dp comme constant , il réduit la première équation du mouTement à exprimer 

d*x 

■j-r- + X, en fonction de X et de 'P. 

. La troisième équation renferme 1a différentielle seconde de la tangente de la latitude pip^^nbâuS.* 

ide la Lune, divisée par x^ Majer remarque qu'au lieu de la décomposer, ainsi qn'Eukr, 

«n deux autres qui lui donnent le lien du neend et la variation de l'indinaison » il est 

bien plus simple de l'employer à la détermination directe de la latitude, puisque, d'après 

le premier procédé , iion-«eulement le travail est doublé , mais les tables auxquelles il 

coudait sont moins conformes à l'usage astronomique, il transforme donc cette équation 

de manière i lui donner la foruM la plus commode , et à y faire entrer tang/ précisé-* 

ment de la mèm« manière que x entre dans la première, ce qui ramène la résolution da 

cette équation au même procédé qu'il doit employer pour celle de l'antre. (^) 

Mayer commence par Tintégcation des deux preaûènes formules qui donnent d^x et Intégration 
dP, Pour y parvenir, il a recours au même procédé qu'Euler, c'est-à-dire aux séries ij j^JJ^^ 
indéterminées , avec ces différences cependant qu'il ne sépare point comme lui les iné- 
galités en différentes claeses eonsidécées à part ; qu'au lieu de prendre pour P un déve<* 

dP 

loppe'ment en fonction des cos. des multiples de p, il en prend un pour •^, en fonction 

des an. des mêmes angles ; enfin , <pi'il suppose les multiples de p indéterminés comme 
Jes coefficiens de leurs sin. et cos. Pour lé^timer ces soppositioBs , il suffit d'observer 

{*) Les ^fttaUoas employa par M»yer sont (vojrez nou 6> $ 4)» ^^ «nppotaat «Km dp H dq Ik n^ 

UtlOQ ^ := 9 

dp ex* 

* dp* e*x* e e* ^ ' dp ex* * 

^. d'itttn^i) , , , (Z — X) , iPtMig/ , P»tang/ 
(3)... o 1:= -^^ + uogi + i--_i taDg^ -JL ^,__J!L; 

4b seconde éimi imtfgrfe , sert ensaîie à àélietmmtr d^ sa mtijem de P^vacloB -rr- =z i — ^ ^« 

ap # 

f 
Les valeurs des composantes X, Y, Z sont {voyez note 4 9 S 4)» ^^ faisant f/= -» 

X « ^»-eorf»/-. ^, <i -hSeos^.)- ^ (3cos, + 5cos3.), 

n étant le rapport des moyens DonTemens , -^ la distance da Soleil k la Terre , ir le rapport des pa- 
rallaxes, SI Tangue dVIongatîon, et^ k^DapAiC^ " 1 (&X"t ' i * 
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que l'introduction d*une nouyelle yariable indépendante p (qui est artificielle pour aln^î 
dire 9 et n'est représentée par rien dans la nature) dans la première équation en x, qui 
est différentielle du second ordre, et dont les termes principaux sont linéaires , indique 
que son intégrale doit être exprimée par une suite de cos. des multiples de p ; et comme 
P et son carré entrent dans cette équation » il faut que la valeur de P soit réductible 
aussi à une suite de cos. des multiples dep, et par conséquent que sa différentielle , prise 
par rapport kp, s'exprime par une série de sin. des mêmes angles, qui devra satisfaire de 
plus à la seconde équation. On verra d'ailleurs à posteriori , comme le remarque Mayer, 
que ces suppositions s'accordent avec la nature du problème, puisque les équations diffé^ 
rentielles qui l'expriment suffiront pour déterminer toutes les quantités arbitraires , et 
qu'aucun terme, différent de ceux de la forme A cos«;7 ou a siui^, n'y sera introduit, 
ainsi qu'on le vérifiera par la résolution de ces équations. 

La raison qui a dû le porter à prendre d'abord des multiples arbitraires an lieu de 
multiples connus^ c'est que n'ayant pas , comme £uler, développé les secondes parties de 
ses équations différentielles avant de prendre les valeurs indéterminées de x etde dP, il 
ne pouvait pas connaître d'avance quels seraient les multiples déterminés qui y seraient 
introduits , et quels seraient ceux qui devraient par conséquent entrer aussi dans les inté- 
grales de ces équations. D'un autre côté, l'arbitraire laissé aux multiples de p, avait un 
avantage marqué sous le rapport de la plus grande simplicité qu'il permettait de donner 
aux formules. En effet , au lieu de prendre, comme Euler, pour les valeurs cherchées ^ 
des développement composés d'autant de termes qu'on veut en déterminer , Mayer sub- 

dP 

H'J • J 8titue pour i — x et pour -r-, des séries dont il lui suffit de considérer trois termes (*); 

à des fonctions QO^iB veiTons ensuite que le premier de ces tenues n'est même pas arbitraire, et comment 
de ;? seulement, jgg i^nx autres ont pu lui suffire pour la détermination des coefficiens de' tous les 
termes qui entrent en si grand nombre dans Tes valeurs définitives. 

Après avoir adopté pour x et pour. le coefficient différentiel de P ces valeurs indé^ 
terminées, il lui reste à développer les termes des équations différentielles qui proviennent 
des forces perturbatrices. Ces termes sont exprimés par des fonctions des puissances de 
P et des rayons vecteurs jp et y de la Lune et du Soleil , des sin. et cos. des multiples de 
l'élongation «, enfin du cos. de la latitude /, et il s'agit de les réduire à des fonctions 
périodiques de la seule variable p. 

Pour y parvenir, Mayer commence d'abord par remarquer que les termes dont il 
s'agit étant affectés pour la plupart du facteur n^, qui est fort petit, puisqu'il désigne le 
carré du rapport des moyens mouvemens du Soleil et de la Lune , on peut en général 
se borner, dans leurs valeurs , aux secondes puissances des coefficiens indéterminés ou à 
leurs produits deux à deux ; et il ne conserve dans les termes du troisième ordre que 
ceux qui sont multipliés par A^, A représentant le premier et le plus grand des coefficiens 
de la valeur de x. Il développe alors les puissances de cette varîiable en cosinus d'arcs 
multiples ; prenant ensuite pour y sa valeur dans le cas du mouvement elliptique, en 
fonction de Texcentricité t et de l'anomalie vraie s du Soleil , il obtient aussi la valeur' 

(^ ) SKTOîr : I — jr == A coi «tp ■+. B cos C/> -h C cos >;> -4- etc. , 

dp 

2" =s « Wkm^ 'jr b ûnCp 'h € nh %p -^ ctc«i- 
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de i en iFonction de Vanomalie moyenne nq} et comme Tintégration de FéquatioU 
entre dg et dp donne q en fonction dep et dessin, des multiples dep^ il obtient pat 
là les expressions de lu; et de j , d'où il déduit la valeur de y et de ses puissances y en 
fonction dep et des cos. des multiples de p^ en négligeant les puissances de i supérieures 
i la seconde (*). 

L'intégrale de la valeur supposée pour rfP, prise sans ajouter de constante et substituée "^ 

pour P dans l'expression de d^, lui donne ^ en intégrant de nouveau (ce qui introduit 
comme diviseurs les carrés des multiples de p ) , la valeur de f en p ; et comme il con— 
naît déjà celle de s, il ne lui reste plus qu'à les retrancher l'une de l'autre pour obtenir 
celle de •, dont le premier terme est rp , en supposant r= i — '•i» (**). On peut en 
déduire facilement les valeurs cherchées des sin. et cos. des multiples de at. 

EnEn^ quant à l'expression de /, dont le cos. entre dans la première équation, il faudrait 
à la rigueur, pour la connaître, avoir déjà résolu la troisième, qui sert à déterminer tang /; 
mais comme il suffit d'une valeur approchée, Mayer prend pour cet effet le résultat d'une 
première opération qui lui donne cos / en fonction des cos. des angles np^ rp, ip, tip, et 
de leurs multiples , affectés de coefEciens numériques ; « désignant le rapport du mou- 
vement dé l'anomalie de la Lune au mouvement de sa longitude , et i le rapport du 
mouvement de la Lune à partir de son nœud, à son mouvement en longitude. 

11 ne s*agît plus que de substituer toutes ces valeurs dans les deux premières équations ponne det 

différentielles, d'y mettre aussi pour -j-r + x et ->^ leurs expressions tirées de celles toutes les suIk 

^P ^P stitatioDi. 

qu*on a supposées , et de réunir tous les termes semblables en les ordonnant. Ces opéra-* 

tions exigent les calculs les plus laborieux, et Mayer se contente d'en donner le résultat, 

qui consiste , pour la première équation , en une suite de cosinus de cent vingt -deux 

{*) On a, en snpposani Torbîte du Sokii ellipticpie, 

I— •• , 54* . 

y := — , # rs 117 — ai sin n^ + -7- «n mq 5 

or, réqnation dqr=z -^ donne, ed y mettant pour a: sa yaleui précédente, déterminant la constante a 
par la condition que la somme des coefficiens de dp soit ëgale & i , et intégrant, 

9 = '^ + 15 ""'^ "^ ■& ""* ''■4;^ "° î»*P -*-j;^^^«n(«d=Op ^-etc. 

On lire de là la valeur de nq et celle de «, d^oii Ton déduit, pour *-^ , par exemple, une expression 
de la fqi-me 

I . 3 • 3An« /• , N . 3Biti ,^ . 

— =s I + - •» — 3f cosRp^ — — cos(< -f-»)p + -rs- cos(C— n)/> -f- etc. 

(*♦) L'intégrale de la taleur de j- est P sâs cos «tp -^ ^ cos C/r cos 7^ ; relation. . . . ^* 

^ s= I — ordonne 9 en y mettant pour P cette valeur, et intégrant, 

dp c 

d'où Ton tire 

... , V ' M . 3A«n . 3AB» . , . -, 
» = f — * = rf> -f- fl sm «p 4» o «n C/> + etc. — -7 — sm ^ctp ^p^ sm («db C)p — etc. , 

nIeuT où r= I *-R> et ok a, i, etc., désignent des coeflkiens composés de plusieurs termes* ' 
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multiples difFéress de p^ et pour la seconde^ en une série de sinua compreQAntsoixante-buit 
de ces multiples de p. 

On peut distinguer dans chacune d'elles trois «spèces de termes , d*après la nature 
des multiples de p et celle des coefficiens. La première espèce comprend ceux où les 
multiples sont «, ff, y , on leurs composés «-|-ff, « + C-|-y, y — aC, etc., et dont les 
coefEciens contieiment un ou plusieurs ternes qui ont tons en facteur l'une des lettres 
A , B y G ^ a , # , etc. La seconde espèce se compose des termes où les mnltiples sont 
mixtes^ c'est-à-dire sont le résultat de la combinaison des multiples connus arec le» 
multiples indéterminés; tels sont 22r + «> flr+ 5Jy, ar + C-f-y» a»' + n+y> etc.;leur» 
coefficiens aont à la fois composés de fonctions des seuls élémens y ou de fonctions des 
élémens et des indéterminées. En&n les termes de la troisième espèce ne renferment que 
des multiples connus, tels que n, f , r et leurs composés; leurs coefficiens sont des 
nombres ou de simples fonctions des élémens connus. Le multiple « entre dans la pre- 
mière équation, soit dans les termes de la première, soit dans ceux de la troîsièniA 
espèce ; il se trouye introduit dans ceux de la première par les valeors indéterminées 
supposées pour x et pour P, et dans ceux de la trobième par la valeur approchée enbs^ 
tituée pour cos / , en supposant alors « connu , et son cos. affecté d*nn coefficient numé- 
rique. Ainsi ^ la symétrie qui existe d'ailleurs partout dans la manière dont entrent las 
lettres A, B , C , «, C, y, tf , &, c , est dérangée en ce point dans la première équation 
par l'introduction de cette dernière valeur. 

« n faut remarquer , dit Mayer , que Tun des coefficiens de la valeur de x , par exemple 
rt A, n'est pas déterminé par ces équations ; et cela tient i la nature même du problème , 
n car on /.suppose que l'excentricité de l'orbite lunaire, en tant qu'elle ne dépend pat 
9) de l'action des forces, est connue, n D'après cela il représente par A cette excentricité, 
le multiple « du terme correspondant désigne alors le mouveaieat de l'anomalie moyenne , 
et 1 — « le mouvement de l'apogée lunaire ; sa valeur doit être déterminée par le pre- 
mier terme de la première équation , qui lui sert à vérifier sur ce point l'accord de la 
théorie avec les observations, et il suppose « connu dans tous les autres termes. Il donne 
les valeurs en nombres des élémens n, «, r, i, r> A, t, qui doivent être substituées 
dans les coefficiens où ils entrent; et comme « est regardé maintenant comme connu, il 
ne demeure plus alors dans les équations qne deux multiples arbitraires C et y combinés 
de diverses manières , et il lui retfte à déterminer, an moy^n de ces équations , tant les 
multiples que lés coefficiens de tous les termes des valeurs définitives. 
Détermînatîon « Ce serait , dit-il , une chose longue , fastidieuse et difficile, à moins d'exposer tous les 
a^ aJcfficiaQi!' ^ calculs , que de montrer comment je suis parvenu à la détermination cherchée. Je ne vois 
1) pas cependant qne cette méthode ait rien de nouveau y si ce n'est sa longueur , et elle ne 
Tft diffère point du procédé ordinaire pour fixer les valeurs des quantités indéterminées , 
V connu de tous ceux qui se sont le moins du monde occupés de l'analyse moderne. Il me 
n suffira donc de poser les valeurs des quantités A , B , C , etc. , Oy b , c , etc. , telles 
7) que je les ai obtenues après beaucoup de soins et d'attentions, en répétant souvent trois 
Y> ou quatre fois le même calcul...?) On doit regretter que Mayernesoit pas entré dans 
quelques détails de plus sur toutes ces opérations , que la complication de ses équations 
rend d'abord assez difficiles à se représenter. Nous allons cependant, d'après quelques 
indications qu'on peut tirer de ses calculs préliminaires et de l'inspection de ses formules , 
hasarder quelques conjectures sur la manière dont il a pu s'y prendre. 
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Pouf que les Taleurs supposées aux variables xet V soient les térîtaUes infégfdes des 
équations différentielles , il faut qu'elles satisfassent à ces équations ou qu'elles les rendent 
identiques après qu'on y a fait , de part et d'autre > toutes les substitutions ; il faut donc 
que les coefficiens des sin. ou cos. de chaque multiple différent de p qui y entre ^ se dé* 
tniisent séparément. Or, nous venons de voir qu'il s'y trouvait des sin. ou cos. de mul- 
tiples connus qui avaient pour coefficiens des nombres ou des fonctions dés élémens qui 
ne se réduisaient point à zérOr On doit conclure de là que pour que le» équations soient 
satisfaites , il faut profiter de l'arbitraire laissé aux multiples Cet y pour égaler les termes 
qui les contiennent à cbacun des sin. ou cos. des multiples ct>nnUs , et déterminer ensuite 
leurs coeffi.ciens en égalant à zéro la somme de ceux qui multiplient cbaque fonction pé- 
riodique. Autant il se trouve de multiple» de /y déjà connus dans les équations identiques ^ 
autant il doit a* en trouver aussi dans les valeurs définitive» de x et de P> et autant il doit 
y avoir d'équations de condition pour déterviiner leurs coefficiens. 

Si l'on avait supposé^ès le commencement les développemens de jr et de P composé» 
d'autant de termes indéterminés qu'on veut en obtenir, fl suffirait alors d'égaler respective- 
ment chaque multiple indéterminé à un multiple connu; mais l'énorme complication qui 
résulterait des substitutions de ce grand nombre de termes qui se combineraient dans les 
équations trois à trois, quatre à quatre , etc. , ne serait rachetée par aucun avantage lors- 
qu'on ne veut conserver, ainsi que le fait Mayer , que les combinaisons deux à deux de» 
multiples et des coefficiens. H lui suffit alors de deux termes dans chaque valeur, savoir ^ 
B cosCp^ C cosyp dans celle de t-^x;b sinCp, c sïnyp dans celle du coefficient différen- 
tiel de P, pour les exprimer tous, en prenant successivement pour ff et y tous les multiples 
qui doivent entrer dans les valeurs définitives ; c'est en effet ce qu'on lui voit faire, p. 35 
de sa Théorie , où il calcule les valeurs numériques qu'ont, dans chacun de ces divers cas , 
les log. des quantités C»— /% y»— y^, qui multiplient B et C dans les coefficiens des 
termes de la première formule en cosCp, cos y/7. Par ce procédé ingénieux, les développe- 
mens sont , dès le commencement, bornés au second ordre ; il ne s'y trouve aucun terme 
inutile, et la symétrie avec laquelle ces lettres indéterminées entrent dans les formules, 
les rend propres à représenter également tous les coefficiens et les multiples qu'on veut. 
Supposons par exemple qu'on cherche l'équation de condition qui doit provenir du 
terme en cos «rp-, désignons par L son coefficient indéterminé, parM, N^P, etc., ceux 
des cos. dont les multiples sontar — «, 4r,ar—n, etc.; si Ton fait C=flr, ce qui 
entraine B = L , qu'on prenne successivement pour y tous les multiples de p qui réduisent à 
Mrp les angles mixtes où se trouvent à la fois y et des multiples connus , en exceptant cepen- 
dant ar et «I, puisque ce dernier entre déjà dans les formules, et qu'on remplace aussi C 
par les lettres correspondantes ; on verra que la valeur y = 2rp — «, réduisant à arp l'angle 
(« +y) p dont le cos. entre dans la formule, produit un terme de l'espèce de ceux 
que l'on considère, et dans le coefficient duquel il faudra faire B = L, C = M. Il en 
sera de même de la valeur y = 4r, par rapport à Tangle (ar — y) p, et de la valeur 
1t=^f^r^npar rapport à l'angle ( n + y) p ; il faudra donc remplacer , dans le» coeffi- 
ciens des COS. de ces angles , les lettres B et C par L et N dans le premier cas , L et P 
dans le second, et ainsi de suite. Lorsqu'on aura épuisé toutes les combinaisons pos- 
sibles qui peuvent amener l'angle arp, il ne restera plus qu'à ajouter , avec leurs signes, 
tous les coefficiens de son COS., et à égaler leur somme à zéro pour avoir l'équation de 
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condition cherchée ; on continuera ainsi à calculer ces équationâ une à une, jusqn'i ce 
qu'on ait successivement donné à C toutes les valeurs des multiples de p qui doivent se 
trouver dans x, et on appliquera le même procédé à la seconde formule. 

n faut remarquer cependant qu'il peut y avoir dans les valeurs définitives de x et de P 
des termes en multiples connus qui ne se trouvent pas dans les formules posées 
par Mayer, et réciproquement. Ainsi, la première formule contient cinquante-cinq mul«« 
tiples déterminés , la seconde n'en renferme que trente, et cependant les deux valeurs 
définitives en contiennent, à une unité près, le même nombre l'une que l'autre. Les termes 
dont les multiples sont 4^+^ et 4r— « y par exemple, n'entrent que dans les valeurs défi- 
nitives, et ceux en ( ar — 40 P> (4''— ^ 21) P i^e se rencontrent que dans les formules. 
Cela tient probablement à ce que, dans le premier cas , ces termes sont produits par des 
combinaisons qui introduisent de nouveaux multiples ; ainsi, la valeur C= qt réduisant 
à4r— «, 4''+«t les multiples ar — «-|-C, ar + « + C, indique qu'il pourrait se trouver 
des termes semblables dans la valeur de x, où l'on est conduit par là à en supposer de 
tels , affectés de certains coefficiens qu'on détermine ensuite par le même procédé que 
celui dont on a fait usage pour les autres. 

Il devrait se rencontrer d'après cela, dans x et dans P, un bien plus grand nombre de termes 
qu'il ne s'en trouve dans les formules, si la petitesse de leurs coefficiens n'autorisait pas à les 
négliger leplus souvent. Ce sont ces mêmes considérations sur l'ordre et la petitesse des termes 
qui permettent d'en omettre , dans les valeurs de x et de P, quelques-uns qui existent dans 
les formules , et qui servent aussi à réduire considérablement le calcul de l'élimination des 
coefficiens , dont la complication serait effrayante, si l'on ne pouvait y appliquer des pro» 
cédés d'approximation successive ; ainsi , on peut supposer que Mayer a été guidé par le 
résultat d'une première opération qui lui indiquait quels étaient les plus grands termes; qu'il 
n'a introduit d'abord pour C et y que les argumens qui y répondaient, et a déterminé par 
là les coefficiens de ces inégalités d'une manière approchée -, que partant alors de ces pre- 
mières données pour prendre de nouvelles valeurs pour ^ et y, qui servissent à déterminer 
de nouveaux coefficiens plus petits , il est revenu aussi , à plusieurs reprises , sur les déter^ 
minations précédentes, en ayant égard aux diverses combinaisons des argumens, qui repro- 
duisaient les premiers, et en indiquaient d'autres qu'il fallait aussi faire entrer dans le calcul. 
VI d 'fi- •^P'^^^ avoir , sur de simples présomptions, cherché à donner de la méthode de Mayer 
BitîTes des va- une explication peut-être bien imparfaite, il nous reste à indiquer en peu de mots 
dacîfon de tc« 1®^ résultats auxquels sa théorie le conduit. Il obtient pour x une valeur composée 
valeurs à la for- Je quarante-quatre cosinus de multiples différens de p, et pour le coefficient différent 
mode.^"'^**™" tiel de P, une série de sinus de quarante-trois de ces mêmes angles, où sinnp et 
sin a/ip> dont il a trouvé les coefficiens nuls dans l'ordre où il se bornait, sont rem-« 
placés par le sin. de Zmp, dont le cos. n'entre pas dans l'expression de x. Il substitue alors, 
pour les multiples et les coefficiens, leurs valeurs dans les équations obtenues précédemment 
par l'intégration, qui donnent ^ et ^ en fonction de p et des sin. des multiples dep, et tire 
alors de la seconde ^ par le retour des suites , l'expression de p en ^ : ce qui lui fournit en-^ 
suite le moyen d'éliminer de la première l'angle auxiliaire p, et d'obtenir , après des calculs 
très pénibles, la longitude vraie en fonction de la longitude moyenne, des sinus de ses mul- 
tiples , et de ceux des distances angulaires de la Lune au Soleil et à son nœud, u Quoique 
»> pette formule, qui donne les mouvemens vrais par les moyens, soit (dit-il) analogue 
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n àceUedontClairauts'estaerYi pour construire ses Tables^ néanmoins le grand nombre des 
T inégalités qai y entrent , et des tables qu'elles exigeraient, rendrait si pénible le calcul 
D des lieux de la Lune ^ qu'il pourrait rebuter le calculateur le plus patient. J'ai cherché 
rt d'après cela à réduire le nombre des inégalités de cette formule , et j'en suis yenu i 
i> bout en remarquant que plusieurs des inégalités introduites par le mouyement moyen 
^ du Soleil disparaîtraient si l'on employait son mouyement yrai ; que les deux termes 
rt en sin («1 -f- ») 9 et sin ( « — n) q s'éyanouisMiient presqu'en entier^ en appliquant 
D à l'anomalie moyenne de la Lune ttq , ayant d'en conclure l'équation du centre , une 
n équation particulière qui dépend de l'anomalie moyenne du Soleil ng\ enfin ^ que 
n d'autres inégalités étaient diminuées ou même annulées ^ quand on appliquait^ à 
7) cette même anomalie de la Lune^ les petites inégalités de la longitude^ en exceptant 
•n celles qui dépendent des distances rq et iq de la Lune au Soleil et à son nœud, rt II 
ramène par là la formule précédente à la forme la plus commode, et il la réduit à yingt-- 
deux termes , qu'il calcule au moyen de quinze tables dont les argumens sont : d'abord 
les anomalies moyennes du Soleil et de la Lune , puis les distances de la Lune au Soleil 
et à son nœud ^ successiyement corrigées par les premières équations ^ et il néglige un 
grand nombre de termes dont les coefficiens sont très petits. IMayer expose ensuite les 
corrections qu'il a faites à sa formule d'après les obseryations , tant pour en rectifier les 
élémens , que pour déterminer certains termes que la théorie ne peut pas, dit-il , suffi- 
samment faire connaître. Il compare les coefficiens des inégalités , réduits en secondes , 
tels que les donnent la théorie au moyen des élémens corrigés , ayec ceux qu'il a em- 
ployés dans ses tables , après les ayoir assujétis à un grand nombre d'occultations obseryées 
par Bradley, par la méthode des équations de condition que Mayer ayait employée déjà 
dans son Mémoire sur la libration de la Lune, publié en allemand en 1760; il yérifie 
par là que les résultats ne diffèrent que de quelques secondes. La comparaison qu'il fait en- 
suite de l'inégalité qui dépend du sinus de l'élongation, déterminée par la théorie en snpr 
posant la parallaxe du Soleil de 10*%, ayec cette même inégalité déduite des obseryAtions , 
lui montre aussi que cette parallaxe ne doit pas dépasser j'fi ; et comme il se croyait sûr, 
à 5' près, de f inégalité , montant à 1' 55', d'où il la concluait, il en résultait pour lui 
que cette yaleur de la parallaxe ne ponyait différer de la yéritable au-delà de sa yingb* 
quatrième partie. 

Mayer passe alors àla détermination des inégalités de la Lune en latitude, et il y paryient lD<^llt^|i de 
plus facilement qu'à celles de la longitude , mais par le même procédé ; ainsi il suppose pour ^ '^^i^^^ 
tang/ une suite de termes en fonction des sinus de diyers multiples indéterminés de p; il 
«ubstitne cette expression dans la troisième équation différentielle , et y met aussi pour n , 
e, X, y^ •,9retP, leurs yaleurs numériques , en prenant pour le coefficient du premier 
terme la tangente de l'inclinaison moyenne. Il détermine les coefficiens et les multiples in- 
^connus ;ie multiple du premier terme exprime le mouyement moyen de la Lune à partir du 
nœud ascendant ; il le trouye ainsi le même, à 1* près, que celui que donnent les obserya* 
. lions, n obtient ensuite pour tang/ une série composée de 34 termes ; et après ayoir réduit 
cette formule définitiye à la forme la plus commode , il la corrige comme la première par 
les obseryations , en négligeant les termes qui montent à peine à a", de manière à n'ayoir 
. plus besoin que de dix tables pour la calculer. Enfin , quant à la parallaxe , il fait yoir que 
son expression peut être tirée facilement de la yaleur précédente de x , sanç euïrer dans au- 
cun détail sur ce calcul . i o 
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CHAPITRE Vni. 

J^r&tùèr€s recherches sur l'équation séculaire de la Luna, Seconde Théorior 

de ta Lune, d^Euler. 

péconwerie d« il ovs veQ0Q6 de Yojr Mayer montrer 1 par im usage simultaoé de la théorie et de Tob- 
dS moyen mou- swation, que la première est éminemment utile pour déoouTrir la forme de« inéfplités 
▼ement de la aoxquelk^ le mouYemcQt de la Lm^ est soumis» et pomr ea déterminer plusieurs; mai» 
aerratloo^ ^ que la secQsde est le plus souvent préférable pour Ëxer leurs coefiiciens avec précision;, 
il avait à peu près tiré de celle-là tout le parti possible relativement aux inégalités pério- 
diques , et ce n'était plu« guère q^e par une longue suite d'observations exactes , et par 
un emploi judicieux de la métbode des équations de condition^ qu'on pouvait perfeo^ 
liomier sur , ce point le» Tables de la JLune , auxquelles il avait donné la forme la pW 
eonvenaik. Mais il restait encore une question iaqiortante à résoudre > sur laquelle, les 
ob^ervatic^i&ne pouvaient signaler que des eiFets isolés^ aaxis indiquer leur cause ni leur 
toi; je veux parler de V équation séculaire de la Luna^ dont VexpUcation» pas l'attractioa 
aawteaiemiejr devait si long-temps échapper aux recberdies des plus grands géomètres** 
Ki?pW avait, dès l'année iÇoS, élevé des doutes sur l'uniformité des mojens mei^ 
ve«i«M de quelques planètes ; mais ce fut Halley qui s'aperçut le premier de l'accélé^ 
vatioD de ceW de la Lune, en comparant (ainsi que le rapporte Newton^dansun passagp' 
d(e la seconde édition des Principes, qui a été supprimé dans la troisième) des observai 
ti^afii d'écfipites faites à Bj^lone avec celles d'Albategnius et avec celles des modernes ;* 
«aïs il n'est poilit égard à cette accélération dans $e9~ tables. Duntbam et Mayer cxami- 
miaevk de nouveau, ce point important de la tbéorie lunaire. Us essayèrent d'accorder 
ks observations des CbaUéena et des Arabes avec celles des modernes^ en ajoutant aux* 
kngîÉndes moy^nes de la Lune une quantité proportionnelle au carré du nombre des- 
iièdes écoulés depins une certaine époque; bypotbèse que Halley avait déjà faite pour 
les mouvemens de Saturne et de Jupiter^ et qui découlait naturellement .de la supposition 
d'u» aeeroîssemcnt uniforme d» vitesse. Dunthorn admit une éi]uation séculaire de lo' 
j^eer le premier siècle» a partir de 1760 iPhil. Trans. , 1749 )'i Hayer ne la porta qu'à 
j" dans ass premi^s Tables de la Lune», et à g'' dans les dernières , ce qui la faisail: 
jSkoaÊomt 4 i"^ en 2K>oq an»;, d'après la proportion i ; (ao)* :: 9" : x. Enfin Lalandè ^ 
dans un Mémoire présenté à l'Académie en ijSj^ fut conduit» par «ne discussion exactft 
des observations^ à une équation séculaire de g'^j^SS pour le premier siècle. 

L'Académie dee Sciences qui avait j. dès 1760» proposé pour sufet d'un pnx l'altération 
im moyens mouvemens des planètes > et couronné la pièce de Charles Euler» second fils 
du gvamd géomètre de ce nom » prit pour sujet > en 1762 , la résistance de l'étber^ L'abbé 
Bossujt rempovtale prix^ et fit voir qiie s'il y avait dans l'espace où le» planâtes se meuvent 
«aa manière éth^ée» la résistance qu'elle leur of^toserait pourrait cbanger la figan) , la 
jpwideiir et la inAuatàQ» des orbites aprèa un certain noni^e de révolutions « et donner 
ami une e:^iQatiQn 9»tz aaUiîfaiaante de l'équation «éculaire de la Lune«. 
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lyÀlembett 8*étâit d^à occupé {Rech.^ t. Il, p. i65) du m<mtismeiit des planètes Recherches 
éans on fluide résiâtamt^ et doutait àe Texisteiiee de ce fluide ; il êMkdbA en conséquence de d'Alembert 
à la discussion des dîfféreas termes de Téquation de Totbke de la Lune, afin d'y dé^ cS^.*^ ^^^^ 
•couyrir quelque inégalité qui reniOt raison , par la simple tftractioa ^ewtonienne , de 
l'ftcpélératîon de son mouyement. C'est ce qu'il fit dans les Mémoires ^9, 38, 39 , 40f 
4i et 45 de ses Opusc. Mnth. , conteDUs, le preniier dans le t. lY, imprimé en 1768 , les 
quatre sniyans dans le t. V» qui parut la même année, le dernier {donné à F Académie en 
1770 et publié en 1775) dans le t. Yl des OpiUi^uks. Ces Mémoires contiennent des 
techerdies noUTelles et ingénieuses sur quelques autres poiifts de la tbéorie de la Lmne ; 
l'auteur s'y occupe , à plusieurs reprises, de la comparaison des méthodes et de l'examen 
de leurs imperfiections ; il montre les aTantages de celle des coéfficiais indétenmnés ^-«ft cri^ 
tique encore celle de Clairaut plusieurs acnnées après la mort de ce géomètre; il en indique 
une autre dans le Mémoire 29 , fondée sur des différenciations successires , et 4pà neparalt 
guère susceptible d'être appliquée; il propose enfin quelques corrections à faire aux pre- 
mières Tables de Mayer. Après atoîr vainement essayé de trouver, dans Téquation de l'or- 
l>îte , des termes en icos Na on cos kz {voyez p. 4°) qni pussent représenter l'équation sé- 
culaire de la Lune, et fait voir que ceux qui sembleraient devoir la faire naître, en produi- 
raient une phrs grande dans le mouvement de la Terre, ee qui serait contraire nuKobserva*^ 
Hons, il revient aax considérations tirées d'un milieu résistant, en montrant cependant qu'il 
tie peut avoir d'effet sensible sur le mouvement des nœuds et sur TincKnaison, et indique 
aussi la figure non sphérique des deux planètes comme pouvant rendre raison d'une partie de 
relation séculaire » en introduisant un tenue constant sous le signe intégral ^ et un 
ârc de cercle dans Téquation du mouvement. 

L* Acadénrie des Sciences de Paris proposa de nouveau pour stqet du prix de 1 7Ç8, qui fut IV« de rA- 
prorogé à l'année 1770, de perfectionner les méthodes sur lesqneHes estjvnâée lu îhéorîe tjfo ^ la chëonv 
de la Lune , dejftxer par ce moyen celles des équcCtions de ce satellite qui sont encore ^^ ** lff«^- 
incertaines, et d'examiner en particulier si Ton peut rendre raison, par cette théorie, 
de téqualUm séculaire du mouvement de la Lune, Euler, qui avait déji tant de fois été 
-récompensé par cette Académie ^ de travaux qui devaient profiter à tout le monde sarvftnt , 
lui envoya un Mémoire qui remporta le prix , et qui se trouve dans le t. IX des Prix 
de PAcadémie. Mais comme il n'y traitait pas spécialement la question de Féquatipn 
séculaire , et se contentait de conclure , de ce qu'aucune des inégalités que lui don- 
nait sa théorie ne sy rapportait, que l'attraction ne pbuvait servir à l'expliquer, l'A- 
cadémie remit ce sujet au concours pour l'année 177a, et partagea le prix entre une 
pièce de Lagrange intitulée : Essai sur le problème *des trois corps ^ avec l'épigraphe : 
Juvat integros accedere fontes , et un Mémoire qu'Euler avait aussi envoyé sous le titre 
de Kouveihs fecherckes sur le vrai mouvement de la Lune, Ces deux euvrages sont im- 
primés dans le même fome des Prix; le second contenait , avec un petit nombre de ré- 
flexions , le recueil des formules auxquelles la méthode donnée par Euler dans sa 
pièce de 1770, l'avdt conduit, en y faisant de petites modifications, et en poussant 
beaucoup plus loin les calculs. Cestce travail immense, entrepris par Jean Albert Euler, 
Krafft etLexell, sous la direction de cet infatigable géomètre déjà privé de la vue, dont 
il puUia ensuite tons lés développemens , avee lestabtes ^i en étasait le résnkat , daas 
sa Theoria motuum Lunœ, nova methodopertractata, qui parut à Pétehbourg, en 1773. 
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7^ PREMIÈRE PARTIE. TIIÉORŒS lŒ LA LUNE, 

. ^ Nous allons donner une légère idée des différences principaleiT qui existent entrefer 
méthode qu*£nler avait d'abord employée , et celle dont il fait usage tant dans- cetttt 
volumineuse théorie que dans les deux Mémoires précédens , et dans un troisième qui 
se trouve dans ceux de l'Académie de Pétersbourg^ poux i''69. 
ac Théorie , C'est sur un nouveau choix de coordonnées^ qu'Euler a basé cette dernière méthode; 
tie! NoûvelFc '" "'^^^ '^®" ^® considérer le rayon vecteur, la longitude et la latitude ^ qui sont les va- 
méthode d'Eu- riables ordinaires., il introduit trois coordonnées rectangulaires prises sur la ligne me^ 
miner les mou' °^® ^^ Centre de la Terre qui indique la longitude moyenne de. la Lune, sur laperpendi- 
vemcns de la culaire à Cette ligne dans le plan de Técliptique ,. et sur la perpendiculaire abaissée de la 
Lune sur ce plan. Il représente la première par a (i +x) , la seconde par ay , la troisième 
par az ; a étant la moyenne dbtance de la Lune à la Terre, en prenant celle de la Terre 
au Soleil pour unité. Il emploie les variables Xyj y z, comme plus propres que tout 
autres, par leur petitesse, à se- prêter à des approximations convenables ,. en remar-^ 
quant qu'étant une fois déterminées il sera, facile d'en tirer les valeurs des coordonnées- 
astronomiques (^). Il transforme les équations du mouvement de manière à en tirer trois* 
équations du second ordre ,. où l'anomalie moyenne t du Soleil est variable indépen- 
dante , et où les termes principaux sont linéaires.. Ils sont exprimés en fonction d'une longue 
suite détenues composés des puissances et des produits des six premières dimensions des 
variables a:, y, x, multipliées par l'excentricité » de la Terre, par le rapport a des paraW 
laxes, et par lessin. et eo&. des div-ers multiples de l'anomalie t, . de l'élongationmoyennep 
et de leurs combinaisons» 

On ne peut y satisfaire qu'en prenant pour les valeurs de a: > y et 2. des sinus et 
cosinus d'angles semblables , multipliés par des coelGciens indéterminés. Euler considère* 
d'abord les. deux premières équations; il suppose celle eu x bornée à ses trois premiers» 
termes , et à un autre de la forme M cosm, qui représente l'un quelconque de ses tenne»* 
périodiques; celle en y réduite à ses deux premiers termes et à un troisième M' sin « ; et 
comme l'intégration doit alors en amener de semblables dans les expressions dex et àeyi 
il fait ensuite x = N cos #^ y = N' sin • , et détermine^ par leur substitution, les valeurs» 
de rî et N' en fonction de M et M' (**)^ 

(** ) On a en effet, ea désignant par # et 4 '^ longitude et la latitude de là Lune, et par r sa dittancer 
i la Terre, dont FinTerse donne la parallaxe horizontale, 

y , rcoa# r cosfCosiL 

(^^} En effet y les demi premières équations ainai feduites ^tant- 

o = ^^ — a(m + i)^ — 3Xjr4-Mcoi«, o ^ ^ 4- arm+i) •g^-f-M'wn •, 

ob ms-T^-, et ôii X ctt détermine par relation a=ï-+ (m — 1)», qui doitaroir lieu pour qu'il n'y 

ait point de terme constant dans la première équation; si l'on différencie les Taleur» x=:Ncos»,. 
y* aelN' sin • , en supposant àm si f*dt , on aura , par la substitution et réliminatioo , 

X — a— ft* . fit fA* 

la troisième équation , réduite à ^r^. H- (A'+> i)s H- H fin • s= o, dannera de mém« pour a le terme K sin 11^0^ 
l'on aura K = ^,_^_^. 
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CHAPITRÉ HUITIÈME. 77 

Pour mettre plus d'ordre et de clarté dans la détermination des variables, il s'occupe 
séparément y comme dans sa première théorie, des diverses espèces de termes contenus 
dans les équations. Il distingue alors dans les valeurs que doivent avoir x ety, treize 
classes différentes de termes , suivant qu'ils se trouvent indépendans des excentricités et 
de Tinclinaison , ou multipliés par les trois premières puissances' de Texeentricité k de 
Torbite lunaire, par la première puissance de «, et par leurs produits; par a, et par le 
carré de Tinclinaison i de Forbite lunaire ; enfin par les produits de ces quantités et des ex-- 
centricités. En conséquence, il prend pour x et y des valeurs composées de treize lettres 
inconnues différentes , ayant chacune lune de ces quantités en facteur , et représentant les 
parties des expressions de ces variables correspondant à chaque ordre (^), Il les snbsti^ 
tue dan» les équation»; et comme les termes appartenant à dilférens ordres ne peuvent se 
détruire mutiielfement et doivent séparément satisfaire aux formules, il obtient autant de 
couples d'équations différentielles spéciales qu'il y a de lettres ou d'ordres différens. 

La seconde partie du livre !•% qui occupe à elle seule près de 3oo pages, comprend, tie.*Diicloim^ 
dans dix chapitres, les développemens numériques de» équations qui donnent successive-^ ™cn^<l*'s i"''p<>- 
ment les dix premières parties des valeurs des coordonnées x ety. Le travail y est âiewordwir*^ 
présenté dansie plus grand détail , ce qui offre l'avantage de pouvoir le vérifier entière- 
ment > et de découvrir la source des moindres erreur». La séparation des inégalités en 
classes augmente la longueur des calculs , mais elle en diminue la complication, en divi-« 
sant pour ainsi àim la difficulté , et en permettant de déterminer successivement les coeffi- 
ciens sans avoir besoin de les éliminer entre un grand nombre d'équations simultanées. • 

Prenons pour exemple le développement des formules relative» à la première classe , 
où les inconnues sont O et O', et sdnt donuée» en fonction des sin. et cos. de l'angle ap, 
indépendamment de» excentricité». Comme l'on doit prévoir que les valeurs de O et O' 
seront petite», Euler néglige leurs carré» et leurs produits dans une première approxi- 
mation, n suppose alors O = A co»sp, O' = A' sinap ; et »ubstituant pour M et M', dans 
les relations générales données au bas de la page précédente , le» valeurs qu'elles ont dans 
le cas actuel, où N et N' sont remplacés par A et A\ il détermine ces eoefficiens en 
nombres, par le calcul logarithmique , au moyen des valeurs numériques des lettres m, 
fiet X (**) ; ayant obtenu par là des valeurs approchées de O et de O^ il les substitue dans 
les termes des équations en O*,. O'* et OO'; il en tire par là de nouvelles où entrent les 
COS. et sin. de 4/' y et posant ensuite tout- à -la- fois pour O et O' des valeurs indétermi- 
nées en fonction de cet angle ainsi que du précédent , il s'assure , par leur substitution , 
des corrections qu'il faut encore faire aux secondes valeurs, et il pousse l'approximation 
de» eoefficiens jusqu'à la septième décimale, ou aux cinquantième» de seconde. 

(*) IJ pose 

X = O + AP-h A»Q + AîH-haS + akT + itU + xAF + «A«V + <7»W + i*X + «-AY 4- i»A*Z, 
y^0'+ AP-h A-Q'-H Am 4- «S'+ «AT^- *U'4- «AF'-f- «A»V'H- ««Wh- i*X'4- «-AY'^- i*hZ\ 
(**} Les équations sonè, dans ce cas^, 

o = ^- a(iii-f I) ^ - 3xO-^ (I -f 0)cosap-f. j (ysinap + 3^ (o»- 5 O'-^ , 

a = ^+ îi(iii4-i) ^ + 5(i4-0)»i«iv + |o'cos2p«3xOO';. 

ce qni donne, qaand on néglige les O et C qui se trouvent dans les derniers termes , 

3 3 

« = 21», M 9 — -, W = -» d'où Ton tire A=KPi=o,oioaxi3^ A'=K'=— 0,0071797, 
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7» PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

Les inégalités de la première classe étacat une fois déterminées > leur 8iibltxtxiti<m an 
lieu de O et O', dans les parties des équations de» ordres suiyans où ces kttres entrent 
en facteur j y introduit déjà un certain nombre de termes connus. Quoi^e ces écpations 
ne renferment pas explicitement l'anomalie moyenne f de la Lune, il est clair qne les 
combinaisons des àagles p et ^ doivent l'amener dans l'intégration ; aussi Eider admet41 
dès le second ordre, dans les valeur» supposées, des tenues en fonction des sin. et cos* 
des angles q, ap^^qy 4P ^^» ^^^' > ^' détermine d'abord les Valeurs de leurs coeiBcieits 
séparément^ en appliquant à chacun d'eux les relations générales entre N^ N' et M^ M'; 
puis simultanément en les faisant entrer tous à la fois dans \fi$ expressions indétenninéts 
des variables-, et comme les parties P et P' dey et de a? ^ qui doivent contenir ces 
sin. et cos. , doivent être ensuite multipliées par l'excentricité ft , il peut, â cnue de la 
petitesse de ky se borner au sixième caractère décimal dans la d'étermination des coeit* 
ciensde chacun de leurs termes, lorsqu'il veut pousser a» septième l'approximation défini-^ 
tive. C'est par un motif analogue qu'il se borne à l.a cinquième décimale pour les 
coeificiens qui doivent avoir &% a et i^ft en facteiur, et â }a quatrième pour ceux qui 
appartiennent aqx. ordres k^ , ak^ mk*^ 4vt\ il obtient ceux de chacun de ces ordres de 
la même manière , c'est-àndire par des séries indéterminées prises po«r ch£(|ne variable, 
qu'il substitue dans les équations ooirespondantes , et dont il tire des conditions en 
nombre suffisant pour qu'on puisse enauite en déduire , par des approximations succès* 
sives , les valeurs cherchées 4^ coefficiens de chaque sinxis et cosinas qu'il a supposé 
devoir entrer dans les expressions des variables. 
LîY. 1, 3« par- ^ troisième partie du livre I*' est consacrée au développement numérique de la troi-* 
tic. Derdoppe- sième équation différentielle, ou de celle qui est relative à la coordonnée «. Euler y 
kur de «. ' parvient par le même procédé qu'il vient d'employer pour les deux autres ; il distinguo 
six ordres de termes dlfFérens> suivant qu'ils sont multipliés par l'inclinaison i de l'or* 
bite, sa troisième puissance , et son prodiât par les excentricités et le rapport des parais 
laxes. Il prend en conséquence, à la place de % , une saite de termes où <^acun des orA^s 
multiplie une variable particulière (*) , et il détermine toutes celles-ci séparément ^ en 
résolvant l'équation du second ordre correspondante, par la méthode des séries dont U 
vient de faire usage. 

Il revient ensuite aux trois derniers ordres des deux premières équations , en substituant 

pour £ la valeur précédente dans les termes où cette variable entre en facteur. 

Lit 9 Applî- ^^ '^^® '^ '^® ^^ ouvrage contient l'applicatioii de la théorie de la Lune au calcul 

cation des far- asfronoaiique. Après avoir rassemblé toutes les inégatlités qu'il a déterminées , Euler 

triictioii'^des compare ses formules avec celles des tabks de Clairaut, dont les argumens sont , comme 

lablea. \^ aîewT, les ano ma lies et élongations mo}rennes, et il examine les résultats de chacune 

dans tous les cas particuliers qu'oITrent les suppositions alternatives de p , q^ r égaux à 

zéro ou à go"* et de t égal à zéro o« à 1 8o^. Il rectifie p«u: là ses élémens , réduit ensuite toua 

les coeificiens en nombres absolus, e.t obtient pour x un développement oompoeé d^un 

— — .1 1. I ■ I l I ■ ■ ■.■■■■ , — ^ H II I ■> ■ . ■■^h^M^fc— .— .1 I , fc— — M^^— — ^^.l^^i^.^ 

( "^ ) La troisitee équation différentielle ^tant de la fonm 

o ss: -j-j-h C>^*f'i)« — 5xjr« H- eie. -i- 3aj6 c<»p — 3*8 cos If -f* de. » • 

Euler j suppose 
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eôtIBcitnt eonstant et deciaquante ooeiAus de multiplos et combioaisona difi^reetes de p^ 
^> <> r ; pour j/» une série de cinquante-quatre ainus d angles analogues» et pour « une suite 
semblaUe i celle-ci» et composée de Tingt^^uit tenues. Le calcul de chacune des ooor- 
données x etjr exige wigl-une tables^» cetui de z, nen demande que seize. Les deux 
premières variables étant connues au mojcn de» quarante-deux tables qui s'y rapportent» 
servent â déterminer la longitude > tandia que le calcul de la latitude et de la parallaxe 
ne peut se faire que quand elles sont conauee toutes trois» et exige ainsi cinquante-huit 
tablée . dont le recueil termine ce volumineux ouvrage , qui remplit près de 800 pages. 

Euler ne dissimule pas qu'il«i*a pas tout-«-&it achevé les calcula de quelques ordres 
d'inégalités à cause de leur longueur presque insbrmontable » et il regarde aussi la dilFé* 
rence entre les figures de la Lune et de la. Terre et celle d*une sphère » comme pouvant 
influer sur leurs mouvement » en introduisant dans l'expression des forces un petit terme 
inversement proportionnel à la quatrième puissance de la distance. On doit presque 
regretter la peine qu'à dû coûtor â ce grand géomètre et à ses collaborateurs le travail 
smmettse dont nous venons de donner un court exposé » puisque les tablée qui en sont 
le résultat ont été reconnues comme étant fort inférieures en exactitude à ceUea de 
Uajrèr» et qu'il parait même que celka de Clairaot ont conservé sur elles qudque 
cnpériorité. 



CHAPITRE K. 

Essai sur le prohlème des trois corps. Mémoire sur rétjuation séculaire 

de la Lune. 

Il est singulier que, dans le mAme temps et pour la même occasion, Euler et La- Variables em- 

Çrange aient tous deux voulu substituer aux coordonnées angulaires les rectîngnes comme ^^^^ p*' La- 

varîablea principales» dans les équations différentielles du problème des trois corps. La 

aiédiode de Lagirange» dans sa pièce couronnée en 177^» consiste à n'employer» dane 

la détermination de Forbite de chacun des corps A » B » C » d'autres élèmens que leurs 

distances mutuelles r, /» 7^. Son Mémoire peut être divisé en deux parties^ Tune cou-- 

fient des recherches sur le problème pris dans toute sa généralité » et se trouve partagée 

en deux chapitres ; l'autre traite en particulier de la théorie de la Lune , et comprend 

aussi , en deux chapitres', les formules générales et un essai de leur application. 

Quant à la première partie, après avoir donné les équations en coordonnées rectangu- ireprtîe de 
kires, qui déterminent le» orbites relatives des corps B et C autour du corps A» et de fo?mults™°jD^- 
C autour de B » Lagrange parvient avec une grande élégance aux quatre intégrales pre- raies. 
mière« dtt problèBM ; il réduit ensuite lee nx premières des équati<ms priuMtives à trois 
autres équations symétriques»entre les différentielles secondes des carrés des distances prises 
par rapport au temps» et des^fonctions des masses et des distances précédées ou non du double 
signe de l'intégration (*). Ces équations sont moins simples que les primitives» puisqu'elles 

C*) Ces éqaaûons sont {vofe% note 7 , \ i) : 
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8o PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE. 

renferment cbacuoe deux signes d'intégration; mais elles ontravantage de ne contenir aiH 
cun radical^ et ce sont celles que l'auteur doit ensuite appliquer à la théorie de laLune^ 
Supposant alors les trois variables r« /^ / déterminées en fonction de % par ces équa-* 
tions^ il lui reste à yoir comment on pourra en conclure l'orbite même de chaque 
corps ou ^^ coordonnées rectangulaires. Il fait yoir qu'il est impossible d'obtenir ces 
variables directement et par les seules opérations de l'algèbre , mais qu'on peut en 
venir à bout au moyen d'une intégration. Il parvient à des formules qui servent à déter- 
miner les orbites de B et de C autour de A ^ par rapport à un plan fixe passant par cft 
même corps ; il prouve qu'entre tous ces plans il y to a un par rapport auquel le 
'mouvement des deux premiers corps est le plus simple , et détermine par les mêmes 
formules la position mutuelle des orbites des corps B et C, 
Casohiepro- Dans le chapitre second il examine quelques cas particuliers qui n'ont pas lieu dans le 

Uèine des (rois système du n^onde, mais qui simplifient beaucoup la solution du problème des trois corps. 

solution rigou- Il prouve qu'il est résoluble exactement , soit que les distances entre les trois corps soient 

'^^^' constantes ou qu'elles gardent seulement entre elles un rapport constant^ et cela dans deax 

cas, savoir : lorsque les distances sont toutes égales entre elles, en sorte que les trois corps 
forment toujours un triangle équilatéral , et lorsque l'iine des distances est égale à la somme 
ou à la différence des deux autres > en sorte que les trois corps se trouvent toujours rangés 
en ligne droite ; il convient que la solution de ces problèmes gérait plus simple en em^ 
ployant à la fois comme variables les rayons vecteurs et les angles décrits par ces rayons , 
dans le cas où les corps se mouvraient dans un mêjçQe plan fixe ; mais il croit qu'elle 
serait alors très difficile y si l'on supposait y <comme il l'a fait, que le9 corps pussent se 
mouvoir dans des plans dilTérens^ 
9« Partie. Lagrange passe ensuite , dans le chapitrje III, au cas où Ton suppose que le corps C , 

iSî! ^* ^°*" par exemple, est beaucoup plus éloigné des corps A et B que ceux-ci ne le sont entre eux, 
et il examine les modifications qui doiyent en résulter dans les formules du chapitre P% 
Les distances r et / étant alors fort grandes par rapport à r, il les suppose respective* 
ment égales au quotient de la division des nouvelles quantités R et R', finies et comparables 

à r, par une très petite constante i^ il fait aussi ^ = — - ; il détermine R' en fonction 

de r, de R et du cosinus de l'angle compris ( (en faisant r cosÇ = £), afin de pouvoir 
ensuite éliminer R' des équations ; celles-ci contenant alors les différentielles secondei 
de r^, R^ et Rs , par i:apport à f , peuvent servir à déterminer ces variables \ et il montre 
comment on peut, en les supposant connues , en conclure les valeurs des latitudes 4^ 
et '^' des deux corps B et G, et celles des différentielles de leurs longitudes f et p\ eQ 
ne poussant la précision que' jusqu'aux quantités de l'ordre i^ 

^ _ A+B +C ^^^^_^^^ç^ ^ „^ g + Cw -B/^-ApV = o, 
en supposant - 
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- ' Pour appBqaer toutes ces formules i la théorie de la Lune , û suffit de supposer que É^ad<HM<i« 
A soit la Terre, B la Lune , C le Soleil et * le rapport des parallaxes. Les variations de 2Sw^^ksocii^ 
r et de R étant alors fort petites, si l'on fait?* = i+a:, R*5= i + X , x et X devront «%«ttoii. 
être des quantités peu considérables par rapport à l'unité, et ne contenir aucun terme 
«Mistant. Lagrange, mettant jf à la place de R», et faisant toutes ces substitutions, obtient 

quatre équations dont les premiers termes «ont-^^ "^^ a3?' t^ , et sont don«és 

en fonction des variables Xy X, jr, de leurs puissances et de leurs produits : ceux-ci 
multipliés par i et par le carré du rapport m des moyens mouvemens. Il néglige d*abord 
ces derniers termes et ceux qui renferment jc et X dans Téquation en jr; il différencie 
deux fob cette équation, afin d'y faire disparutre les signes /; elle devient ainsi du qua^ 
txième ordre , et est intégrable par les méthodes connues (*) ', il substitue ensuite la valeur 
^prodiée de jr,qu*on en conclut, dans Téquatiop en x, en y négligeant d'abord les termes où 
X ety sont mêlés (♦♦), et en rejetant tous les termes constans ; il voit par là quelle doit être 
la forme de Tintégralé; et sa substitution lui sert ensuite, en égalant à scéro les coefficiensde 
chaque cosinus, à déterminer les coefficiens de tous les termes ; enfin l'équation en X , con« 
veuablement léduite, lui donne, par une intégration très simple, la valeur de cette variable, 
^loanaissantpar là la forme des premiers termes des valeurs de jf , x et X , il ne s'agira 
•plus que de les substituer dans les termes négligés des équations proposées , pour avoir la 
forme de ceux qu'il faudra introduire dans de nouvelles valeurs des variables, et dont 
on déterminera les coefficiens par la substitution. Lagrange exécute ces nouvelles opéra- 
"tions pour x et y , plutôt pour donner une idée de la méthode d'intégration qu'il faut 
suivre, que pour en déduire les inégalités du mouvement de la Lune, ou pour présenter 
^une théorie complète de cet astre ; et il ne traite point l'objet spécial du prix proposé, 
l'équation séculaire de la Lune, u Le défaut de temps , et d'autres occupations indispen* 
I» sables (dit-il dans un avertissement) ne m'ont pas permis d'entrer dans tout le détail 
9 nécessaire pour répondre aux principaux points de la question proposée par l'Académie^ 
» et je ne me suis déterminé à lui présenter ces Recherches pour le concours, que par Fespé- 
.9 rance qu'elle trouvera peut-être ma méthode digne de quelque attention, tant par sa nou« 
tf veauté et sa singularité, que parles difficultés considérables de calcul qu'elle renferme, n 
-. n fallait ea effet de l'habileté et du génie pour présenter, sous une forme toute nou-* M^ce de ese 
. yelle, les équations d'un problème déjà si souvent traité ; c'était pour ainsi dire un tour <>«^'*8«- 

X^} En cflfet, cette j^quation ëtant alors 

^ +(«+*•) Ip + f» -3- >r = «» 

A Toiir fait y s/ooipr, et qu'on enbetitae celte eiprearioh dani Téqnation, om inm^era poer p ono 
double valeur, ea n^ligeant lei paissapoet de * plna hautes que la teconde, ctroo aoia, en déiignant la deosîèiQe 

*" ^' jr =sfeoêpt -^g coeyc, 

ji'oà Ton tire la Taleiir de iin^, qui faîK Toir qne ^ (p-^q)* flti rassnmnt de latitude. 
{**) L'équation en x derient alore 

^ +(1 + 4**)jf - «• [9>* - 3 ( /r*)*] = cenet. î 

cède en X se téànk de néme à ^ + a^Xso, et donne Zs»oos#r. 
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de force ^ que celai de donner un système de formules générale^ , êma f faffë «kfrer 
aucun angle comme variable , et aucune fonction périodique. On doit admirer ansjt 
Télégance et la richesse d'idées qui régnent dans VEssai sur h problème des trois 
€orps) outre le Vif intérêt qu'il doit inspirer sous le rapport analytique > «U doit regarder 
oomme fort utiles- des- reclierches qui tendaient à firajei' des routes- nouvelles^ & indiquer 
des méthodes dilTérentes de celles qui étaient connues^ et où ^ surmontant la plus grande 
difficulté, celle de rinyention , fauteur ne laissait qu une tâche bien plus aisée, celle de 
}iiger et comparer ses procédés ayeo les autres, pour en discerner les avantages et le9* 
incoûvénieûs. Le suecès ne semble pas cependant avoir eourbnné cette fbit lei efforts do 
Lagrange; le choix des distances comme seules variables ne parait pas heureux, puis-'- 
qu'il complique lés équJtitioi]s plutôt qUe de les simpliGer , qu'il oblige à multiplier le» 
notationé i et à rendre quelquefois par là la marcHe des- opérations difficile à- suivre ; 
d'ailleurs , comme il ne dispense pas-de revenir j dans la résolution définitive i à l'emploi 
des siiiUs et oosinUs^ on ne voit pas quelle utilité 11 y a à les faire disparaître d'abord, et il 
faut bien que l'auteur ait trouvé des désavantagée à Cette méthode, puisqu'il Ta Iui*4néma* 
promptement Abandonnée* 
Conjecture de Avant db passer au second des Mémoires de Lagrange qui font l'obfet de ee oba*'- 
iïtirïTÎrSiliîê P^*^® » "^'^^ deVolis dire un mot de l'ingénieuse hypothèse de ]^ transmission succès 
^f '^"»«ion jiVe de lagmuité^ par laquelle M'. Laplacb avait cherché à expliquer ^ en 1773, l'équarioii 
eéculfllre de Ift Lune ^ daus le tempe où tous les géomètres la croyaient' inexplicable pa^ 
la loi de Tattraction généralement admise^ Comme nous n'avons aucun moyen pour 
mesurer la durée de la propagation de là pesanteur, une fois que l'attraction a atteint 
le corps sur lequel elle agit, ce n'est que par les eîSètà produits qu'il est possible de Tap^ 
pl-écier. Djmiel BemouUi soupçonnait» dans sa pièce sur le fiait et Te reflux, que ]m 
gravitation ne se propage p2to instantanément, et que l'actioh de la Laâe ][kouvait cm-^ 
ployer Un ou deux jours à parvenir à la Teire. M. Laplace coBsidémht la pesanteur 
d'une molécule de matière Comme produite par l'impulsion d'un corpuicnls iflfinimenr 
plus petit qu'elle , et mu vers le centre de U Terre aveô une vitesse qutleonque, démoatra» 
qu'il résultait de la supposition que cette vitesse était finie, une accélération dans 1er 
moyens mouven&ens des planètes autotir du Soleil et des satellites autour de leurl planètes ) 
et il prottvn que , si l'équation séculaire de la Lune proVeââît'de cette cause , il fiîllait sup-*^ 
poser a cet a^ftre,. pour le soustraire entièrement à sa pesanteur vers laTelv^e , Uâe vitesM 
vers le centre de cette planète au moins wpt millions de fois plus grande que ôelle de 
la lumière. Il ajouta cependant qu'il était bien loin de croire cette causé certaine, et quHl 
neia regardait que comme une simple conjecture* 
IHonYetm prix L'Académie, qui venait de proposer deux prix sur ce sufet sans en recevoii; aucunar' 
•ur «^icu™** solution ,. n'en persista pas avec moins de zèle à enoourager les reoherofaes sur ce point 
important , et elle demanda, pour le prix de 1774, d'examiner si l'on pourrait expii^ 
quer [équation séculaire de la Lune , stÀt par tes perturbations qu excite, dans le 
mouvement de tette plmnéie^ lournction de tous lei i^ofps cëlestêé, soit par teffei qui 
peut résulter de la non sphéricité de la Terre et de ta lAtne^ Le Mémofare que Lagrange 
B^re dS U- '"^ envoya fiit couronné , et se trouve dans le t. VII des Mém. des Savons étrangers. 
fjranîçe, qo'aie Quoiqu'il contienne de belles recherches , l'auteur y fut encore moins heureux que dans- 
9uroii{ia. ^ précédent ,^ puisqiie nôn-fséulenient û n*y trouva pas la véritable cause dé l'équatioii 
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CHAPITRE NEDVIÈSIEL 85 

«Scolaire» mais qu'A chercha même à y élever àea doutes sur Vexistence de cette équation. 

Sana s'occuper de la première partie de programme, ou de Tévaluatioa des erreurs Marehe qvTà 
^i pourraient résulter des quantités négligées dans le mouvement de la Lune, parce •*"^*' 
qu'il ne trouve, dit-il, sur ce point rien à ajouter aux recherches de d*Alembert, il 
fait voir que ce n'est que p«r la théorie qu'on peut se flatter de détenniner la forme 
de l'équation séculaire. Reprenant alors l'équation différentielle qui donne le temps (*)^ 
a montre que l'équation séculaire ne peut avoir lieu, à moins que la quantité nx^, qui 
reste sous le signe /multipliée par rf^, ne contienne un terme tout constant, ou ub 
terme qui renferme le sinus d'ua angle iqul varie infiniment peu. Dans le premier cas, 
Véquation séculaire sera réelle et ira en augmentant comme les carrés des tempe ; dans 
le second cas elle ne sera qu'apparente, et ne différera des autres équations do mouvement 
de la Lune que par la longueur de sa période. Il prouve, par la discussion de ces deux 
espèces de termes seulement , que l'équation séculaire ne saurait venir de la non sphé-i 
licite de la Terre, tant qu'on y suppose les deux hémisphères semblables:; et que pour 
la Eure naître, il faudrait donner aux deux hémisphères de la Terre des figures trop 
dissemblables pour qu'on pût les accorder avec les mesures des degrés et les théorie» 
de la précesaion et de la notation* La considération de l'uiclinaison de Foriïite de la Lune 
ne lui donne aucune nouvelle combinaison , et Texamen de raltérattion qui pourrait venir 
de la non sphéricité de la Lune n'en amène pas davantage. C'est alors que , passant à 
la question de fait , il refuse de croire à l'autlienticité des observations dont on s'était 
•servi pour condnre l'accélération, pardcnlièrement de celles faites au Caire en 977 
et ^8 , par l'arabe Ibn^Junis, et conclut , de la discussion des erreurs des tables , que 
Yhypothèse d'une accélération réelle ou apparente dans le mouvement moyen de la Lune 
n'est pas absolument nécessaire pour concilier les observations anciennes et modernes. 

Lagrange reprit en 1760, dans son beau Mémoire sur la lîbcatton de la Lune, la 
•question de l'influence de la figure de cet astre sur son moyen mouvement; l'égalité 
des moyens mouvemens de la Lune sur elle-même et autour de la Terre , exigeait une 
discussion particulière, qu'il fit avec beaucoup de soin, et dont il conclut seulement de 
très petits termes, qui ne pouvûent expliquer l'équation séculaire. 

Nous terminerons ce chapitre par l'énnméraâon de plusieurs ouvrages relat£ i la OaTraeei di- 
théorie de la Lune , et dont nous n'avons pas encore fait mention. Tel est celui de cw de U Lune. 
iTh. Simpson, qui a pour titre Miscellaneous Tracts , et dont le troisième volume, publié 
«n 17579 a cette théorie pour objet; Walmesley publia à Florence, l'année suivante, u^r 
Traité intitulé : De inisqualUatibus motuum Lunarium; Mélander fit paraître, dans les 
Mém. de l'Acad. de Suède , pour 1760, des remarques sur la Théorie de la Lune de 
d'Alembert; son ouvrage ayant pour titre Idneamenta théorÙB Lunaris , parut i 
Parme en 1768 , et il en publia un autre l'année suivante, sous le titre de De Theoria 
Lunœ commentarii , de concert avec le père Frisi. Ce dernier avait fait imprimer à Milan, 
en 1768, son Traité De gnwitate universaii corporum , lihri très, et fit paraître , en 1 774 
^ 1775, sa Cosmographia f qui a le même objet. Enfin, le premier volume des Essais 

■^' ■ !I I ■ ■ ■ ■ 

(♦) dt ^* 
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à: Analyse de Condorcet, publié en 1768, roule principalement çur le problème de» 
trois corps ; mais il ne contient aucune application. 
Trwr«nx re- Lambert donna, en 1770, des Mémoires sur les Tables de la Lune , et fut un de ceux 
ÎI^'ulÎm!*''^ qui travaillèrent au Recueil de npuTelles Tables astronomiques en trois volumes , qut 
parut à Berlin en 1776, où Ton ajouta à celles de la Lune, de Mayer, des tables des-i 
tinées au calcul des argumens des dix premières. Schulze , astronome royal de Berlin ^ 
publia , dans les Mémoires de cette Académie , pour 1 78 1 > des Recherches sur une Méthode 
directe pour déterminer la longitude vraie de la Lune par les mouvemens moyens. Il: 
y observe que les tables de Mayer exigent qu'on em^oie," dès le commencement du 
calcul, le lieu vrai du soleil, et qu^on cherche ensuite, an moyen de dix petites équations, 
la quantité qu'il fa,ut ajouter ou retrancher de la longitude moyenne pour avoir la lon- 
gitude corrigée pour la première fois ; qu'on doit corriger de cette manière encore trois fois 
le lieu trouvé de la Lune pour parvenir à la longitude vraie dans l'orbite, après avoir 
pria treize afgumens diflFerens pour trouver , dans autant de tables , les équations dont 
il faut successivement faire usage. Pour remédier à ces inconvéniens et diminuer le 
calcul de la formation des argumens de ces tables, Schulze chercha en quelque sorte 
à défaire ce que Mayer avait fait, c^est-à-dire à tirer des formules que celui-ci avait 
mises en tables, d'autres équations qui donnassent, p»r les simples mouvemens moyens 
du Soleil et de la Lune , la longitude vraie de la Lune dans son orbite d'une manière 
tout-à-fait directe. L'exécution de ce travail pénible lui donna un nombre d'équationit 
qui surpassait celui des tables de Mayer de quatre , et où il omit cependant celles dont b 
valeur ne dépasse pas 10', ce qui ne donnait pas à sa formule une exactitude suIEsante. 
Aussi sa nouvelle méthode n'a-t-elle pas eu de succès auprès des astronomes , qui n*ao^ 
cueillirent pas non plus la proposition qu'il leur fit alors d'adopter l'heureuse idée de 
Lagrange, en exprimant les signes, degrés, minutes et secondes par des quarts de cereles 
et par leurs décimales. 
TaY)le» de Le Bureau de» Longitudes anglais chargea Mason de corriger les Tables de la Lune 
de Mayer, sous la direction de Maskeline. 11 les compara à environ douze cents observations 
de Bradley, alors inédites; il améliora les coeiliciens de Mayer, introduisit des équations 
indiquées par cet astronome , qui les avait cependant trouvées trop incertaines ou trop 
faibles pour en alonger les tables, et publia,, en 1787, ses nouvelles tables, qui sont 
regardées comme supérieures à celles de Mayer, et qui ne lui valurent pas cependant, 
^u rapport de Lalande, la récompense qu'il attendait comme ayant perfectionné la 
méthode des longitudes, parce qa'elles^ n'étaient pas faites d'après la théorie. 



CHAPITRE X. 

Découvertes de M. Laplace dans la Théorie de la Lune. 

J^ O us arrivons enfin à l'époque d'une des plus grandes découvertes qui aient été faites- 
dans la théorie de la Lune. Plus elle est remarquable , plus la méthode sur laquelle elle 
repose est profonde et d'une exposition difficile, et plus il doit nous être permis^ pouces 
donner une idée juste ^ de recourir aux expressions mêmes de son auteur. 



)Iasoa. 
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CHAPITRE DIXIÈME. 85 

Cèîxit ïe 1*9 décembre 1787 (Làl, , Bibl. Jstr., p. 67^) que M. Laplace aimonça à' Première» 
VAcadémie la vraie cause de Téquation séculaire de la Luue. ce M. Delaxnbre (dit-il, M?LaSaSiOT 
n dans un Mémoire inséré dans ceux de l'Acad. pour 17S6) a déterminé, au moyen le» éguaiions^ë- 
9t d'un grand nombre d'observations du dernier siècle et de celui-ci , le mouvéâieht l^q^ , de ae» 
îf séculaire actuel de la Lune, avec une précision qui laisse à peine une incertitude de '**"*^»'^^ <*«•**' 
9f quelque^ secondes; il ue Fa trouvé que' de sA" environ plus petit que celui de Mayer, 
If tandis que les obseiVations anciennes s'accordent à donner un mouvement séculaire 
if moindre de 3 clU 4^ Le mouvement de la Lune s'est donc accéléré depuis les Chai- 
9» déens; et les observations arabes faites dans l'intervalle qui nous en sépare , venant 

n à l'appui de ce résultât, il est impossible de le révoquer en doute Maintenant, quelle 

n est la cause de ce phénomène ? La correspondance des mouvemens des corpa 

n' célestes avec la théorie de la pesanteur est si parfaite et si satisfaisante, que l'on 
ii ne peut voir sans regret l'équation séculaire de la Lune se refuser à cette théorie , et 
n faire seule exception à une loi générale et simple , dont la découverte , par la gran- 
ii deur et la variété des objets qu'elle embrasse , fait tant d'honneur à l'esprit humain. Cette 
ii réflexion m'a déterminé à considérer de nouveau ce phénomène , et après quelques 
11 tentatives je suis enfin parvenu à en découvrir la cause. 

ri L'équation séculaire de la Lune est due û Faction du Soleil sur ce satellite, combinée 
yi avec la variation séculaire de t excentricité de l'orbite terrestre, . . . On sait que, tandis 
ri que le grand axe et le moyen mouvement de cet orbe restent constans, l'attraction 
ri des planètes fait varier son excentricité ; or la force moyenne du Soleil , pour dilater' 
i> l'orbe de la Lune , dépend du Carré de l'excentricité de l'orbite terrestre ; elle aug- 
t mente et diminue atec cette excentricité : il doit donc en résulter dans le mouve- 
D ment de la-Lune des variations contraires, analogues à l'éqilatron annuelle, mais dont 
r> les périodes incomparablement plus longues , embrassent un grand nombire de siècles. 
ri Maintenant que Texc^ntricité de l'oibite terrestre diminué , cfes inégalités accélèrent 
y) le mouvement de la Lutie ; elleâ Te ralentiront quand cette excentricité, parvenue à 
n son minimum , cessera de diihinûer pour cbdiuiencei' à croître. —-Ainsi, la diminution 
rf de l-e^entricité de l'orbite solaire est beaucoup plus sensible dans le mouvement de 
Il la Lune qtfe par elle-même; cette diiûînution qui, depuis l'éclipse la plus ancienne 
n dont nous ayons connaissance, n'a pas été de 4^ a produit plus de 1^ ^ d'altération dans 
7) le mouvement de la Lune. 

ft Lés mouvemens des noeuds et de l'âpogéie dé la tiune sont pareillement assujétîs à 
D* des équations séculaires d'tin signe Opposé à celui de l'équation du moyen mouvement, 
S> ei dont le rapport avec elle est de 1 à 4 pour les nœuds , et de 7 à 4 pour l'apogée. 
n" Quant aux variations de la moyenne distance , elles sont insensibles, et n'influent pas 
n d'une demi-seconde sur la parallaxe de ce satellite -, il n'est donc point à craindre qu'il 
t se précipite un- jouv sur la Terre, comme cela aurait lieu si son équation séculaire 
A était due à la résistance de l'édier, ou à la transmission successive de la pesanteur. 

n L'action moyenne du Soleil sur la Luné dépend encore de l'inclinaison de l'orbite 
t> Imiaire sur l'écliplique ; et l'on pourrait croire que la position de l'écliptîque étant 
fi variable , il doit en résulter, dans le mouvement de la Lune , des inégalités semblables 
IV à celles que produit la diminution de l'excentricité de l'orbite terirestre. Mais j'ai 
» trouré que Torbite lunaire est ramenée sans cesse par l'action du Soleil, à lam^mer 
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n iadinaisoa sur ctUe de la Terre, en sorte que les plus grandes et les plus petitei OeK^ 
n naisous de la Lune sont assujéties , en yertu des yanations de l'écUpti^e , aiu mëaes 

V changemens que celles du Soleil. 

n L'inégalité séculaire du mouyement de U Lune est périodi^ie ; mais il lui faut de« 
9) millions d'années pour se rétablir- L'excessiye lenteur ayep laquelle isUe yarie l'aurait 
» rendue imperceptible depuis les obseryations* ^eiennes , si s^ yaleur , en s*éleyant à 
fi un grand nombre de degrés > ne produisit pas des différences considérables entre les 
91 mouyemens séculaires de la Lune, ob^eryés i diyenes époques^ Les siècles suiyans dé^ 
» yelopperont ^ loi de sa yariation; on pourrait même» dès à présent, la oonnaitre et 
19 deyancer les obseryations» si les masses des planètes étaient -Hieu déteprminées ; maia 
r cette détermination si désirable pour la perfection des théories astronomiques» noua 
i> manque encore. La postérité, à qui elle est réseryée » aura fayantage de )uger des états 
n passés et à yenir du systè^ie du monde , ayec la même éyidence que de son état pré-* 
s» sent; elle yeqra sans doute ayec reconn^s^ce» qiie les géomètres depe siècle oat 
Il indiqué les causes de tous les phénomènes célestes^ et qu ils en ont donné les exprès-* 
m sions analytiques, à^àsis lesquelles il n'y a plus qu'à subçtitu^ les y^pleon de q^antitéa 
D que Fobseryation seule peut faire connaître, n 
Analyse ra- ^ serait tirés difficile de ponyoir faire comprendre comment M. Lapl^ace est pvyenu 
pîdedcfonM^- i de si beaux résultats, «[ans entrer dans tous les détails des calculs. Cependant, pour 
objeu donner un léger aperçu de la méthode qui l'a conduit ^ux principaux » désignons ayec 

lui par x,y ,z,af^ y, z^ les coordonnées rectangulaires de la Lune et du Soleil au 
bout du temps t , rapportées au centre de la Terre ; par r et / leurs rayons fecteurs^ par 

V et «/ leurs longitudes comptées dans le plan de leurs orbites , par «r et 9^ celles de leura 
aphéUes , par a, //; e, e'; n, nf leurs demi-grands axes > leurs excentricités el^leurs moyana 
mouyemens; représentons enfin par JVet ifv les parties de r et de v dues à l'action 4n Soleil^. 
M. Laplaçe reprend rexp^ressiondiffirentielle de /V, qu'il ayait déjà donnée en 1786» et 
où U ayait introduit^ à l'exemple de Liagrange, 1^ considération de la fonction R, et 
de ses différentielles partielles p^ rapport aux .cochonnées, pour représenter les compo« 

I santés des forces perturbatrices parallèles aux trois axes (^). Il substitue dans le dernier 

terme de cette expression , qui reste sous le signe /et qui dépend des forces perturba-» 
trices, les yaleurs elliptiques de r et de 7^; l'introduction de celle^i y amène le terme ^*i^*dL 
sous le signe intégral ; or, tandis que l'excentricité e doit être considérée comme constante^ 
if est yariable, et sa yaleur peut être déyeloppée suiyant le^ puissances du temps ; le terme 
fe'*dt aura donc aussi la même forme ; et comme il produit do^ inégalités qui croissent ayea 
le nombre de réyolutions, il en deyra résulter u^e équation séculaire dans le mouyement d^ 

' (*} Il obtient (vofet note 7 , $ 3) 

etcomB^RsK^-Srp-f- CT, + etc. J , si l'on y (ait 

rîsa 1^14* ^«» 4* ecq<iU4-i—<»)«f«ic.^» «•=^' 

fiê tflTBM la r J l t QspJ donn*raoehri-d, — / ~t T « + ae* H- - «^« — etc. Y 
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"Ta Lune. ITne (bis qu'on «st arrivé à ce résultat^ la découverte est faite ; mais il reste à prott^ 

'ter encore que tons les autres termes de la valeur de tv ne produisent rien, et c*est leur dis'^ 

'cussion qui Compose une partie importante du Mémoire cité. L'auteur intègre l'équation 

différentielle du second ordf^ , qui donne la latitude de la Lune s , au-dessus du plan des 

x^y, en fonction du temps; et, comparant ensuite TeXpression qu'il obtient ainsi ^ mise 

sous une cettaihe forme, avec une autre valeur très approchée, il en conclut la constance 

~ de l'inclinaison respective des orbites du Soleil et de la Lune {*). Il fait voir ensuite, pir 

^rexamen du terme 5a/ .JL^ =a. , que quoiqu'il ait un double signe intégral, il ne produit 
J V 1— e* 

pas d*inégalités séculaires y pafce que les termes qui en résultent sont insensibles ; il 

"montre que Ceux qui proviennent de faction directe des planètes sur la Lune sont dans le 

même cas. Nous reviendrons sur ces difiTérens points dans notre troisième partie. 

L'auteur reprend ensuite l'équation dilFéreiitîelle du second ordre en r^ ; il y met pour 
K sa valeur ; supposant ensuite que la distance moyenne a devienne a -f- ^ , il égale 
aéparément à zéro les termes constans et les termes variables. La première équation Ini 
prouve que Féquation séculaire de la moyenne distance est insensible *, l'intégration de la 
seconde lui montre que Téquatiôn du centre de la Ltme est à très peu de cbose près 
constante , et enfin que le mouvement de l'apogée est soumis à une équation séculaire 
sensible. Lg valeur de s lui prouve la même chose pour le mouvement des noeuds. 

Il ne lui reste plus qu à voir fusqu^à quel point les résultats précédens s'accordent 
^vec les observations : ce qui exige qu'on détermine la valeur de e'*, qui est une quantité 
périodique dépendant des masses des planètes , et principalement de celles de Jupiter , 
de Vénus>et de Mars. La première est la mieux connue ; Fauteur adopte, pour les deux 
autres , l'hjpothèse de Lagrange , en supposant les densités des planètes réciproques à 
leurs moyenne» distances. Il détermine la dilTérentielle de e'^, par rapport au temps ^ 
pour deux époques dilTérentes (savoir, 1700 et Tan 700 avant J.-C.) , eU substituant, 
dans l'expression analjrtique de cette quantité , les valeurs des élémens des planètes qui 
ft\ aient lieu à cette époque; il en tire les coefficiens numériques des deux premières puis- 
sances du temps dan» la valeur de e'*; il substitue cette valeur sous le signe/; il intègre, 

{*) Sdle«t >y y 1«» «SAgciiIrA dM {«iditMytodiii éet oi^M» de k Lan» et dtt Sohil au plâU da x,x\ 
il et S^ la Iragimde det noeuds oflucndaae «k en orbites » e( séît Ibit 

^sinH K !»• ^ QOêH a 9 , y^ûtkïf as |/, ^Coslt «k ^, 

Oa m 

ê ttsyiitt(i»— 'R) as»9fite(iil4-i)*^poM(ii<4-f^; 

«t là «lagwte d« l^elittAiidn bûnibliti dct orbhet n ponr e^re$don (note 1 , $ 4) 
Ot rëqMtkn» ^ 

,.- g + »..(, + gp) -a: «'..»(«>.-») 

jonne, en rhitégntnt et k iransfonnant , 

. tî: {,'+ eco»(Q - ^îî)} Mn(«t^.ij - 1/+ e»to(Q - ^'JJ eo.(iii + 0, 

C et Q ^tant deux cmuuntes arbiirairet. 

Oa riie de U , es eoflapanot eette yakvr avec la prMdebte,. la reklîoa (p -«.^•) «f. (^'.^ ^b) ss^, 
^i pcoura la conscance d» carsë de rincUnaisoD notuelk. 
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«t négligeant le terme multiplié par la première pnisaance du temps, parce qa*il se i 
fond avec le moyen mouvement , il obtient, pom* l'équation séculaire de la Lune , la fo©* 
mule + 11*, i35i» + 0^,04398?, fêtant le nombre des siècles écoulés depuis 1700 (*). 
Il fait voir enfin, que cette fo^nmile rifipproohe sensiblement nos tables des observatioiit 
anipiennes. 

L'auteur de ce beau travail dit, dans les Mém. de Flnst.^ tom. H, p. ia8 : a O9 
9) aurait lieu d'être étonné que la cause de l'équation séculaire de la Lune ait échappé si 
9) long-temps aux efforts des géomètres , si l'on ne savait pas que les idées les plus simples 
71 sont presque toujours celles qui s'offrent les dernière^ à l'esprit bumain. d II a monr 
tré, dans son Exposipiqn du système .du Monde (.dont If première édition a para 
en 1795), que l'on peut aussi parvenir à l'expression de la variation séculaire du moyen mou- 
vement de la Lune sans le secours de l'analyse. Cette fonnule fut employée d^ns lesTables 
de la Lune que Lalande inséra dans la troisième édition de son Astronomie. M. De- 
j lambire avait déjà perfectionné, vers 1789, celles du xaouYement horaire, en y consîr 

' dérant le premier les termes du second oi:dre qpe l'on avait négligés jusqu'alors. 

I9onTelle Dans le Mémoire dont nous venons de parler, M. Laplaçe n'ayait eu égard qu'à la 

dëcouTcrte de première puissance de la force perturbatrice, ce qui était d'une grande précision relati- 

lat'îTe'îmz^nu^ 7^1^^^^ .à Téquation séculaire de ce mouvements II axmonpa, dès le mois de m^rs 1797 

Uoni .eculairef '( Lol,^ BibL Astr^ , p. 78a), qu'il ne sufiisait pas de s'en tenij là cUms le calcul des équ^ 

det ncN^. tions séculaires des mouvemens de l'apogée et des n<euds. Nous avons vu, cliap- à , que 

.cette première puissance ne donne que la moitié du mouyement de l'apogée de la Lune. 

l'autre moitié étant due principalement aux termes qui dépendent de la seconde puissance 

de la ÎGtce perturbatrice, et résultant de la combinaison des deux grandes inégalités, la 

variation et Yévection, Cette remarque de Clairaut fit voir à M. Laplace la nécessité 

d'avoir égard au carré de la força perturbatrice dans le calcul de l'équation séculaire 

du mouvement de l'apogée. Il fut conduit par l'analyse épineuse de tous les termes dont 

les intégrations augmentent considérablement la valeur, à une équation séculaire sous- 

tractive de la longitude moyenne de l'apogée, et qui est à l'équation séculaire du moyen 

mouyement de la Lune dans le rapport très approché de 33 i lo , au lieu de celui de 3 à 4 

que donne la première puissance des forces. Il vérifia par là que les termes dépendant di^ 

carré de 1^ force perturbatrice, qui doublent le mouvement de l'apogée dû à la première 

puissance de cette force, augmentent dans une raison plus grande encore l'équation sécu-r 

laire de ce meuglement ; il considéra de la même manière celle du mouvement des nœuds ; 

et de même que l'inégalité principale de la latitude , en se combinant avec celle de la 

variation , produit dans ce mouvement un tenue dépendant du carré de la forcje peitm> 

(♦) Eq effet, soit «"> = A -f Bi + Ci*, <«i à ^^ = B -f aC«5 

M. LapUce irooTe ^.. * , .égal il —0^1588 en 1700, et à— ^o^a^SfS en 700 aTant J.-C; or Tes- 
prestion analjUqqe de cette quantité ae réduit à aon premier terme à la première époqoe oh (:=o, o^ 
qui donne B = — o*,3i 588 ; elle devient , à la teconde époque, o& Ton a i i»— - 10 : B—aoG s — o^^^S^S , 
d'oU Ton tire G=s — o^oo;8i7i5. L'auteur réduit jpea ▼alcnra de B et de G en partiea du rayon (en les 

diniantpar 57e 1/ 44*01 '^ «nUtitue celle qui en résulte pour e^» dans la formule — — fn'dt.e'*, oùil faî| 

auf^i nW<=: ioo.36oo.4iîy et prend pour — le rapport conon des moyeos monTemenf; oe ^ loi doniif 

b formule du texte. 
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l)atri<;e ^ et qui , en le diminuant, le fait coïncider à fort peu de chose près avec To'bser- 
Tation,il vît quen ayant égard au carré de cette force, Téquation séculaire des nœuds est 
à celle du moyen mouvement dans le rapport de 7 à 10, au lieu de celui de 3 à 4> et 
^qu'elle est additive à leur longitude moyenne ; en sorte que le mouvement des nœuds se 
ralentit comme celui de Tapogée lorsque le moyen mouvement de la Lune s*accélère. 

Ces découvertes , qui sont si remarquables , comme étant dues uniquement à la tbéo- Coonnuation 
rie , sans que rien les fit encore prévoir dans les observations , furent ensuite confirmées jj^tj^es obm* 
par celles-ci. En effet, Téquation séculaire de l'anomalie étant la somme de celles du ▼**io'i** 
•moyen mouvement et de Vapogée, et étant égale à plus de quatre fois la première , devait 
influer très sensiblement sur les observations anciennes. Il était important, pour le vérifier, 
de connaître toutes les observations faites parrastronome Ibn-Junis.M. Caussin entreprit la 
traduction du manuscrit arabe qui les renfermait ; M. Bouvard se chargea ensuite d*un 
travail bien plus laborieux encore, celui de comparer aux tables modernes toutes les 
éclipses que Ptolémée nous a transmises et celles que les Arabes ont observées j cette com- 
paraison , opérée pour cinquante-deux éclipses, lui donna environ 8' ^ pour la correction 
additive du mouvement séculaire de l'anomalie de la Lune. Cette correction, confirmée par 
les époques et les moyens mouvemens des Tables de J'tolémée et des Arabes, dépendait à 
la vérité de l'équation séculaire donnée par la théorie , et dont il avait fait usage ; mais 
Il la trouva , à fort peu de chose près , la même par la comparaison d'un très grand 
iiQmbre d'observations de Lahire, Flamsteed, Bradley et Maskeline; Cet accord de la 
âiéorie avec les observations suffit pour prouver que l'équation séculaire de la Lune n'est 
une ni à la résistance de l'éther, ni à la transmission successive de la gravilf, puisque 
ces deux causes accélèrent le moy^ mouvement dé la Lune sans altérer Ceux de son " 
nœud et de son apogée ; et que si elles avaient sur elle quelque influence , elles la rap^ 
procheraient 4e l'équation séculaire du mouvement de son apogée et l' éloigneraient de 
celle du mouvement des nœuds , en sorte que les trois équations ne seraient point dans le 
rapport constant des nombres 10 , 33 et 7. 

C'est dans un Mémoire qui se trouve dans le t. H de ceux de l'Institut, que M. Laplace M^hode niî- 
a rassemblé tous ces iniportans résultats, et qu'il a donné l'analyse qui l'y a conduit. Xcr^dani 's** 
n y adopte la méthode dans laquelle on exprime les coordonnées du mouvement lunaire nouvelles re— 
en séries dé sinus et de cosinus d'angles dépendans du mouvement vrai de la Lune , en ^ *"^ ^* 
reconnaissant qu'on a alors moins de développemens à faire que dans celle où l'on emploie 
le mouvement moyen. Il transforme en conséquence les équations du mouvement en Éqnaiîoni 
coordonnées rectangulaires où le temps est la variable indépendante ,. en trois autres plus ji^L *** 
compliquées, mais qui, lorsqu'on y transforme les coordonnées rectangulaires en polaires, 
«ont propres à déterminer celles-ci. La première donne l'élément dt du temps en fonction de 

xelui de lalongitude vraie v colnptée sur le plan Jixe des x, j^,multipliée par le carré -^ de la 

projection du rayon vecteur sur le même plan , et divisé par un radical dont le second 
terme contient, sous 4e signe/, la différentielle partielle par rapport à v de la fonction 
perturbatrice R. La seconde équation est différentielle du second ordr^ par rapport à n^ 
jet sert à le déternàiner en fonction des différentielles partielles de R par rapport à z^, à v, 
j^tÀ la tangente s de la latitude de la Lune. EnÇu la troisième est aussi du second ordre 
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et sert à détemdaer j de la même manière que la seconde détermine u £*) ; ce sont Ï0S 
équations dont Tautenr s'est aussi servi dan» la Théorie de laLune» qm forme lî&Iiiv. Vil de 
son Tmité de Mécardque. céleste ^ ^n j changeant seulement )a fonction H en une antre 
Q, qui comprend^ de p^lus que la première, la force principale as la Terre sur 
la Lune. 

Après être parvenu à ces équations , dan» le Mémoire cité , il développe la raSient 
de R, où la masse S du Soleil multiplie des fonctions des coordonnées rectangulaires 
des deux astres; il. réduit celles-ci en coordonnées polaires en désignant i^aacu,,v', 
et / les variables qui correspondent, pour le Soleil, aux lettres u^v et s pour laLnoe» 
TT;e Approxi Pour obtenir Texpression de R et de ses différentielles partielles en sinna et cosinns d'angles 
saire^'.pouMes Proportionnels à v , il £aut déterminer a, uf, v\ s et / en fonctions semblables; il y 
•ubetinMioni. parvient en supposant R nulle dans les équation» différentielles,, et en intégrant lee 
deux dernières avec quatre constantes arbitraires e , v, A et ^ , qm ex[N:iment l'excen^ 
trîcité de Torbite , la longitude de l'apogée , la tangente de rinclinaison et la longitude 
danœud ascendant{*^). Il substitue, la valeur obtenue pour u dans l'expression de dLqak 
lui donne , par l'intégration ,. la valeur de nt -|- i; celle-ci suppose Fellipae lunaire im*- 
mobile; mais on sait qu'en vertu de la force perturbatrice , ses nœuds et son apogée sont 
en mouvement; il désigne aJors par ( i -— c) v le mouvement de l'apogée , par (g^— i ), r 
Te mouvement rétrograde des nœuds ; il conclut des valeurs relatives à la Lune, enles- 
marquant d^un trait, celles. qjri se rapportent au Soleil; et la comparaison des valeurs 
de. nt et de rCt lui donne celle de / en fonction de mv et d'une série des sinus des 
multiples. d)e t/, que la petitesse dé th. et de rexcentricltô de l'orise texrestre uend très» 
convergente , ainsi que celle de u^ 

n ne s'agit plus que de jubstituerces valeurs dans lès expressions de R et de see dilFéren-* 
fielles partielles ,,afin de les développer en ne conservant,, parmi lès quantités de l'ordre des- 
carréaiet des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, qjie celles qui sent 
constantes et celles qui sont multipliées par les sin. on cos. d'angles dans lesquels le coeSSs^ 
cient de v diffère peu de l'unité.Les termes du même ordre, dans lesquels le coefficient dé v 
est très petit-, croissent beaucoup par Tintégration de l'expression différentielle du temps ;. 
mais ils n'entrent dans- le développement de R qu'autant qu'ils affectent l'angle v'i et 
alors il sont* multipliés par m , ce qui les rendfbrt petits^ en sorte que l^n peut les né-^ 

C^) Les eqnationseflont (cojfec notict 7^ S,3) 

(**) CeUie incëgratiott doiia« (nocei7, J^3). 
«^naiîoiw qui, étaai ioiniet. à ccUt-d-, dt = gj^, ^éinmJaMU com^jètcraeD^Ie moaTcment A^Bi^n*. 



Digitized by 



Google 



CHAWTRE WXIÉME. 91 

gliger saas erreur «ensiUe; «nfia^ il £«it conserver les termes multipliés par «'^ê cos (ci/— -«-), 
parce que c'est de là que dépead l'équation séculaire du mouvement de Tapogée. 

Pour porter l'approximation ùisqu'au carré de la {orce perturbatrice^ l'auteur, après Moyen d'aTok 

• j/ 1 / A „^i . j 11/ . • • «M j éeard au carre 

avour développe a part les tenues de lequation en u , et reconnu ainsi ceux qn ils de- £^ \^ force pec- 
valeat introduire dans la valeur approchée de u , désigne leur somme par /u, en prenant ^urbaince. 
po«r 9u wàe suite de ces termes afiectél chacun <i'uû coefficient indéterminé , et il à 
^gard i l'aocroissement qui a lieu dans chaque terme de réqnatîxm lorsqu'on augmente 
u de /ï<« ou qu'on le fait varier par rapport à u. Le développement de tous ces calculs 
est très loag « et il est rendu très difficile par l'attentioa scrupuleuse et délicate qu'il faut 
mettre dans le choix des termes sensibles. 
Après avoir réduit ainsi les termes de la seconde équation, qui suivent les deux pre- £<raation 

•» .1. /.-i, » 1 1 / /^ scculaiic de 

miers^ a «ne suite de tenues non périodiques^ de cos. des angles cv — «- ^ c mv — tr ^ et rapogee. 
de quelques-uns de leurs multiples^ M. Laplace substitue , dans ces deux premiers termes, 
pour Jf « la vakur qu'il a supposée à u «4* ^> ^ déduit de la comparaison des coeffir- 
cieiis des tenaes semblables » des équations pour détenuiner les coefficiens inconnus. Il 
substitue alors « au lieu de u^ sa valeur dans la première équation , qui lui donne > par 
f mtégcatioo » une valeur de v en fonction de t , dont le second terme est l'équation sécu- 
laire du mojreu mouvemetft. Il reprend ensuite l'équatioii différentielle en &/ety substitue 
la valeur de «^ en mgardant e et tr comn»e variables ; égalant ensuite séparément à zéro 
les coeflBciens de sia (cv -«-«-} et cos icv-^ w^^ il obtient deux équations où entrent 
ks variations de e et de «- « et qui lui donnent les équations séculaires de ces élémens {*). 

L'auteur considérant enfin le mouvement des nœuds , reprend l'équation dîfTérentielle Éouation 
qui donne la tangente s de la latitude, en y négligeant les cai^ et les produits de s et ^çeadi. 
de / ; il suppose 5 ==: a' sin (v — I') + 5^; et comme le premier terme de cette valeur est 
â peu près la latitude au^essns du plan fixe des xy ou de l'écliptique fixe, de la pro« 
jeodon de la Lune faite sur le plan de l'écliptique vraie « s^ désigne alors , à très peu 
-de chose près , la latîlaide de cet astre au-dessus du plan de l'écliptique vraie , et oa 

(*) SoppoMBt âam ks deuc premien cermea de PcqiUlîoo difënentielle ea u d^à développée 
u = ^(i-.^à«)-Î4x>a(«.-^)H-ett.5 

Je coeffident de tia (c^ — 4r} lui donne Tépiation --^ «: ^. . ■ ; et en Tiatëgrant par les logarilhmeiy 

ceatnàté de Porbite Junaire n^inflae point aenaiUement anr lea éqnationa aécnlairea de b Lune , pois^ve e* s*y 
ÂXOKft multiplié par la qnaniilë -^ =s n»* 7: — ^ et ^'on pentn^iger le produit de ^ par cette fraction. 

Le coeficîent de cos(cf — <►) loi fournit Féqnation ^ ^ j^ = " — - # + ^j^f * ^'•«^^ *« coefficient 
de - coa(g p <r ) , dana Tëquation différentidle. Ji désigne alors par - Cnt* le coefficient de e'* dans la fonc- 
lîoB '«; il vBik^ la relation préoédeafte, en négligeant son dcnûcr isnM eosMie ^taat insmaibli par 

npport à ^ > st obtint, en rempkeam diffuét^ 

3 

I m 9 coBst. 4- - fim^fé^dt , C =s 3,3oa4. 

î ^ 
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peut la supposer égale à a sin (gv — 9) dans les termes qui dépendent des forces per- 
turbatrices. Il développe alors les principaux de ces termes. Pour avoir leur variation . 
due à la force perturbatrice, il suppose j^ = a sinus (^gv — O + ^*/ » ®^ ^^ prend pour 
^s^ un développement composé d*un certain nombre de sin. d*ang]es qui entrent déjà 
dans l'équation différentielle, multipliés par des coeificiens indéterminés. Il obtient ainsi 
la seconde partie dé la troisième équation ; et supposant ensuite , dans ces deux premiers 
termes, j^=a sin (g'»'— #) en regardant A et ê comme variables, la comparaison deii 
coeiEciens de sin (gv — 9) et cos (gt'— ï"i donne deux équations entre les différentielles- 
de A et de ^ (* ). L'intégration de la première lui prouve que l'inclinaison de l'orbe lunaire à 
l'écliptique vraie n'est pas rigoureusement constante , mais que sa variation est insensible,, 
et n'influe point d'une manière notable sur les équations séculaires de la Lune. La seconde 
équation étant intégrée aussi , lui donne l'expression complète de l'équation séculaire du' 
nœud ascendant. 
Besîsrance de C'est par la détermination des altérations produites pat la résistance de Tétfaer, que 
«««^- M, Laplace termine son Mémoire. Il prouve, en supposant cette résistance proportionnelle 

au carré de lavitesee» en l'introduisant seule dans les valeurs de f-r-J» ("TT"}* ("S")" 

et en intégrant les équations dans cette bypothèse, que cette action, si elle avait lieu, n'au- 
rait d'influence que sur le seut mouvement de la Lune, oà elle produirait une équation 
séculaire proportionnelle au carré du temps ; et comme les observation» n'indiquent 
aucun effet qui exige cette, considération pour être expliqué , il en conclut que l'accélé-' 
ration produite par la résistance d'un fluide éthéré dans le moyen mouvement de la 
Lune, est jusqu'à présent insensible. 
Prix «nr les Pendant qu'on perfectionnait ainsi à Paris la théorie de Fa Lune avec tant de succcè?,- 
f^bll^dcJal^u- l'as^r^wïome Biirg s'occupait, à Vienne, à calculer les observations de cet astre faites à 
ne. Greenvicfa. L'Institut national de France proposa, le ig mars 1798, le sujet suivant 

d'un prix de mathématiques : Déterminer par un grand nombre d observations (environ» 
cinq cents), les meilleures et les plus modernes qu'on pourra se procurer y les époques de la 
longitude moyenne de f apogée et du nasud ascendant de la Lune, Deux pièces seulement 
furent envoyées au concoura , l'une était de M. Bouvard, l'autre de M. Biirg. (Voyez le 
Rapport de M. Delambre, Conn, des Tems pour i8o3, p. 4!^Q>) Ces auteurs, non contens 
de satisfaire aux questions du programme d'une manière complète \ s^taient livrés, sur lesr 

{*) Cet deux équations soot, en désignant par «f le coefficient de x sin(^— d) dans rcqoation difië- 
VêntieUe en s déveluppée , 

La première donne, en Tintifgninc, x*=: ,. , B' cUnt une consunte arbitraire. 

de 
Lar seconde donne, en négligeant son premier terme par rapport à x v-, en snpposant que g cxprim» 

k partie constante de i -f- - *^ *^ q^^ ' ^'"^^ ^oi^ 1^ coefficient de e'» dans •% 

3 
i 5t contt. Cin*/e'»dl , C = o,6^5€fi. 
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ihouvemens de la Lune , à des recterches si pénibles et si intéressantes , que l'Institut 
( ce sont les expressions mêmes du Rapport ) considérant d'ailleurs l'importance du 
sujet pour l'Astronomie et la Navigation, crut devoir doubler le prix annoncé, et le 
partager également entre les deux pièces : c'est ce qu'il fit le 5 avril 1800. Mais le 
Bureau des Longitudes ayant trouvé ensuite cette récompense trop petite pour un tra- 
vail aussi énorme que celui de M. Biirg , qui pouvait tirer de ses calculs toutes le« 
équations de la Lune avec une grande précision, proposa encore, le 20 juin i8oOj sur 
la demande de M. Laplace , de' discuter et t^ établir, par la comparaison avec un grand 
nombre de bonnes observations , la valeur des coefficiens des inégalités de la Lune , et 
de donner pour la longitude y la latitude^ et la parallaxe de cet astre, des formules plus 
exactes encore et plus complètes que celles qui servent de fondement aux Tables ac- 
tuellement en usage; et , enfin, de construire , sur ces formules, des tables dune étendue 
siiffisante pour la commodité et la sûreté des calculs. Le Bureau ne fixa aucun terme 
pour le concours , et promit d'adjuger un prix de 6000 francs à la première pièce qui 
aurait rempli les conditions du programme. 

M. Laplace avait lu à la première classe de l'Institut , peu de jours auparavant, Découverte de 
un petit Mémoire (inséré depuis dans le t. lU des Mém. de Flnst.) relatif à une j^^^P^'^^^J^ \' 
âoQvelle inégalité périodique dans le mouvement des nœuds de la Lune , que la com- M. Laplace. 
paraison d'un grand nombre d'observations avait indiquée à M. Biirg , sans qu'il pût 
en découvrir la loi. M. Laplace prowa que cette inégalité tenait à ce qu'il existe 
dans l'orbite lunaire un mouvement de nutation analogue à celui de l'équateur terrestre , 
et dont la période est- celle du mouvement des nœuds de la Lune, u Le sphéroïde ter* 
t restre (dit-il, Mém. cité, p. 198), par son attraction sur ce satellite , fait oscrller 
15 l'orbite lunaire, comme l'attraction de la Lune sur le sphéroïde terrestre fait osciller 
t notre équateur. L'étendue de cette nutation dépend de l'aplatissement de la Terre, 
fi et peut ainsi répandre un grand jour sur cet élément important. Il en résulte , dans 
t la latitude de la Lune , une inégalité proportionnelle à sa longitude moyenne , et 
î> dont le coefficient est — 6",5 centès. si l'aplatissement de la Terre est jjj. Ce coeffi- 
p cient augmente et s'élève à — iS^B si cet aplatissement est ^. Cette inégalité 
ï) revient à supposer que l'orbite lunaire, au lieu de se mouvoir sur l'écliptique, en 
I» conservant sur elle une inclinaison constante, se meut, avec la même condition, sur 

V un plan passant par les équinoxes , entre l'équateur et l'écliptique , et incliné à ce 
p dernier plan de 6*,5. . •. M. Bouvard vient d'en comparer le résultat aux observations. 
)î Deux cent vingt observations de Maskeline, dans lesquelles l'inégalité précédente était 
n à son maximum positif, combinées avec deux cent vingt observations dans lesquelles 
D elle était à son maximum négatif, lui ont donné — 7",5 à très peu jrès pour son 
T) coefficient; ce qui répond à g-j-j d'aplatissement pour la Terre. Ce coefficient s'élèverait 
T> à — 13*^,5, si la Terre était homogène; son homogénéité est donc exclue parles ob- 
j> servations mêmes du mouvement de la Lune. 

j) Les considérations précédentes m'ont fourni une nouvelle détermination de l'inégalité 
T de la Lune dépendante de la longitude du nœud. Les observations avaient porté 
D Mayer à l'admettre, quoiqu'elle ne fût indiquée. par aucune des théories de la Lune; 

V il l'avait fixée à 4" dans son maximum. Mason, par la comparaison d'jn très grand 
9 nombre d'observations de Bradley, l'a trouvée de /'; enfin M. Biirg, par celles dû 
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» Maskdine , yiemt de la fixer à 6^8. Je ne Tarais d*abord trouvée, parla tfaécHTie de 
91 la pesanteur > que de a" au plus ; mais ajant reconnu depuis la nutation de Torbite 
)) lunaire , j*ai trouvé que le coefficient de ^ette inégaUté est à celui de Tinégalité pré- 
n céd^ute du mouvement en latitude, commue neuf fois et demie la tangente de Tindinaison 
n moyenne de Torbite lunaire est à l'unité . Cela donne 5'',6 pour ce coeiEcieat dans Tby-* 
V potbèse de ^ d'aplatissement pour la Terre ; celui de Biirg répond à j^ d'apiatisse» 
» ment. . . Ainsi la Lune , par l'observation suivie de aea mouvemens, nous découvre la 
» figure de la Terre dont elle fit connaître la rondeur aux premiers astronomes par ses 
. » éclipses, yy 
J^^^'^' ^^ Cependant Biirg travaillait à ses Tables de In Lune, en profitant des secours précieux 
*^* que lui of&aient ses communications avec M. Laplace« Un concours mutuel s'ét^dt établi 

entre le géon;iètre et l'astronome, et devait, par l'étendue et la. variété de leurs con- 
naissances et de leurs lumières, faire faire de grands progrès à la théorie qui en était 
l'objet. Chacun d'eux arrivant par différentes voies à soupçonner de nouvelles inégalités, 
avait besoin de l'autre ; d'une part pour en déterminer la cauae et la loi , de l'autre 
pour en fixer la valeur avecpr^écision, et en déduire , p^ar la comparaison des résultats , 
certains élémens importa^. 

L'Institut reçut, dès le mois de novembre i8oi , les Tables de Biirg, qui loi envoya 
ensuite plusieurs supplémens. On se décida , sur le rapport d'une Commission ( voyez 
Conn, des Tems pour i8o5), a doubler encopre le prix proposé, en raec(»-dant à 
l'infatigable astronome qui , après avoir calculé plus de trois mille observations de Ma»* 
keline, corrigé les coeificiens de Mason, et introduit neuf équations nouvelles, déter- 
minées aussi par la méthode des équations de condition, était parvenu à réduire I9 
maximum des erreurs de ses tables à moins de 4^" centès, , et leur quantité moyenne à 
environ 10' pour la longitude et 6^ pour la latitude. Ces tables ont été depuis publiée» 
par le Bureau des Longitudes, et M. Delambre, qui en fut l'éditeur, rendit leur usag» 
plus commode , en x^ donn^mt au calculateur que des additions à&ire, sans qu^ancun^ 
époque fut akérée. 
D^ouverte A l'époque du premier envoi de Biirg , il restait encore une source d'eireurs qui com^ 
de*îa Luac'^f "lençaît à se manifester, dont Biirg n'avait pu signai^ que les effets, et dont la décoo* 
longue période, yerte était réservée à M. Laplace qui l'annonça le s6 janvier i8od. u Les obseryationa 
D de Lahire et de Flamsteed (dit-il, Méc, céL\ t. III, p. 177), comparées à celles de 
7) Bradley , indiquent un mouvement séculaire plus girasd de i5 À ao' centès^qae celui 
tf des Tables lunaires insérées dans la troisième édition de Y Astronomie de Lalande ; 
D les observations de Bradley, comparées aux dernières observations de Maskeline, 
Y) donnent au contraire un mouvement séculaire plus petit de i5o' au moins ; enfin les 
)i observations faites depuis quinze À vingt ans prouvent que cette diminution du 
}) mouvement de I4 Lune e^t maintenant croissante. De là résulte la nécessité de retou»- 
yi cher sans cesse aux époques des tables , imperfection qu'il importe de faire dispa«- 
i> raître. Elle indique évidemment l'esdstence d'une ou de plusieurs inégalités inconnuef, à 
Il longues périodes , que la théorie seule peut faire connaître. En l'examinant avec soin , 
7) je n'ai remarqué aucune inégalité semblable dépendante de l'action des planètes ; s'il 
yi en existait une dans la rotation de la Terre, elle se roaniferterait dans le moyen mou^ 
yt vement de la Lune, et pourrait y produire les anomalies observées*, mais l'examea 
» attentif de toutes le^ causes qui peuvent altérer la rotatipn de la Terre ^ m*a convainci^ 
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n depTnB eirplu^, que ses variations sont insensibles. Revenant donc à Faction dn Soleil 
I» sur ïa Litne, fai reconnu que cette action produit une inégalité dont Targument est 
f) le dbubib de la longitude du noeud de Torbite lunaire^ plus la longitude de son 
ii périgée , moin» trois fois la longitude du périgée du Soleil (*). Cette inégalité , 
n dont la période est db 184 ans , dépend dti produit dé ces quatre quantités : le carfé 
n de Pindinaison de Forbe lunaire à Fécliptîque , Vexcentricité de cet orbe , le culie 
n de l'excentricité de ForBe solaire, et le rSipport dfe la parallaxe dtf Solfeil à celle de la 
t Lune ; elle parait ainsi devoir être insensible ; iffai^ lés grands diviseurs qu'elle acquiert 
n par les intégrations peuvent la rtndre sensible, sur-tbiit si lés termes les plus considë- 
ii râbles dont elle se compose, sont affectés du même signé. Il est très difficile d'obtenir 
ii son coefficient par Ta théorie, à cause dû grand nombre de ses termes, .et dé l*ex- 
V tréme difficulté dé le» apprécier , difficulté beaucoup pfus grande encore qu'a Tégard 
ii des autres inégalités de» la £iUne ; fai donc déterminé ce coefficient au moyen des 
fl observations feitesr depuis un* siècle , et fai reconnu qu'il est à peu près égal à 47^5 1. 
tr Son introduction dans les tables doit en cliangër les époques et les moyens mouve- 
7) mens. J*ai trouvé ainsi qu'il faut diminuer de qV^6S4 le moyen mouvement séculaire 
tr des tables de la troisième édition dé YAstr, de iLalandë. Comme lâaforniulé représente, 
n avec une- précision remarquable, les côitéctions des époques de ces tables déterminées 
yi par untrès grand nombre d*obserVatîoris,'poursî5c époques différentes , de 1691 à 1801*, 
» et que la tbéorie ne m'a' point indiqué d'autres inégalités lunaires à fonguès périodes, 
ir H me paraît certain qtie lés anomalies oËsérV^ës' dans le moyen mouvement de là 
1» Lune- dépendent de l'inégalité précédante, d 

H ne rest^ pitts à M; Eaplàce, après: qu'il' étlt montré, par la suite de découvertes Tlicoiic de 
Brillantes dont nous venons d*indîquer les traits principaux^ tout le parti qu'on pouvait Mecank^uc *cc- 
tirer dte fanaly^e pour îc perférctionnetoent m^nie des tables , qu'à rassembler tous ses ^*^'*'*- 
travaux sur ce sujet , à profiter aussi des idées beureusés dont on aivàit- précédemment 
fait usage , en acfeptant cependant ime marcBe uniforme , et à présenter pour là pre- 
mière fbis an monde savant, uriétBébriede la Éune complète. C'est' à ce grand résultat 
^*il parvînt avec une étbnnante-râptdité' dans le troisième vol. de la I^'écahique céleste, 
qui pamt lé ag décembre i8bfl (BibL Astr., p: 874). u Mon objet, dans ce livre (dit-il 
t» p. i7ti,ett'par!aiitdir UvrfrVH), est de montrer dkns la seule loi de là pesanteur unî- 
ï> veTWelTè , là source dfe-tbutes les inéjgalîtés da mouvement lunaire , et de méservir ensuite 
p' dé cette loi, comme moyen de découvertes , pour perfectionner la théorie de ce mouve^ 
i>» ment, erpout ett' etfncIunËrptnsietli3 élémens imporfàns du système du Monde. .... 
n %n peut* aisément imaginer' Ur* grand nombre de moyens différens et nouveaux dé 
j» mettre lerprobtème' en éqUîCtion ; mars la discussion de tous les termes qui , très petits 
j> en euit-mèmes , aci^fèrertt une valeur sensible par les intégrations successives , est 
n cequil'offtedè plus diiflcile et déplus importent. Ayant considéré comtne quar^tités 
jï du premier ordre, le rappoYt des moyens mouvemens du Soleil à celui de la Lune, 



(' ) Getie» 'méfgfiké incrodnito' drins- l'iexpitfnoir dir nt^ten de là £ûrmt( 

H.sio<3ir^.^ 3nm -H 3^iii«^*- ajyv — c»* + ad^-h ^ —3 <►' ). 
Or, cornait qoel^es-uo* des tenDca qui la compooent, et qui sont tod» de IWdre dtf cwrë dea-iiuMgef, 
ont acquis par la double intégration le carré du coefficient de i^ en diriseur, et que Ton a {Méc. cet, 
t. m*, p. 089) 3 * 3m -^ 3</ni — a^ — c =5 o,ooo4oG5a , Textrémc petitesie de ce diviseur leud it* 
tciBMi- conctpondatts * sensibles; 
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» les excentricités des orbes de la Ludc et de la Terre» et rinclînaison de l'orbe lonaîra 
31 à récliptique , j'ai déterminé toutes les inégalités du prep^ier , du second et du troi- 
11 sième ordre, et les inégalités les plus considérables du quatrième , en portant la pré-^ 
rt cision jusqu'aux quantités du quatrième ordre inclusiyeqient ^ et en conservant celles da 
» cinquième ordre qui se sont présentées d'elles-mêmes , . • En comparant les coefliciena 
r de mes formules à ceux des meilleures tables réduites en sin. et ces. d'angles croîs- 
91 sant proportionnellement à la longitude vraie , j'ai eu la satbf action de voir que la 
91 plus grande différence qui ^ danii la théorie de Mayer^ Tune des plus exactes qui 
9> aient paru jusqu'à ce jour , s'élève à près de loo", e^t ici réduite à 3o" relativement 
91 aux Tables de Mason , et au-dessous de aS'^ relativement aux Tables de Biirg , qui 
9) sont encore plus exactes. Ma théorie se rapproche encore plus des tablée , à l'égard du 
99 mouvement en latitude dont les approximations sont plus simples et plus convergentes, 
9) et la plus grande différence n'est que de 6"; quant à la p^allaxe de la Lune , on ^ 
91 préféré /avec raison, d'en former les tables uniquement par la théorie qui, vu la petir 
99 tesse des inégalités de la parallaxe , doit les donner plus exactement que les observa* 

99 tions. 99 

Il serait intéressant d'entrer dans quelques détails sur la méthode suivie par l'auteur de 
cet immense travail ', de montrer avec quelle précision elle lui permet d'apprécier suc* 
cessivement toutes les inégalités -, d'admirer sa sagacité à ne choisir^ parmi un nombre 
infini de termes, que ceux qu'il croit pouvoir être sensibles ^ et à deviner en quelque 
sorte leur ordre et leur grandeur; la manière dont il a égard à la non sphéricité, de la 
Terre et de la Lune , dans l'expression de la fonction des forces Q ; le procédé par 
lequel il passe d'un ordre inférieur à un ordre plus élevé en faisant varier chaque terme ; 
l'idée simple et si utile pour la pratique , d'indiquer l'ordre des coefEciens indéterminés 
par des nombres placés au bas de chaque lettre > etc.; mais nous devons, à regret ^ nous 
borner à renvoyer à l'ouvrage lui-même. 

Nous ne ferons non plus que citer la partie du Traité d'Astronomie de M. Delambre 
relative à la Lune, et dans laquelle il a montré comment on pouvait déterminer les inéga- 
lités par les observations ; ainsi que les nouvelles Tables de la Lune de M. Burckhardt, 
qui avait fait une partie considérable de son travail avant que celui de M. Burg eût 
été .couronné , et qui a réussi tant à simplifier la forme des tables qu'à diminuer encor9 
un peu leurs erreurs (voyez le Rapport à ce sujet, Conn. des Temspom i8i6), 
Nous ajouterons seulement que l'astronome Biirg travaille à perfectionner les siennes , 
et ne trouve pas, dit-on , de changemens notables à y faire. Ainsi tout semble annoncer 
qu'on est arrivé , sur ce point, à un degré d'exactitude qu'il sera bien difficile de dépasaert 
Conclusion. Après avoir suivi la marche intéressante des travaux sur la théorie de la Lune depuis 
Newton, qui en attaqua le premier les difficultés, jusqu'à M. Laplace^ qui a surmonté 
les demi ères, -nous devons laisser à de meilleurs juges le soin de faire les réflexions que ce 
sujet peut faire naître , et nous terminerons cette partie par un passage tiré de la Mé^ 
canique céleste, qui peut lui servir, de conclusion : Si ton considère le grand nombre et 
l'étendue des inégalités de la Lune, et la proximité de ce satellite à*la Terre; on jugera 
qu'il est , de tous les corps célestes , le plus propre à établir la grande loi de la gravitation 
universelle, et la puissance de f analyse, de ce merveilleux instrument sans lequel il eût été 
impossible à t esprit humain de pénétrer dans une théorie aussi compliquée, et qui peut être 
employé comme un moyen de découvertes aussi certain que l'observation elle-méij^^ 
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NOTE PREMIERE. 



Déterminer géométriquement les équations du mouvement elliptique des 
Planètes j et la position de leurs orbites, eupartaot des deux premières 
lois de Kepler. 

\ i^. Trouver T équation polaire de TelUpse , et celle de teltipse mdbileenparticulier. 

doiT M un point situé anr Tellipse AMB , dont C est le centre; soient F et F' les deux Fîg« '« 
foyers; x e\y les coordonnées rectangulaires F^, Mç de ce points rapportées au foyer F; 
r et / les distances MF ^ MF^ du même pointaux deux foyers ; a le demi-grand axe CB; 
ae Texcentricité CF; 
.Soit menée la droite fixe FK^ d*où Ton compte les angles t^ = MFK et « = BFK^ 

Ton aura MFBc=i/— •; 

Les triangles rectangles MF^f ^ MFf donnent pour ^ les deux valeurs égales 

/• — (2ae + x)*=:f*-— a:»^ d'où Ton tire /• — r^.rs^a (ex + oe^): 

VLdis on a, par la propriété de Tellipse, r + / = aa, ce qui donne /• — r* = ^a (a — r); 
et de là en comparant > a— r= ea: +a«*; et comme l'on a dans le triangle MFç la 
relation x = r cos X v*— *«) , on obtient , en éliminant x, Téquation cherchée 

<0 r= — z — ^ T-^ — r; 

^ ^ 1 + e cos (i/ — #)• 

elle se réduit àr = a(i— e*) quand (v — #) est un angle droit ^ et donne ainsi la 
valeur du demi^paramètre ou de l'ordonnée du foyer. 

Supposons pour un moment que m soit nul et que la ligne FK vienne se confondre avec 
la ligne AB ; supposons encore que celle-ci, au lieu d'être fixe, décrive autour de F, 
pendant que M décrit l'angle i/, un angle -qui soit à l'angle v comme i —m est à i : 

La distance angulaire des points mobiles M et B deviendra y «-* ( i — m)v ou mi^« 
Ainsi l'équation de l'ellipse mobile sera 

1 +ecosm^' 
oa , en désignant par p le demi-paramètre de l'ellipse^ 



^ = i -f^ecosmi^. 



i3 
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5 ^' Problème de Kepler, 
Fîg. 9. Supposœis^^ qtte M désigne une plantât» cpii décrit me /«llipse dont le Soleil oecnpe le 
foyer F) et coaaeFvoas les dénenotnatioits précédentes-^ la ligne AR sera la ligne des 
apsides , Tangle ( i/ -^«r) sera Y anomalie vraie comptée du périhélie B > et l'éqaation (i) 
sera V équation de C orbite; mais si Toa compte Tangle v -— «r à partir de laphélie A, ainn 
que le faisaient les géomètres du siècle dernier, il faut substituer, dans la valeur précé^ 
dente de r, à Tangle v-^my son sopplÀueat, ce qui demi» le signe -— au terme en cosinus. 

Décrivons du point G conune centre , avec le rayon a , le cercle ANB , et supposons 
un astre X sur ce cercle , partant de B et arrivant en A en même temps que la planète M> 
en se mouvait uniformémeot. 

Soit XCB'zsnâ Tangto qo'ii a décrit an^ beut du temp»/, on YanomaBe moyenne; 
celle-ci étant donnée, le problème consiste à trouver Tanomalie vraie. Keplev employa, 
pour y parvenir, un angle auxiliaire u=NCB, appelé anomalie excentrique^ et qui est 
la diaUnce ajiguhûre du point N oà la. ligne ^M conpe le cercIe^, au point B du- périkélie. 
Nous allons cfaercber d'après cela à exprimer le rayon vecteur , l'anomalie moyenne et 
l'anomalie vraie en fonction de z/. 

La lot des aires proportîomielles an temps încKqne que le secteur MfV est i ha surface 
de Petlipse comme, le temps que la planète met à le parcourir est à sa révolution^ pério^ 
dique 7 le- secteur XCB est à ta surface dti cercle dans \e mêtoe rapport ; les secteurs 
MFB, XCB sont donc entre eux coiàme la surface de Fellipse est à la surface du cercle , 
oir comme l'enfen n ée Vtq esta N7. Les secteurs MFB, HFB ayant mé^me base sont aussi 
entre eux comme M9 est à N9; ainsi les sectetns NVB , XCB sont égaux. 

Or, le secteur 19 CB est ég^l à la somme dea aines^IiFB, NFC, c.'est-i-dke aasecttur 
XCB, plus la surface du triangle NFC; ce qui donne, en égalant leurs valeurs , l'équation 

4 CB X tt = iCÎTx n^ + 5 CF X 9N, ^'où Ton tire ^ en remarquant que CB =s a j, 
CPss^ae', fN =s et sin b, et en df^risant par a\ 

(a)...« u = ne 4-«^ut^; équatieuidueàKepleF. 

Le triangle rectangle MFç donne r = t/x' +y , mais on a x = a cos u — • oe ; et 
d'après la nature de rellips^jr:=r çN |/ r— e*^= «sin-tt V^ i — c'. 
On aura donc, en substituant ces valeurs , 

(3) r = a (1 — e cosu); équation due àKepIer. 

Si l'on compare les valeurs de r données par les équationa (i) ^^ (3).>ozi aura. 

cos u = — r-^ -r-^ — r; d^où Ion tire ■ , * ^ ( =. . —^ ^ 

•u cequî revient au m^e , __ 

(4) tang i(i/ — m)r=z t/ --~- tangj u ; équation due à Lacaille. 

Les équations (a), (3), (4) suffisent pour déferminer la position de la planète dans son 

orbite. ... 

J 3. Détermination du plan de Forbite. 

On a coutume de rapporter au plan^ rédfptique, reg^é comme fixe, la position du plan 
de r'orbite-de chaque planète^ ce qui complète la détermination de «a position dans Tespace» 



Digitized by 



Google 



7Ï011C P&EHIÈBE. 99 

Sok Jioar »t effist , JT la projectioii de M sur ie plan de Técliptiqne ; ^^^* '- 

Pu l'iotecsaotioii des lieiiz ^ass, ou la i^jse des nasotb; 
abaUsons de Met de M' les perpendiculaires Mp, JAfpsva cette ligne; menouBdu point 
F la ligne fixe quelconque F K' située dans l'écliptique ; 
enfin désignons par y l'angle MpMf qui représente V inclinaison de rorl)ite , 

4" MFM' ou la latitude de la planète y 

ç R'FJVT la longitude de la planète comptée sur Vécliptique^ 

« K^FA la longitude du nosud ascendant sur I ediptiqne , 

Q KFO la longitude du nœud comptée sur roii>ite , 

on pourra » an moyen des angles t/^ Cet y , fixer la position du plan de Torbite^ et déter^ 
miner par là la latitude et la longitude propremem dites. 

En effet, ona d'abord pM'=pMcosr; et «ommeon a d'ailleurs pM' =pF tang(^ — •), 
pM=pF tang(i/ — (), ou obtient^ par la substitution: 

(5) tang Cf — «) = tang(i/ — C) cos y ; 

le triangle MFM' donne «in 4^ =r -^ = ^ sin y , d'où l'on tire 

(S) 8În>J/ = sin(v — C) siny; 

cn&H 81^ n?TF>^ ^^f>ant les angles (^ -«#) et y l'on vent déteminer la latitude ^'^ oa a laire-» 
lation tang ^^ = jj^jr = ^ tangy ; d'où l'on tire 

(7) tang 4^ = siD ( ^ — « ) tang y; 

lies éqnadons ppécédentet déterminest complètement la position âa plan de l'orbite 
éuoB le movremeoC eOiptiqw. 

$ 4. Intersection et inclinaison mutuelle des plans des orbites de deux planètes. 

Supposons enfin , avec I^graage {Méni. dePar. , 177^ , p. 1 14) , une seconde planète 
dont la longitude soit f , comme celle de la premîèFe , «sais dont l'inclinaison de l'orbite 
aoit y , la longitude du neeud C, et dont par coBséqaeBt k tmgente de la latitude ait 
pour expresnon tangy' 8in(^ — »')• 

DésigwHis de pb» par 9 Tindinaison mnlpélle des ^eux oibites , 

par w la longitude du nceud de la première de ces orbites sur la 
seconde; la tangente de la latitude correspondante à la longitude ç, comptée sur la 
seconde orbite , sera exprimée par tang 9 sin (^ — w ). 

Si l'on suppose les deux orbites très peu inclinées à l'écliptique, il est clair que les 
tangentes des latitudes doivent être à très peu de chose près égales aux latitudes elles- 
mêmes; de plus, le cercle de latitude correspondant à la longitude ç, comptée sur 
l'éclîptique , se confondra aussi , à peu près, avec le cercle de latitude correspondant 
à la même longitode f, comptée aw l'une das orMtes ; ainsi la dernière expression sera 
à trèa pe« de chose près égale à la différence des deux premières , de sorte qu'on aura 
cette équation : 

tang» sîn(9 — w) = tangy sin (^—41) — tangy' sîn(ç — /). 
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qui devra avoir lieu en général , quelle que soit la longitude p ; on aura donc nécessaire^ 
ment^ en égalant séparément de part et d'autre les coeffieîens de sin f et cosf ^ les deux 
équations particulière» : 

(a) tang 9 cosw = tangy cos« — tang y cos «' , 

(b) tang 9 sinv != tangy sin« — tangy' sin •' > 

d'où Ton tire 

tangy sin « — ^tangy'sîn«' . . y : " , /^ ' . ^ / 

*^g";= taDgyco8.~tang/co3> '' t«'>g»=V't«'S'y-atangy'tangyco8(— O+tang-y ; 

formules qui servent à déterminer le lieu du nœud commun, et la tangente de l'inclinaison 
mutuelle de deux orbites dont on connaîtles liehx des nœuds et les inclinaisons surFécliptiqQe* 

NOTE n. 

Équations générales du mouvement dun point matériel soumis à t action 
de deux forces accélératrices rectangulaires^ qui agissent dans le même 
plan^ et dont l'une est dirigée vers un centre fixe. 

Fig. 4- S t. Lemme de Clairautpour trouver les équations du mouvement et un point M soumis 
à t action de deux forces , tune 2 dirigée suivant le prolongement de la ligne menée 
du centre fixe T au point M, loutre n perpendiculaire à la première et dirigée dans 
le sens du mouvement. 

Soient TM=r, BTM = i/y Mm l'élément de la courbe décrit dans l'instant ift; 
onaTm= r + rfr, BTm=^v + dv\ mT—MT=dr, WIm' = dv. 

Supposons que Faction des forces accélératrices vînt à cesser au point m, le mobile 
décrirait dans Tinstant suivant , en vertu de sa vitesse acquise , l'espace mn égal à Mm 
et dirigé sur son prolongement ; si au contraire les forces continuent d'agir y leur action 
infléchissait la route que suit le mobile, l'amènera en /» au bout du second instant, et l'on 
aura T^= r + sidr + dV, MT/ir=di/ + d*v. Du centre T avec le rajon T/» soit 
décrit l'arc in&niment petit ^ ; on et o^ seront les espaces respectivement parcourus en 
vertu de )a force centrale et' de la force perpendiculaire ; et comme les espaces par** 
courus ont pour expression le produit des forces par le carré du temps , les équations du 
mouvement seront , en supposant que les forces 2 et n tendent à accélérer le mouvement 
et à augmenter les coordonnées r et v, 

on = Xdt^ y 0/1 = nrû* / 
et il ne s'a^t plus que de déterminer on et o/t en fonction de r et de v. 

Décrivons pour cet effet les petits arcs Mm', m/i', et faisons n»' rrr/'r, mTnnztv: 
on aura Ofi. = T/*.nT/* = (r + aidr+ d^r) {dv + d'v — ^i') , on-=i Ir — dr — d*r. 

Or, les secteurs MTm, mTn sont égaux comme ayant même base et même hauteur, 

r^dv 
ce qui donne l'équation r^dv = (r + drY-t'v ; d'où l'on tire, A/ = / ^ dY * ** ^** 

sidrdv 
bornant aux quantités du second ordre , tv:=zdv ^^ ■ 

Les triaDg]es rectangles Mmm' , mnn' , où l'on peut supposer les élémens Mil', mn' 

rectilignes , donnent aussi , en égalant les valeurs de Mm et mu , 
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NOTE SECONDE. «m 

â'oàron tire, en se bornant toujours aux quantitéa du second ordre. . , . J'r = rfr + ^^^*' 
SoCn, substituant ces yaleurs de iV et^ dans celles de o^ et on, on obtient 

Ofi == iyPv — ùdrdv , on = téÎv* — cPr , 
€t les équations du mouvement deviennent 

rdv^ — d^r^ ïA» , rd*v + adrdi/ = nd^*. 

Qairaut avait déjà obtenu ( Mém. de Par., iy4^, p. 24) les valeurs précédentes 

cfe /i/ et ^r à l'aide des triangles semblables , en y appliquant les principes du calcul 

des infinimens petits ; il montra ensuite comment on parvenait de là aux équations du 

mouvement^ dans les Mém. de Par. pour 1748^ P- ^4> ^^ ^^^^ ^^ Théorie de la 

Lune y p. a, 

§ a. Équation différentielle de l'orbite , employée par d'yilembert. 

Cherchons d'abord Téquation de l'orbite A/ décrite en vertu de la force centrale Q Fig. 5. 
dirigée vers T. Soit A le point de départ du mobile, g sa vitesse en ce point, et soit pris 
pour unité le rayon vecteur initial AT , supposé perpendiculaire à l'élément de la ' 
Courbe ; soient j l'arc A/ décrit dans le temps t, z l'angle AT/ correspondant, a? le rayon 
Tecteur T/, v la vitesse au point /; 
ii'équation des aires donne x^dz = gdi, et celle des forces vives v* = g* — v^JK^dx ; 

et comme v = ^, dj = v/3F"+"53?; on tire de là dt = t/ __T.q . ; et 
"> «nbstitiiant cette valeur de <2t dans la première équation , 

dx 



dz=s±. 



W'-'f^-i' 



J t 

la/ 

^**^^^ Q tendant à diminuer le rayon vecteur , il faut prendre le signe — . 

*^ - =«: on a 

^^x^nt et en regardant dz comme variable indépendante. 



du* =:dz*fi +Q j -^-^ — u* J ; équation qui devient, en la dif- 
ime variable indépen< 

d^u+udz*=^. 

C ^ u^ 

Pj.^ '^^Xsidérons maintenant l'orbite conmie engendrée pat l'action des forces 4^ et «r, la 

^i^j^ ^^^re dirigée suivant le rayon vecteur, la seconde perpendiculaire à ce rayon; les 

o^,^ ^ deviendront variables en vertu de la dernière ; et comme l'espace qu'elle fait par- 

^^ est d^s ou îtA", dans l'élément dt du temps , la variation de l'aire sera le petit 

^\tr " .wdi*, et l'on aura c{.xVz=jrxdl*; équation qui, étant développée, revient 
^^éme que la seconde du 5 précédent. Elle donne , en la multipliant par ax^dz^ 

■ ^^ ' = skKX^dz , et en mtégrant, ["Jf) = c^ + ^ J^rx^dz ; 
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dt 



et comme quand ir == o> cm a -—j— =g"> il a ensuit c = g*, d'où l'on tire 



*= ^^ 



Décomposons la forœ w qai agît suivant l>! dans les deux directions lo\ 1k \ 
la composante suivante lo* ^ qui agit en sens contraire de la force centrale^ sera 

— j- jT = — —j- \ et si on la retranche de la force i^ , on aura la composante sui- 

Tant le rayon vecteur, on la force centrale dans ce «eoond cas. 

Pour exprimer qu'elle fera parcourir le même espace que la force Q , il faut égaler 

«ntre eux les produits des forces respectives par le carré des temps coixespondans dans ley 

■X^dsk 
deux cas. La Taleur de Tél^ent du temps est dans la supposititm de la force 

unique. Nous venons de trouver son expression dans le cas des deux forces ^ et on ob» 
' tiendrai par la comparaison, 

râleur dont la substitution dans l'équation primitive de Votbite donne^ en j faisant — r= u ; 

s* 

«?» + "&'- 1^(4'- ■^)(i+«/~)"'=o. <Voy.a«A..t.I,p.ifi.) 

5 3. ÈtfuaUonsda mouvement trouvées par Euler et Mayer^ d'après la considération 

des coordonnées rectangulaires, 

Fig. G. Soit, comme dans le § i*', M le mobile, Tle centre fixe auquel on le rapporte , v l'axs^e 
MTB décrit au bout du temps t, TM= r; désignons de plus par x et^ les coordonnées 
rectangulaires Tp et Mp du mobile rapportées au centre T, on aura oc=:r cos v, jcsr sin v^ 

d'où l'on tire , 

{d^x = dV cos V — ï^drdv sîn v — rrfi/* cos v — rd^v sin v \ 
tfy = rfV «in V + ikirdv cos v — rdw^ «în v «^ rd^vcos v I* 
Décomposons chacune des deux forces S et II , qui agissent sur le mobile , la première sui- 
vant MT, la seconde suivant SS', en deux autres dirigées suivant les axes des x et des j^^ 
en prenant avec le signe — les composantes qui tendent à diminuer les coordonnées ; puis 
égalons la somme des composantes parallèles à chaque axe aux expressions générales des 
forces accélératrices correspondantes. 

Nous aarons , <]uand la force n sera dirigée suivant MS, ou dans le sens dumovire^ 
ment, les équations 

-nr= — ïcosi/ — nsmvi 1— 2:a=5^^co8v+-^smv; 

»*■ I qui donnent par I «" <» 

i l'élimination | ^ d*y d*x . 

3 l °=^«»»*'-3?"""**'» 



.JLs5.^2nni^ + n cosv 



et en mettant i la place de d^x, dy , leurs valeurs en coordonnées polaires, 
rdv*. — d*r = Srfl* , rd!^v + 2drdv == ndt* ; équations employées par Clairaut. 
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NOTE nXXSSUSE. ^d 

Quand la force n est dirigée suivant M&\ ou en sens contraire du aouyement, Tou 
doit la faire précéder du signe «— , ce qui donne 

équations de même forme que celles employées par Euler et Mayer. 

Lorsque Tangle u est obtvs ^ et que les forces S et n ne changent .pas de direction par 
rapport à celle du mouvement de M^ les équations ne changent pas non plus. 

Ainsi dans le cas de la figure 7^ par exemple^ où la foorce n tend à accélérer le mou- Fig. 7. 
Tement y les équations primitives seront : 

•2r="~-S cos(i8o® — i/) + ncos (v — go«) = Scosv^-IIsinv; 

-^ == — 2 sin ( 180®— v)— n sin (v— 90**) = — 3: sînv +n cosvi 

on aura x = r cos ( 180* — v) = — r cos v , jr = r sin (180** — v) = r sin v, 

et les équations définitives seront ks mêmes que celles que nous avona tvoovétft dans k 
même cas , l'angle v étant aigu. 

Lagrange indique^ dans sa pièce snr les Inégalités de Jupiter , p. 7, une manière bien 
simple d'arriver à la première des équations du mouvement. Pouravoir(dit-îl) Ta véritable 

force qui fait parcourir Kespace — -j— , il faut retrancher de la force r fa force cen- 

rrfv** 
tntÊfffi prodnile par la vitesse circdLatoice du corps. Cette dernière £o£ee étants^-^ « 

cela demre immédSalement Véqvatîoii rd)^ "-^d^r^s: 2di^. 

EnfinM. Laplace parvient directement à ces.équations(ilf(^7n. de I^ar., >779> a^pBFf., 
pag. 319) , au mo^ende cetle» em coordonnées rectangulairefl, cn'sufiposant que la direc- 
tion de Taxe des x coïncide avec celle du rayoa vecteur r 1 et en faisant v = o dan» les 
valeurs de d*x et J*y. 

NOTE nr. 

Intégration de l'équation différentielle de Vorhite irouhUe, donnée par 

Clairaut ( Th. L..^ p. 5)- 

Les deusr équations fendamenfeak» du mouvement ^ dowiées* par Ckixant y 8«Bt, d*'aprè9 

la note U^ S ' > 

rdv^^^ d^r rd^v + ^drdv 

— i^— .=*=' — 3? — = "• 

T^d\^ 
La seconde donne ^ en la multipliant par ^r^dir et en intégrant « -^p =/^+ sfllr^dv ^ 

T*di/ 
fêtant une constante arbitraire ; d'où l'on tire dt = / a "":: — 7^ > ®* ®° dîffSren- 

ciant la valeur qui en[résulte pour f^ ) > dans lasuppositionde Ji/constantet de fl^ variable^ 

or, la t^ équation dtt moavenBnrdevient^ loiasp-'Otty snbeldtiie ^ ê^ S ^^^^^3F"* di^* di 
an lieu de ^p > poor la dégager d^ k supposition d'e dt constant^ et qn*on y met pour 
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dttftd.j- les Taleurs précédentes, en la multipliant de plus par r* : 

elle se réduit, en y faisant / — 71— =f, S = — + *>àla suivante : 

(i , 'ri p _ I ^ / , ♦^ . n^^'^ 

et le second membre devenant 1 -f- Q lorsqu'on suppose Q = — j- — T jjj + 5j|t- — SM • 
si Ton fait encore , dans le premier membre , i — ^ = ^ , ré<piation prendra la 

forme très simple. • s + ^-j -4*^ = 0* 

• Il ne s'agit plus maintenant que d'intégrer. Pour y parvenir, Clairaut multiplie l'équa- 
tion par <2i/ cos V, ce qui rend intégrables ses deux premiers termes. Il multiplie cette 

première intégrale par •^—~, et l'intègre de nouveau, ce qui lui donne l'éguatiott 

cherchée. On peut y parvenir facilement aussi en suivant la médiode de la variation des 
constantes arbitraires. On voit en effet qu'en mettant pour s les valeurs sini^ et cosv, 
on satisfait aux deux premiers termes. Soit donc ^ =p sin v + 9 ^^ ^i P ^^ ? ^t^t 
des indéterminées , on a 

ds = pdv cos V — - qdv smv -^^ dp smv + dq cos v- 

Mais comme on peut disposer de Time des deux indéterminées , soit 

(1) dp sbiv + dqçosi/ z=:i o; 

on axxxA 

et si Ton substitue ces valeurs dans l'équatîon différentielle, elle se réduira à . 
(a) dp COB y — dqsïixv + Odv = o. 

On tire ensuite des deux équations (i) et (2), par Félimination, | J^ 3! nrf * — } » 

cequi donne, enîntégrant,p = gf — /hfîv cosi/,9= c + Jtldv sin v, c et g étant deux 
constantes arbitraires; et de là, 

« = g* sin V + c cos if — « sin vfûdv cos v -4" ^^o^ s^fildv sin v, 
on en remettant pour s sa valeur , et en faisant ^ = p, 

- = I — g sin V — c cos V + «io vfod^^ cos tf — cos vfodv sin v. 
Désignons la somme des deux derniers termes par A; lorsque O=co8 mv, on aura 
A =: sin v/cos mi/ cos v.d^ -«- cos v/cos mv sin v^dv} 
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NOTE i^ATRIÈME. io5 

ft U 8'agit d'intégrer de manière que les deux termes s'éyanoDÎssent avec v. Or» on a 

/cosmvcosv.Ji/ = i/[co8(m+i)i^ + cos(m — i)i/]«/i/ 
, / 8in(m+ i)i/ , sin(m — i)i/) 

— ^1 m+i "^ ;;:=:— /• 

/cosmi^sin v.<?i/ = ï/[8in(m+ i)v— sîn(77i — i)ii]dv 

^^ , f C08(m+i)i/ co8(yn — i)t/ ) . 

*l m+i m — 1 J "" 

La première intégrale se détruisant quand v = o ^ n*a pas besoin de constante -, la seconde 

donne, lorsque v = o, o=— .- / — r— — ■ \ +*; d'oùTtotire A = — -r^! — . 

Si Ton rassemble ensuite ces deux termes ^ on obtient 
8invsin(m+i)v-|-cosvco s(m*^i)t/ , s invsin^m — i)v>— cosycoa(7n^— 1)4/ , cosv 



I f ^ 1 \ . cos v 

Im+i m— 1) m*— i 



CO8V— cosmv 



. Quand n» = 1 ^ A = -; mais pour avoir sa yraie valeur, prenons au numérateur et 

au dénominateur 1 las fonctions dérivées par rapport à m, et faisons ensuite m:= 1; 
nous aurons alors A = ^ vsintf, ce qui produira, dans Téqnation de l'orbite, des arcs de 
cercle hors des signes périodiques. 

Soit O = Acosmi/-!" B cos nv + etc. Chaque terme en fera naître dans l'intégralo 
d'autres de la même forme que ceux que nous avons trouvés pour le cas d*un seul con- 
sidéré isolément ; Féquation générale de l'orbite troublée sera par conséquent , en 
taisant gzsso, parce qu'il suffit d'avoir pris en considération deux constantes c et A ^ 

Et A B ^ ] A cos mi^ B cos nv 
= 1 — <c— — ; T etc. > cosv— • — T — — r — ret€* 

NOTE IV. 

Recherche des forces que produit f attraction ttun corps sur le système 
de deux autres corps dont Vun tourne autour de Vautre. 

J 1. Construction de Newton pour déterminer les forces perturbatrices du Soleil sur 
la Lune (Princ. , liv. 3, prop. ii5 eta6 ). 

* Soit 5 le Soleil , P la Lune, T la Terre. Si l'on représente par les lignes ST et SL Fîg. 9* 
fattraction du Soleil sur la Terre et sur la Lune , ces deux lignes seront entre elles en 
rabon inverse du carré des distances de la Terre et de la Lune au Soleil ; on aura donc , 
en fabant SK = ST, la proportion 

SK:SL = -gî^:g^, d'où l'on tire SK^sSLxSP»; 

ou, en mettant { cp T pv *** ^«* ^^ Icjr * ^ en négligeant les puissances dePKsupé* 
nçures à la première ^ PL as 3PK* 
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Or^ la force 5L se déoompoêe saivant les lignes SM et LM, celle-ci par^èle iPT^ 
en deux autres forces , dont la première donne , lorsqu'on en retranche la force SX du 
Soleil sur la Terre , TM pour la force perturbatrice de la Lune dans son mouvement rela- 
tif suivant cette direction ; et comme dans la natve , les lignes SP , ST sont fort près d'être 
parallèles, à cause de la grande distance du Soleil, la force TM est, i très peu de chose près, 
égale à PL ou à 3PK. Dans les «yzjrgîes , PK étant égal à PT, qui représente la force ML 
dans sa valeur moyenne^ on voit que la fprce TM est alors triple de la force centrale PT 
produite par l'action du Soleil , et que Ton a TM — ML = aPK pour l'expression de la 
force perturbatrice qui tend à éloigner la Lune de la Terre. 
Fîg. 9- Si l'on suppose les deux lignes PL , TM parallèles , et qu'on mène la rindtante TL 
des deux forces TM et ML , puis qu'on décompose TL suivant le prolongement TE do 
rayon vecteur et sa perpendiculaire EL ; EL représentera la force qui est dirigée suivant 
la tangente à la trajectoire au point P, et qui tend à accélérer la vitesse du mobile» 

TK. ^ 

Or, on a EL =: PL sin P ; ou, en observant que »in P == œ^ et que PL = 3PK, 



EL = 



TP 
3PK.TK 



TP 

Dans les octans , où l'angle PTK est de 4^*, si Ton abaisse la perpen£culaire Kd 
sur PT, on aura K«(=3PJ=ipT; les triangles semblables FKd, FLE «kmnerodt 
K<f =9^ EL; d'où Ton tire EL =} PT pour rexpression de la force tangenti^le dam 
les octans , en fonction de la force centrale moyenne produite par l'action an Soleil. 

S s. Recherche des forces perturbatrices ^ et U qui agissent sur la Lunedarts le plan 
de son, oiiite, diaprés Clairaut (Th. L., p« 17 et 38). 

Fig. 10. 1 Soit N lamaMe dm Soleil situé en S; soiei^ T la Terre» L la Lone^ et M ta sottaé 
de leurs masses^ Faisons LT = r , ST = /, SL = j , STL = T. ^ 

D'aprèe la théorie de l'attraction , 

• N 

le Soleil attire la Lune ayec une force -7 , dirigée suivant LS , 

Terre y TS; 

et comme Ton peut décomposer une force en deux autres > p r ap orti o m tellea aux côtés da 
parallélogramme dont la diagonale e^t sur sa direction, 

^ (^.J, siâ^tLT ] 

la force — pourra être remplacée par les^deux forces < t^ 7 > > 

^ ^^.t, suivantLç, parallèle à TSj 

la force ^ devra, Iorsqu*on suppose la Terre immobile , être appliquée à la Lune en 
sens contraire de sa direction. 
Les forces perturbatrices seront donc -3-, suivant LT *, IV r^'~"|r7> *^Tant L^; 

Première approsimation» 
Supposons d'abord les trois corps dans le même plan , et dmusons la peipeftéraiifti&t' 
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KOTE QUATRIÈME. fô?^ 

Ip sur ST; on p«ut, yu la petitesse du rapport j > qui est environ 5*7, en négliger le 

«arrè ; et comme TangleLST n'est cpie d'environ 8' i dans son majrimtim aux quadratures 
(puisque la parallaxe du Soleil , ou le rayon de la Terre vu du Soleil , est de 8" i , et 
que le rayon de Torbite lunaire est environ 60 fois plus grand) , supposons son cosinus 
égal à 1 ^ et par conséquent SL = Sp. 

Kous aurons SL=: j=ï /— rcosT, -j3=:y+ -^ — -— etc.» ce qui réduit la 

force suivant LT, à -^j et celle suivant Lq, à — tt"*"* 

: Four avoir la force totale ♦, que le Soleil produit dans la direction ije LT, il tant 
retrancher de la première » la composante de la seconde , dirigée suivant le prolongement 

JL/de ce rayon ; celle-ci ayant pour expression ^ cos T = - -^ (i +cos aT) , on a 

♦ =L.(,_5cos*T) = -5r(x^.3cosaT). 

(kk obtiendra aussi k force n qol a^ dans le tan» LA du mouvement de la Lune, 

perpendiculairement à LT» en décomposant la force qui agit dans la direction deLq^ 

aoivant le proloBjptment Lh' de LA, on ca k kmkipliattt par sin T, et en prenant cette 

3Nr .' 
'Composante avec un signe contraire; ce qui donnera A =:? — - --» sin aT. 

La force ^ est celle dont l'effet tend à augmenter ou à diminuer la force centrale 
•de la Terre sur la Lune. 

'= — r 

Vr 



e la Terre sur la Lune. 

(♦=. 

T\ 1 («yzygîee fT= o ouT=îi8o* _. , ^ ) 

Dans les {-' ^? _, on^* W ^ m ^., ce qiu donne < 

(quadratures ITs^go» oit Tîea7ô^' t— ^ 



Ainsi l'attraction de la Terre sur la Lune est augmentée, dans les quadratures ^ par Tac^ 
tîon du Soteit, de k moitié de ce dont elle est diminuée dans les syzygies. 

Nr 
L'expression ^ = -7^ (1 — 3cos^T) montre aussi que Faction du Soleil^ dans k di- 
rection du rayon vecteur qui va de la Lune à la Terre , est nulle aux points où Ton a 
eosT=dl V^^, c'est-à-dire dans les quatre positions de la Lune , situées à angle 
^oit, où l'angle T est de 54^44', 36o« + T, i8o*'4- T et i8o<» — T, etoù la Lune 
est par conséquent plus près des quadcature» que des syzygies. 

. La partie •— --p de la valeur de ^ ^ qui est indépendante des fonctions périodiques de T,. 

représente l'action moyenne du Soleil sur la Lune ; car l'autre terme étant multiplié par 
cos sT, qui, pendant que k Lune se ment^ prend toutes les valeurs possibles, depuis 
i à «- 1 , a »én> pour valeur moyenne. Or, d'après la loi d'Huyghens , les forces cen-^ 
tete» de deux corps qui décrivent des orbites circulaires sont entre elles pomme les* 

fuyons de ces orbites divisés par les carrés des temps périodiques. Soit donc n =:-^-^ 

le rapport des temps péxiodiquer de. k Terre autour du Soleil et de kLana autour de 
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la Terre, on aura la proportion 

-j:- = r://i% quidonne ^=:n-.-; doù — — = _ ggg . -. 

Ainsi Faction moyenne du Soleil diminue de ^ l'attraction de la Terre sur la Lune.* 

On voit que cette diminution d'attraction doit augmenter la distance de la Lune à la 
Terre. Si Ton désigne donc par r; la distance à. laquelle la Lune serait sans l'action da 
Soleil , et qu'on suppose r = r^ ( i + /") , le rapport / de l'accroissement est positif. 
L'équation des aires subsiste , lors même que la pesanteur diminue , puisque cette 
diminution s'exerce dans la direction du rayon yecteur. Si donc on désigne par v^ la 
vitesse angulaire de la Lune sans l'action du Soleil, par v la vitesse lorsque cette action 
a lieu , on aura également 

r/i/^ = c et i^v = c, ce qui donne , en comparant , r/i^^ ss r/ ( x + ^Y v ; 
tfoù Ton tire v = ^^^^ ^y = v,(i — a^) , 

en négligeant le carré de la très petite quantité /". Ainsi la vitesse angulaire de la Lune 
ftera diminuée par l'action moyenne du Soleil, dans un rapport double de celui de 
l'augmentation du rayon vecteur» 

Il nous reste à déterminer la valeur de t. Pour y parvenir , égalons la force centrifuge 
de la Lune , ou le produit du rayon par le carré de la vitesse , à la pesanteur de la 
Lune , diminuée par l'action du Soleil ; nous aurons, en faisant ^ = «, l'équation 

TV = j3 ; 

d'où Fon tire, en remettant pour r et v leurs valeurs : 

M 

et comme Ton a, quand le Soleil n'agit pas, r^v/= -^, Féquatipn précédente donne 

'/ 
1-/^=1 — *ou /^=«. Ainsi Faction moyenne du Soleil augmente le rayon vecteur 

de la Lune de sa 358* partie , et diminue d'un 173* son mouvement angulaire. 

Seconde approximation. 
Considérons maintenant Te cas de la nature où le plan de Forbite de la Lune est incliné 
d*environ 5° au plan de Fécliptique^ et cherchons la valeur des forces qui agissent dans 
le premier de ces deux plans. 
Fif- "• Soit S' la projection du Soleil sur Forbfte de la Lune. Faisons ST = ty S'TL r= T'. 

La force nT-j — jT j> T'^ ^S^* ^^ '* Lune parallèlement à TS, devra être réduite 

au plan de Forbîte ^ en Ta multipliant par cos STS = -y , puis décomposée dans ce plan 

suivant LT et sa perpendiculaire , ce qui revient à multiplier le. produit par cos T' et 
sin T^ Retranchant ensuite la première composante de la première force perturbatrice 
qui agit déjà suivant LT , et prenant la seconde composante 4vec un signe contraire j 
on aura 

♦=F-«(?-F)7-'r. = = -"(? -ï)7"^- 
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NOTE QUATRIÈME. 169 

* 6oit lùenée la ligne des nœuds iiTn de l'orbite lunaire , et supposons la Lune et le 
Soleil partis en même temps du nœud abcendant Q. Abaissons sur cette ligpe les perpen- 
diculaires S'O , Su, et faisons cos S'ûS =1 — 1}/, LTo — STo = T, STû = u , 

STQ=:u\ 

Il 8*agit maintenant d'éliminer F, s et T' des expressions de O et de n ^ aGn dé les ré^ 
duire à des fonctions de N, u, T, 4^^ / et r. 

Le triangle LTS nous donne s*=zfi+ r'—a/r cos STL ; mais les triangles LTS,- 
LTS' ajant le côté LT commun^ donnent les deux valeurs égales 

/ cos STL = r cos T, d où Ton tire 5* = /* + r* — aFr cos T', 
et de là, en négligeant le cube et les puissances supérieures du rapport des distances -j : 
1 _ 1 3r* 3r IfcosT i5/^ /FcosTy 

^i3r FcoaT l's'inT 3r* /'sinT' , i5r*. W'cosTV /'sinT'} 

" = -^l?-— r"-"^l izr-~7~+^57r\,-T-;-""T-r 

«# • m< m • r • j S^^ T^= SLQ T COS (w— u') + COS TsiU (u u') 

MaisT'=T + tt — u'^ ce qm donne< ^ ^ ; /xrr-/ /^ 

"^ ^ icos™=: cos T cos (m— u) — sm T sm (u^u). 

Les triangles S'Ta > STa donnent chacun pour Tû , F cos u'=:/cos u. On a aussi 

S'O = Si2 cos SqS^ ou / sin u'st: (1 — 4^) ^sin u. 

On tire de là , 

fv '1- 1 € ^ x-i . r fK AI/ sin a» 
cos(u— tt ) = y-Li — îY (i — cosatt)j, -sm (u— u ) = ^ — , 

iÉlU- (i_i\j.) sinT + i sin (au+T) , £^ïl = (i-i^.) cos T+^-cos (av+T). 
Si l'on substitue ces valeurs dans celles de^ et de n , en i^égligeant les termes affectés 

de >J/^, et les produits de ^ et ^- par les sinus et cosinus des angles au+T, 4u+aT, 
au — T, az« + 3T> on aura , en faisant pour abréger y 

les expressions suivantes des forces perturbatrices dans le plan de l'orbite : 

♦==— ^(y4^ftcosaT)— ?^Ccos(2a+aT)+cosa«]— ^(3çcosT+^^ 

■ n=-^fcsinaT — ?^'sin (au4-aT)-?^(9sinT + 5(/'sin3T). 

^ 3. Estimation de toutes les forces qui agissent sur la Lune, projetées sur le plan de 
récliptique, d'après d' A lembert (Rech. , 1. 1, p. 7, 17 et 5a). 

Soit to«}ours S le Soleil^ T la Terre, et P la Lune; la figure étant faite de manière 1*12. la 
que l'angle STP soit obtus, et qi^e le mouvement de la Luno tende i la rapprocher 
du Soleil. 
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no PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LTOE; 

Appelons , «yec d'Alembert , S la masse du Soleil, T celle de J4 Terre ^ L celle delà 
Lune , IBf le rayon ST de Torbîte terrestre ; projetons la Lune sur récliptique , en abais*' 
sant la perpendiculaire Vp ; menons la ligne des nœuds nN j et bisons 

TP =: r , Tp sz X, SP = j, pTn = V, pTo = 9 , tang. inclîn. ae m, • 

fangle I étant à peu près le supplément de Tangle Tde Claîraut. 

Les expressions générales ^es forces perturbatrices trouvées au conunencem^t du 
^ Sj sont alors 

S, ^ , «lîvant PT; S /^ — p;) , suivant pk pagraaièle à T& ; 

T I L 

«t fl faut ajouta: à la première la force principale — -j — , ou Tattraction sur la Lunei 

de la Terre considérée comme fixe. 
Si l'on prend la composante de cette somme tjui agit suivant la ligne pT> en la multipliant 

par cos PT/9 =7 —, et qu'on déeoi^pose ensuite la force qui agit parallèlement i TS 

(en la multipliant par cos^ et sin éyen dea)f, autres , Vuoe suivant pT, et qui doit s'ajouter 
i la première somme pour exprimer là force ^, l'autre suivant />A, perpendiculaire à pT» 
située dans le plan de TécKplique , et dirigée dans, le sens du moavemeiit dd la Lune » 
cette dernière eixprimera la foiee tt de d^Alembert , et Ton aura 

Abaissons du point p la* perpandicalaive pf suv la llffi^ de» neeuds , nous- auroiift 

ptj szxsinV, Pp 5= m.x sia V> rssx ^i + m^aîu!'Y ,• 
.Sp»=B'*+aB'xcose + x«, A»=B^+aB'xco8^ + a?» + TOVsin*Y- 

Çi Ton s^batitue ces v^urs ^kna lea équations piécédentes, on okîeot 
y = ^ ^rr 4- 1 

x»(i+m»sin*V)^ (B'H-aB^^cosI +x*+ns»a;*sin»V)^ 

-i-sJ-- ■ " ' ' ■' 3 — g; f €08>; 

((B'»+aB'a:cosl-Hc*+m*x»sîn»V)* J 

r e= S.f— ^ j — jJr^lsinl, 

l(B'* + aB** eos I + a?»+fn*x» sin* V )* J 

ou en développant les dénominateurs poljmomes et irrationnels, et en négligeant, ainsi 
que le 6iit d'Alembert^ les termes en m^ » , -=j- , "gT» ^^' • 

t T+L- «-..-•XTNJ c/^ Sjpcos*! or^cos^ , i5r»cos'l\ 
4'= -;;;-(i-|mWV)+S(g;s gg 2---- + ___-.J, 
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NOTt QUATtUÈBIÉ. 1 1 1 

'â*ôù Ton tire , en faisant *=i*,V = a— {,l = z— a', eten n'ayant égard qu'aii;^: 
^denx premiers multiples de ces angles , les expressions 

*==CT+LK{i-5m*i:i-^osa(«-^]}--j^ 

S 4* forces perturbatrices décomposées suivant trais oses rectàngtdaif^ > d'âpre/ 

£uler et Mayer. > 

Supposons avec Euler, dans sa première Théorie de kLone» que les lettres S, T ^ L Fig. i^. 
(désignent les masses du Soleil , de la Terre et de la Lune placée ea O , C et M ^ dAits 
la même situation respective où les considère Clairaut. 

Abaissons de M la perpendiculaire Mm »ttr Técliptique; mettons les lignes MC^ mC, 
MO^ mO; hmhf perpendiculaire à mC; MO^ parallèle à OC : prolongeons Cm en C ; 
abaissons la perpendiculaire OC sur CmC, et faisons mCO = 9 > mC ==x , OC=jr.^ 
pM = »,MCm = 4/. 

^La Lune sera soumise , dan» son moutement rdatif autout de !a Terre regardéeeomtee 
fixe ^ à l'action de trois forces > savoir : ^ 



rr- , suivant la ligne MC ; -; , suivant BK) ; j^ , suivant 



w!Q\ 



MC 

'' Les deux premières donnent « en les décomposant paraUcteuent et perpcndionlairemeBC 

AU plan de Técliptique ^ 

rT-+*L T + L 

f _^ ■ C03 4' I •oivânt mC; ■ - zLi, »ln ^'^ «uivant Mm ; » 

le,compoa«.te.j MC^ ^ ^ ^.MC^ 

f --. — .smvaatmO; -;. — , smvântMm, . 

dont Tavant-dernière , dirigée suivant mO > se décompose de nouveau en ^ 

S Om mC . ^/ S Om OC^ • *. t 

~ . ïi- . -Tj— , suivant mC, et en --.—-. jpr-- , smvant m*. 

Fnpn la 'troisième force donne les deux composantes 

c S 

-; cos e, suivant mC ; — sin t , stdvânf mil'. 

Maieena 

MC = ^ . ■ t /MFîistextang4'* mC^ss y «os e — x,^ CC'rrj^sm». ^ 

Si Ton désigne donc par P, Q^ R les sommes dee force» divigéee sftîiwnl mC » m& et Mai, 
et que Ton prenne avec le signe — celles qui sont dirigées en sens contraire » 0» ««Da i 

,.ÇE±£)-a+^^.s(i-J>«..ç=-s(i-J).i... 
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lia Ï>REMIÈRE PARTIE. THÉORIES DÉ LA LUNE, 

Si Ton remplace, dans ces expressions , les lettres a:, y,z, 4^ et*f par celles-çî : âi/ J 

-^, — , Letm, on obtient les valeurs des forcer données par Mayer, pag. 4 de «a 
Théorie de la Lune. Si Ton désigne ensuite par X, Y, Z les produits respectifs de 
P, Q, R par la quantité .^ ' ^ qui est introduite dans les équations, par la 
substitution de la valeur de l'élément du temps en fonction de l'élément du moyen mou-* 

de laLune, et qu'on fasse ^i^^s^^) ~^' " ^ yy^+^i'^y^'^^^^ 
en développant les valeurs de u et de ses puissances jusqu'à Tordre «•* inclusivement , 
on parviendra aisément aux expressions de X, Y, Z, telles que Mayer les a posées^ 
pag. 6 de sa Théorie , et telles que nous les avons rapportées au bas de la page 67. 

NOTE V. 

Méthodes pour le retour des suites. 

5 1. Démonstration du Théorème de Taylor, donnée par dAlembert (Rech., t. I; 
p. 5o)^ et application qu'il fait de ce théorème au développement des sinus et cosinus p 

Soit fz une fonction de la variable £, et ( l'accroissement de cette variable. 

Supposons tf (2i + Ç) = f » + "• 
Différencions cette équation en regardant z conune constante, u et Ç comme yariab]^; 
•:©t désignons par dJ^qf (a .+ C) «® T*i devient alors ^ (a + Ç). 

Nous aurons dÇ^' (z 4- Ç) =da , et en intégrant, u:=zfdZf' (a+Ç) , 
ce qui donne f (*+Ç) = f»+yHÇ^' (a + 0- 

Onaurademéme ^' (» +Ç) = Ç'z+fdW (* + > 

f "(«+{) = ^''z+fdZf'' (z +0 , et ainsi de suite , 
^•qùVontire ç {z + = ^^ + fdWz + fdi:fdZ^'z + /df^dlUi^ puis 

.en intégrant, parrapport à Ç seulement (de même qu'on n'a différencié que par rapport à()j 

^(x+i;) = f^ + Ç*'*+Ç»''* + ^^"« + etc. 

Lorsque f désigne un sin. ou un cos. , et que l'accroissement Ç de l'arc z est supposé 
très petit , la série précédente donne , 

dans le premier cas, sin (« + O = sîn« + Çcos » i— ■- sms ^cosz + etcr, 

dans le second cas, eos(z + Ç)=zcoaZ'^Z8in z — — cosz+ r^sîn s-f-etc. 

On peut aussi y arriver sans faire usage du calcul différentiel, en substituant àajos 
les formules 

Bin(»H-Ç)=sina cosl^'^'.coszsinZ, cob{z^^ Z)z=z coaz cosÇ — sîna sinÇ, 

au lieu d» cos Ç et sinÇ , leurs développement en fonction des puissances de Ç^ que Y.on 
trouve par la méthode des coelEdens indéterminés^* 
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deyiendra i^ =z x "-^ a ainm (^x ^-a sin mx -| ^ sin amx) ; et pour obtenir lea terme» 



NOTE CINQUIÈME. ii3 

.§ 3» Démonstration des trois lemmes successifs posés par Clairaut (Th. L. , p. Bg)^ 

pour tirer de l'équation x = v + a ^inmv + b sin pv + c sin qy le développement 

de y suivant les sinus des multiples dex, en supposant les coefficiens h et c du même 

ordre que à, et en poussant tapproximation jusquà leurs troisièmes dimensions. 

Premier cas. Soit d*abord l'équation x=::v + asinmv, et supposons qu'on demande 
la ^valeur de v en fonction de a? et des sinus de x et de ses multiples, jusqu'aux termes 
multiplié^ par a^ inclusivement. 

On a rigoureusement v = x — a ûnmv ; quand a = o ^ v = a? , ce qui donne ensuite 
vr=:x — asinTnx. . . .^ •.•••• (i). 

Substituons cette valeur dans le terme— a sinmi^ ^ 
elle donnera v = x — a slnm (x — a sin mx) , ou en développant, d'après le § i , et 

en s'axrétantaux a* v^siX^'-^a smmx + sin a/nx *. . . (a). 

Substituons enfin cette seconde valeur sous le signe périodique, la première équation 

teviendra i^ = x — asînm(x— «sin mx -| sin amci 

en 0?^ il suffira de considérer ceux en a* sous le signe sinus. 

Or , l'on a, d'aprèsle J précédent, sin m (x+K) =; sinmx+mA cos mj?— sin mx. 

Dans le cas actuel A =— asînmx + * sina/no:; les termes de l'ordre a* seront 

a 

donc-^af smamxcos 7nr-« '• — J= -j— (smmx— o smoma;); 

ce qui donne ^ en les ajoutant à la valeur précédente , 

(a^m^\\ . a*/» . 3a'm' . _ ,^ 

1 — — K— J smmx + sinamx— ^ ■ smomx (3) 

•pour l'expression cherchée. 

Second cas. Si l'on introduit maintenant dans la valeur primitive de x le nouveau terme 
b smpv de plus que les deux premiers , il est clair qu'étant de la même forme que a sin mv^ 
on obtiendra immédiatement une partie des termes qu'il produira dans v , en changeant a 
enb y menpj dans la valeur définitive de v que nous venons d'obtenir. On calculera faci- 
lement ensuite les termes en ab eta^b qu'il introduira aussi; et si l'on change , dans ces der- 
niers , a en 6, m enp , et réciproquement, on aura aussi ceux en a6% ce qui complétera la 
valeur de v dans ce second cas. 

Troisième cas. Enfin, si l'on considère encore le nouveau terme c smqv, on aura 
immédiatement par l'expression précédente, à cause de la symétrie des lettres, les 
tenues en c, c^ , €^ ,ac, bc , a*c, a(f , b^c, ic% qu'on introduira dans la valeur de v, 
et il ne restera plus à chercher que les termes en ftbc* Pour cet efFet, on substituera 
dans — - a sinmi/, au lieu de v , les termes de sa valeur qui sont multipliés par b , c 
et bc} puis développant le sinus composé, en s'arrêtant au troisième terme., on na 
prendra que les termes en bc, qui, multipliés ensuite par le facteur »ii, qui est en dehors , 
donneront une partie des termes ^n abcs On obtiendra ensuite immédiatement les deux 
autres parties, en changeant successivement^ dans la première^ les lettres m, p, 9 
en p^q, met q,m,p. 
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n ne •'agira t)lns maintesaot que 4k lawcjnbkr Un» Ips rémlM» pr-écédenspoiir wolr 
}a valeur complète de v cherchée. 

On ToU que le principe de cette méthode eu àe calculer séparémeot les diffâtens 
ordres de terme»» et de profiter de lasTmétrie des termes pour déduira tous ceox ip^ 
ont la même forme d'un seul d'entre eux trouvé immédiatement. Sa marche est longue et 
compliquée 4 à cause des substitutions successives sur lesquelles elle s'appuie; sou seqi 
avantage est d'être indépendante du calcul différentiel. 

Clairaut n'en donne pas les détails , mab il est facile d'y suppléer par ce qu'il dit 
ailleurs, p. ao et 49 de sa Théorie de la Lune, et d'après l'exposition qu'en fait 
Lalande {Mém* de Par. , 1760 , p. 3a5 ).' 

% 3r jipplicaûon die la série de Lagronge à la même recherche. 

Le beau théorème dé Lagrang^ , sur le développement des fonctions en séries , fournit 
nn moyen plus général , plus simj^ et pins expéditif d'arriver immédiatement an résul- 
tat cherché, par un procédé oà chacun des tenues ^akidés contient lia fois tons ceux 
d'un même ordre. 
* On sait que lorsque^ =^/^> 1^ sérié de HTaclaurin donne 

y=yo+ooyi+^y: +— y:+etc. , 

y^yiyi étant ce quedeviennentjr, y^ ^y' > «te., quand x == o. 

Soit maintenant jr = 4^ -4- xpy, d'où l'on demande de tijxr k valêiir d^ y « £i»c6on 
de m et de X ; on a , en différenciant , 

ce qui donne , quand x = o. 

Substituant ces valeurs daiis la série cindessus , £3^ 0bli^mt l'équadop 
j — m^ x^tt+ — (fV)' H 5 (fi^ay + etc., qui se rédiiï, lopsqR'm a a? w S . i 

Appliquons cette formule au cas actuel en comparant l'équation jf= # -4* ^ ^^^ ^^^ 
Cl, v= jf --*- a sin mv — ^i Mpy -^ c «in f v , et en cherchant la valeur de v «n a: jusqu'aux 
a^ inclusivement, i et c étant supposés du même ordre de petitesse que a. Nous aurons 
jr=5V, 4»==a7, f#c::=:«-<f-0 sinnur— fteinpi;'— c sin^x, et il faudra calculer les deux 

termes suîvana -^ ®*TT ^ "^^i^^^^n^e tout est symétrique par rapport àa,A,c,w>p,?, 

lorsqu'il se rencontrera plusienn terme» analogues , i! suffira d'en calculer un seul, d'oA 
l'on déduira facilement tons les autrea. Nous ponv<His d'âpre cela nous t)onier an caknl 
jde ceux qui sont «mftiplfés par a, o*, a', ab, <eh «t ahc. 

Or, Ton a fVs:=a* sin*mx «f i2ai ainmx sin^x '+- etc., ou en changeant les puis- 
ai 
♦anccs en multiples, f •# = — (1 — cosamx) + ob [cos(m— p) x — cos(m +p)-p] + etc. 

Si l'on prend la dérivée de cette iqaation et qu'on la divisepar s , on obtient 

~ = ^«inamx— ^[(/n— p) sinCm— p)x— (m+p) 9?n(Tn+p) :pj\ 
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NOTE SIXIÈME. O0 

valeur à laquelle illant ajouter deux termes en & et c semblables au premier > ettleux 
groupes en ac et bc semblables au dernier. 
On a de même 

.f3« = — a'sin^mx — 3a*i8in*/iu;sinpx*^6aicsînni«sînpxsin^a: -f- etc. 
a? 3 

= j- (sin Zmx^5 sîn mx) *— - (^b [sin px — ^ sin (2m4-p) a; + J sin (am— p) x] 

3 

""a «*c [sîn (m+p— 9)x + sin {m— jtH-9)a;--sin(m— p--<7)x— sîn<mH-p4-9)x] ; 

ee qui donné y en prenant la dérirée du second ordre , c'est- i- dire en changeant les 
signes et en multipliant les coeiEciens par le carré des multiples des sinus de x j puis es . 
divisant cette dérivée par 6, 

îg-^ = -^ (3sm3mx-^sui?iix) 

"'""T"! P^ smpx— ^ sm(am-|-p)x^ ^ ^ sm(am— p)x 1 

. oicP Qn+P — 9)'sin(m+A' — ^l)^ +(p^ — p+9)*sin(7i» — P + ?)^n, 
■^ 4 L*-('»^P— î)*aiû(/ii— p*-ç)x — (m+p + ^)*sin(/ii+p + 9)xj" 

expression à laquelle il faut ajouter deux groupes- en &^ et c^ semblables aux pre- 
miers , et cinq groupes en ab*, a^c, ac^ , b^c , bc* analogues au second. On voit ainsi 
û priori que le sinus de chaque angle doit avoir le carré du multiple de ce dernier en 
coefficient, tandis que par I^ pren^er procédé ce n'est qu'an résultat de calcul. 

Les valeurs de (— j T^ J étant ainsi complétées , 11 ne reste plus qu'à les ajouter i 

csUe de fât pour parvenir i sa&J avoir de réduction à faire , an résultat final de Clairaut. 

NOTE VL 

Recherche de la latitude, ou du momement de la ligne des nœuds, et de la 
variation de P inclinaison de Forbite lunaire. 

S X« Méthode de Clairaut pour parvenir à t expression différentielle du mouvement des 
nœuds t au moyen de la construction dft Newton ( Th. Lun. , p. 67). 

Supposons le Soleil en S , la Terre en T» la Lune en L , et soit L/ l'élément de la p. ^, 
trajectoire que décrirait la Lune dans l'instant d^j si elle n'était attirée que par la Terre. 
Faisons LT = r, LTl:=zdv, et représentons par /r le petit espace que l'action du^ 
Soleil fait décrire à la Lune , parallèlement à TS , dans l'élément du temps. En vertu 
de cette double attraction , la Lune parcourra l'espace Lr dans l'instant dt ; et si l'on 
prolonge les lignes L/^ L0- jusqu''à ce qu'elles coupent en N et n le plan NTS de récliptique, 
la ligne NTa sera laJigne primitive des nœuds ; l'angle nTN ou dq marquera la quantité 
de son déplacement dans l'instant dt\ la ligne Nn étant à la fois dans le plan NLi» et 
dans le plan de l'écliptique , et ne pouvant rencontrer U, qui est parallèle à ce dernier 
plan, sera parallèle à /«-, et l'on aura itNT = STi2. 

Si l'on abaisse la perpendiculaire nR sur TN, on aura 
, ^^- nR nNsînSTû 
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u 



1 1 TV 

Mais les triangles semblables NLn^ Ad donnent nN = * . ; ainsi 



I N 
sin nTN = /r . ^^—^ "^ STo ; 



d'où Ton tire ^ en négligeant les infiniment petits da troisième ordre , 

LN 

"tnX/* 



dq.ziz «TN = /r. j^i=- sin STo. 



Or, s;i5-= -: — ri^rîâ'* ®* " ^" centre T, avec un rayon égal à r, on mène le pcth arc 
xri Sin ILiJM 

de cercle Lp , qui se confond avec une ligne droite , on a 

Ti- Lp _ Lp _ rrft/ , 

" "" cos /Lp""cos(TLN— 90^)~sinTLN ' 

on tire de là, en remarquant que LTN = 180^ — LTX2 ». 

dq = -^.sin STo sin LTO. 
^ rdv 

Mais l'espace élémentaire /«- étant décrit en vertu de la composante de la force attrac* 

tive du Soleil parallèle à ST , dont l'expression est ^ , d'après la note lY, 

^ fl , il sera donc représenté par le produit de cette force et du carré de l'élément du 
temps , et l'on aura. 

dq == -^2jj. cos STL sin STû sin LTû. 

Clairaut suppose que le Soleil , la Lune et la ligne des nceuds soient partis en m^ne 
temps d'un point B > d'où Ton a commencé à compter le temps , et qu'ils ont décrit au 
boutdutempstles angles finis BTL = ir,BTS=«, BTa=xç. Il désigne parB' et ff 
les projections des points B et S sur le plan de i'orbite de la Lune , par 1 -— ^ le co- 
sinus de Tinclinaison actuelle de l'orbite , qull suppose constante , et fait S'TQ = q\ 
L'angle B'TL doit être en général , ainsi que l'a remarqué d' Alembert , différent de 
BTL ou de v ,. et l'on a, dans le triangle sphérique mené par les points L, B et Q, la 
relation 

cos LTo = cos f cos 1^ — (1 -* 4^) sin ç sin V =s cos (v + 9 ) + 4^ sio 4 siii ^« 
L'angle q^ diffère aussi de l'angle q , et l'on a généralement tang fl' = (1 — ^ ) tang q ; 
ce qui donne, en prenant la tangente de la différence q^ — q, et en substituant ensuite l'arc 
à la tangente , 

<f :=z q + 5 1^ sin a<7 + etc. 

Mais pour parvenir an résultat final de Clairaut, il suffit de faire LTOr=v+9, 
STû = « 4- ç , et de prendre pour cos. STL sa valeur trouvée note IV , 5 2 , en y 
faisant u = « + 9 > ^9 <iui donne 

cos STL = cos (v — ») — ^ [cos (v— *) — cos {v+ « + «?)]. 

On a alors 

sin STn sin LTû cos STL 

=i[co»(v— «) — cos (v+a+flç)] |cos (l^— ») — ^ [cos (iz-z) — cos (H-^+a?)]} ; 
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oii , en développant' et réduisant, 

^^(1^4.) [l + C03fl(l/-r-«) — C08fl(l/+fl)--OOS2(« + <7)j + -g-C08 fl(v — a), 

en nédigeant le cosinus de l'angle a ( v 4- » + »?)• , 
n ne s'agît plus que de multiplier le produit par -p^ , en négligeant aussi le dernier 

terme à cause de sa petitesse, pour obtenir la valeur cherchée de dq ; et comme, en* 
appelant x le mouvement moyen de la Lune , K la distance moyenne , l'équation des 

aires devient, pour ce mouvement , K*da? == dt y/RM, on auira , en faisant -7^ = • * 

iç = 5 • (.1 — +) ^p£r t* + cosa( V — a) — cos f^(y + q) — cos a (aH-?)]. 
{Foyez les observations de d-Alembert, Opuscules mathém.,.t. IV, a9» Mém., et t. V, 
38*Mém.,p. 398). 
5 a. Méthode de d^Alembert pour trouver la variation de Vinclinaison de torbite de 

la Lune à V écliptique (J^eài. , t. 1 , p. ao), appliquée aussi à la recherche de la for- 

. mule donnée par Clairaut ( Th. Lun. , p . 81 ). 

Soit L la Lune, / sa projéfction sur l'écliptique , N» la ligne des nœuds au bout du Fig. i5. 
temps % Kn' sa position dans l'instant suivant; abaissons sur ces lignes les perpendicu- 

L/ LZ 

kires /R, /r, et faisons NTN' =dÇ, /T» = V, ^='^i -g: sera égala m + dp, et 

il s'agit de trouver l'expression de dm en fonction de V et de rfÇ. Or, nous avons 

/r = /T sin ITr = /T sin ( /TR + dÇ) ; 
d'où Von tire, en développant le sinus, et en se bornant aux deux premiers termes, ce qui 
est sufBsant dans l'ordre que nous considérons-, 

/r = /T sin /TR + rfÇ./T cos iTR== m + dÇ.RT , 
U U/ ,y RT\ * - ,x dm_ .>. R* 

RT 

ou , en remarquant que -^ = cot /TR = — cot V, 

*ÎL=dÇ.cotV. 
m 

Cette valeur est précédée du signe -f-lors lïiéme que l'angle V est aigu , en supposant tou- 
jours que le mouvement de la Lune tende à accroître l'angle Y, qui est compté à partir 
du nœud dont cet astre s'éloigne , et que lé Soleil agisse dans le sens de ce mouvement. 

Clairaut considérant Torbitè réelle au lieu de l'orbite relative, et siïpposant que le Soleil Fîg. 14. 
agisse en sens contraire du mouvement de la Lune, obtient aussi une valeur de signe 
contraire, et où le sinus de l'inclinaison I est substitué à la tangente, savoir : 

-^ = — dg cot LTû ; . 
sinl ^ 

elle devient , en remettant pour dq sa valeur précédente, 

• —r = -• 3« . 'Sn^ cos STL sin STû cos LTû. 
^ . sinl Irav 
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Si Ton met ensuite pour les angles leurs valeurs j on aura 

coaSTL8inSTûC08LTo=[cos(v»— fi)(i— 'i-v)') + ï4w»(v+»+flî)>in(s+9)cosCH-ff)* 
ou , en développant et réduisant , 

= — i[(i -r^^^) sin a(i/— «)ffT-sina(«+ç)— (i — 4^) «ûfl(i^+ç)]; 
ce qui donne , après l'omission des termes dont l'effet est preiique insensible , 

Pour passer de la valeur de Tintégrale de cette quantité à celle de I , Clairaut fait 
:— =- == V + log fc , h étant une constante ; il développe -r-j- sous le signe /"^ 

suivant les puissanceâ de Tarc^ en se bornant atix I*, et obtient 

V+logA = /dl(i+il) = logI + AI% d'oii l^h^'^^^\ 

e étant la base des logaritLmes népériens. 
Appliquant ensuite le développement c*s=i-f'vC,'*|- — -f- etc. au cas actuel , ctae 

bornant aux V^ il trouve 

d*où il tire^ en mettant pourI% dans le second membre ] sa valeur appi-odbiée A^Ci^aV >^ 

Il est clair que Y ne doit pas être confondu ici avec Tangle de la formule de d* Alembert. 
$ 3. Méthode analytique dEuler pour obtenir les expressions différentielles du mow* 

i/ement des nœuds w, et de la variation de Tinclinaisçn f de ïorbife lunaire 

(i" TI1.L., p. iS). 

Nous avons déjà fait voir , note II , ^ a ^ comment on arrivait aux deux premîàret 
équations du mt>uvement e^mplôyées parÇuler, qui ont liett dans le plan de Técliptique^ 
«avoir £^x — jwf ^* == — \ Vdt* , adxdf + xd*f = — i Qrft*. ( Foyez la remarque de I^ 
p. 138 au sujet du >;. ) 

La troisième s'obdent en considérant que la distance de la Lune à sa projection ayant 
pour expression x tang ^ , ^a différentielle seconde représente l'espace que la compo- 
sante R, qui a^t suivant cette direction, fait parcourir au mobile dans l'instant dt^ 
,d*où l'on tire 

d* (x tang 4^) = r- i Rc?<*, 

QU i^x tang i|/ -f* a(2x(2 (tang 4") + xcI*(tang4')=z-^^A4('. 
Nous avons trouvé aus^i, noteP*, $ 5, la relation 

tang + j= tang f km (f — v). 
Cl Gomme l'astre , dit Euler, demeure dans le même plan pendant l'élément dt d« 
temps, cm peut, en différenciant la yaleut de tang 4^1 regarder les quantités ^ et p 
iK)mme constantes , ce qui donnera 

d (tangr^) = rf^tang f cos(f — sr). 
Cependwt rien n'empêche qu*on ne regarde, dans cette diffi^eûdation , lei quantités 
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W et f 6o>UMt Yflriables » ainsi qu'elles peuvent Tétre par la suite. On tirei^a de là Téquation 

c{(taag4) =5= rf(tang f )sîn (f ^^9r) + (c2^ — c2r) tangf cos (♦ — ar). 
Cette yaleur de «{(tang^^)^. comparée à Ta précédente'^ donnera la relation 

«j.tang fi <ftr 

langT tang(^-^9r)' 

et comme le premier meihbre est la différentielle de log tang f ^ on voit que la longî-» 
tude du nœud étant connue > on en déduira facilement Tinclinaison f à Técliptique. 

Pour parvenir à cell&^là, différencions de nouveau la première formule 

ê ( tang 4" )=s^ tang.f eus {f-^ w), en y faisant tout varier; nous aurons 

rf'Ctang^') =d*^tangf cos(^— îr)-«-ii^(dip-^5r)tang^ sin(^— îT)-f J^ cos(^— ir)rf(tang f) ; 
ou^ en mettant pour d (tang f) sa valeur, et en réduisant y. 

i?(tang4.) ==:rf»f tang^ 00s (?— îp) f- d^p^tang f si» (f -^«r) + î^— ^£-?. 

Si Ton substitue ces valeux^ de tang^}^ et de ses différentielles dans la troisièn^e équa- 
tion du mouvement, elle deviendra 

(«f X— xdip*)tang/ sinCf— jr)+(acJa;rf^+fl7<?j)tan^p cosCf.-^ 

sin \^~^^y 

tt domiera, eu substituant dans le premier membre , pour les quantités J*r— xd(^% 
^dsdf'+xd^, leurs valeurs tirées des deux premières équations du mouvement, puis 
eu tirant la valeur de dsr , 

d'ojk Toa conclura celle de ^ au moyen de l'équation d (log tang f ) = 7 r-^;; — r^ * 

Telles sont le? deux formules qu*il faudra introduire dans le calcul, pour rem- 
placer la troisième équation du mouvement, d'après laquelle la latitude devait être 
chenâiée. n 

On voit qu*Euler, dont nous venons* de rapporter Tingénieux procédé, qui renferme un 
principe devenu depuis si fécond entre les mains de Lagrange et des géomètres modernes , 
n'explique peut-^tre pas asse^ clairement ce qui l'autorise à le suivre \ mais on peut £aci* 
lement 7 suppléer par les considérations que lagrange lui-même a établies dès 1765. 
(Voy. Mise. Taur., t. III, pag. SaS). 

La relation tang 4^ = tang f sin (f — it) est Fintégril^ complète de l'équation 
é^ (x tang 4^ ) = b, puisqu'elle la rend identique , lorsqu'on suppose qtte les premiers 
membres des deux équations cPx— xrf^=: — i P^, zdaul^ + xd^'f = — J Qd^ sont 
aussi, séparément, égaux à zéro. Les deux constantes f et 9r devant rester arbitraires, qj^ 
peut les faire varier', et assujétir par là ta valeur detat)g4' à satisfaire àréquatiou diffé- 
rentielle complète. Mais comme il y a deux arbitraires et une seule équation , on peut 
disposer de l'une des premièi^s^pout poser l'équation de otoditioà 

rf (tang f) sin (f — sr) — dsrtang pcos (^ — ar)=: Oj 
qui détermine la variation de Tune des constantes, lorsqu'on connaît celle de l'autre, 
et qui* simplifie la valeur de J(4ang4') > ea exprimant qu'elle est la même, soit qu'on y 
fasse varier ou npn les constante^. 
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Comme on n*aplus^ après cela^ qu'une indéterminée dont on puiâse profiter >'<n 
doit^ en prenant la valeur de d* ( tang 4^)^ diffésèncier complètement celle de 
d (tang 4^) ^ ainsi réduite. On, obtient ensuite^ p^ leur substitution dans l'équation d« 
second ordre ^ l'expression de la variation de la seconde constante arbitraire; d'où il 
résulte que l'équation tang 4^= tang f sin (f -r-w ) , qui est l'intégrale complète de l'équa-^ 
tion d*(^x tang 4^) = o , peut aussi devenir celle de l'équation d*(xtang4') = — îRA*j 
pourvu qu'on y regarde les constantes comme variables^ et qu'on détermine leurs diffé- 
rentielles au moyen des relations précédentes. 

5 4* Formule donnée pour Içt première fois par Mayer, pour déterminer directement iêt 
latitude {voy. sa Theoria Luns juxta systema Newtonianum^ P- 6 ). 

Les équations fondamentales du mouvement, dont Mayer fait usage, sont les mêmes 

que celles d'Euler, que nous venons de rapporter^ 3> en y désignant par av la distance 

accourçie de la Lune à la Terre j par^f la longitude-vraie, par i la latitude , et en divbant 

tout par a. L'auteur introduit ensuite , i 1^ place de Télémeqit dt fin temps , celui de la 

a^n^da* 
longitude moyenne q. en posant l'équation i dk* = ^ ..^7^ (vqy. pag. 45» i la note) , 

où - est la distance moyenne du 'Soleil i la Terre, n le rapport des moyens mouvemens^ 

S + T 1^ ^mme des masses du Soleil et de la Terre, «■ le rapport des parallaxes. Après 
fivoir substitué cette valeur dans les trois équations primitives, il désigne par X, Y, Zi 

les produits des forces P, Q, R d'Euler par le facteur 'JT'fx't^ ' ®^ ^ obtient ainsi j 
en divisant par dq*, les équations 

dV — vd(p» , ^ Sidvda+vd*p , -. rf^fi/tang/) , „^ . 

*>?= ' dq' +^' ** = ^--+'^' o=-4^ + Ztang/. 

La seconde étant multipliée par vdq .et intégrée, donne -^- = e — /Yv<i7; 
€ étant une constante. On tire de là , en faisant v = — , / — ^ = P> ej^dq = ^^ 

^ p /\ 
^ = * — 7 ^*''* 

JLa première équation devient alors , en n'y regardant plus dq comme constant^ 

Ji§ eu* edjc 

Mais on a ^ = — -^ = — -t— - Si l'on substitue dans l'équation précédente 

.cette valeur et celle de <I^> eny regardant d^ comme constant, puis qu'on y remette 

pour ^ celle que donne l'équation (a)^ on aura^ en divisant par e*x*, et en chan-' 

géant de signe ^ 

-la yalenr précédente de P donne aqssi 

dP Y ,. 

Enfin la troisième équation» dégagée de la considérfdon de dq consj^j et diyisée 
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Q— ^ d ^ "^ , Ztang/ 
edq edq c" ' 

cm en exécutant la double différenciation, en substituant^ après la première , c2p , regardé 
comme constant ^ au lieu de exdq, et en remettant après la seconde^ pour edq , sa valeur : 

x'^d'' C tang /) ^ . d^x . Z tang / 

â*oàrontire^enremettantpour-Tx^^^^®^^^® ^^^*^^P^^^°(0> et en divisant par x'» 
rf»(tang/) , ^ , , (Z — X)^ , aPtang/ , PMang / ,-, 

^ = V +'*^«' + — ?^ *^6,^ T^ + —7^ ^^- 

Lagrange^ dans sa pièce sur les Satellites de Jupiter» couronnée en 1766, employa 
aussi la troisième équation du mouvement à la recherche directe de la latitude > et 
d*Alembert lui fit honneur de cette idée, avant que la théorie de Mayer «ût été publiée. 

NOTE VIL 

Équations différentielles du problème des trois corps , que MM. Lagrange 
et Laplace ont données et appliquées a la théorie de la Lune. 

% 1. Equations fondamentales de fEssai sur le problème des trois corps. 

Soient A, B^ C les masses de trois corps qui s'attirent mutuellement; 
x^ y, % les coordonnées rectangles du corps B autour de A; 
oiyy\ 7i celles du corps C autour de A, supposées plus grandes que celles deB; 
Tj/^r^ les distances «ntre lesxorps A et B, A et G » B et C ; 

en sorte que Von ait 

B 
Dans le mouvement absolu , le corps A serait soumis aux forces ~ , suivant la ligne A6; 

C A C 

-^^ suivant AC; et le corps B aux forces -^^ suivant BA; -^» suivant BC. Dans le 

A 4- B 
mouvement relatif de B autour de A^ le premier corps sera soumis aux trois forces — ^— ^ 

ce 

_^ _^ respectivement dirigées suivant les lignes BA> BG et GA. Et comme les cosinus 

des angles que font les directions de chacune de ces forces avec l'axe des x , ont pour 

expressions —, —y— > "p^yO^ aura, en exécutant les produits , et en prenant avec le 

signe— -les composantes qui tendent à diminuer x, l'équation du mouvement relatif 
de B , parallèlement à l'axe des x : 

iS 
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on trouvera de même ^ par rapport aux deux antres axes , 

Si l'on cbange B , x,y, z, r cnC, a/,y,z', / dans ces équations , et réciproqoement,' 
on aura celles du mouvement relatif dn corps C autour de A, savoir: 

!d»x' , /A + C . B\ , . _/i i\ 
^+(^^+^)y+B(i_i3)^=o, 

Enfin si Ton fait x' -^ x-srs. s? ^ y — y =y% a' — a=»', on aura, pour exprimer le 
mouvement relatif du corps C autour de B, trois équations que nous ne poserons 
pas, pour abréger, et qui se déduisent des premières, en j changeant respectivement 
^> x^y»^»^^^ C, x^^y", z", Z', et vice versât 

Or on a l'équation '-j^ = 'dt* •" " ' «»fi"sant — ^ j^^ = »•; 

si Ton y met pour •^^, etc., les valeurs précédentes, elle donne, enremarquant que l'ona 
xxT+yy+zz'^ ji : 

•S3F + C-?- + ?^)''+C(,?5-p3) i "- = (a). 

• Si Von change successivement , dans cette équation , r , C, w en /, B , w', ou r*. A, u', 

et réciproquement , on aura immédiatement les deux autres , où u^ et u" désigneront 

les vitesses relatives dn corps G autour de A et de B , de même que u est la vitesse 

relative de B autour de A. Il s'agit maintenant de les éliminer toutes trois , en substi* 

tuant leurs valeurs en fonction de r, /, r^ dans les équations précédentes* 

dx* + dv*-+- ifc* 
L'équation u* = a* donne, en la différenciant, 

udu=. J^JL.^ , 

d^x 
ou, en mettant pour -j^ , etc., leun valenn tiréeaâee éqnatioiis (B) : 

lAgrange suppose xfdx + ydy + jidz — xdyi — jrfy' — tAJ ss <2f ; 
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r* 4- /• — r** 
Téquationldentique xa^+^y4- «6'= — ^^ lui donne alors , en la différenciant» 

a!dx^)/dy -f- z'cfc = i (rdr + ^d'^ — r**?'" + rfp). 
Posant ensuite^ pour plus de simplicité ^ 

11 11^ 11 / • 

pj— 73 = ^' ^3— 73 = 9» ^TJ — p- = 9 — 9 — <7 • 

I-a valeur de udii devient , en y faisant 35 = -j — tf^ oràt 2= dp' + «i5^% 

ai/rfa = — a.^-±^il5 rdr + C l<fdp'^{q^(f) dp'— qdf\', 
â*où l'on tire, par l'intégration « 

j,a_£jLi±JL±:£2+CQ, aniupposant rfdp' — q'dp" — qdf^dq. 
li'éqnation (a) devient alors, en j substituant ces valeurs, et en fidsant ^^ = - -^ 9^(p^+p0» 

-^r j: C(p9 —pq +Q) = o. 

-Oa obtiendrait facilement les deux équations en / et r* de la même manière; et quant 
& celle qui sert à déterminer f , on 7 parvient en différenciant la valeur de nf f , et en 
y substituant pour d^x, é^oif, d^y , etc., leurs valeurs tirées des équations (B) et (C), 
ce qui donne 

g + Çp7-BpY-ApV = o. 

5 â* Équations qui déterminent, sous forme finie , les expressions des variations dtt 
rayon vecteur^ de la longitude et de la latitude , dues à Faction des forces perturba^ 
trices , telles que les a données M. Laplace, 

Conservons les notations de Tarticle précédent , en supposant que le corps B soit la 
Lune, et en substituant à C la lettre S , qui repré s ente la masse du Soleil ; désignons de 

ptop» RI. quantité ilfî:il^l±«:i ^, et 

par fê la somme des masses de la Tare et de la Lune ; les équations (B) deviendront 

(j)... o=^+V+Cs> <'=3?+73^+W> "^-aF+V+U) 

Si Fon multiplie la première par scLr, la seconde par di(y , la troisième par a<£& ; qu'ensuite 
on les ajoute, et que Ton désigne parla caractéristique d mise devant R, la différentielle 
de cette fonction prise par rapport aux seules coordonnées x, jr , 2 , on aura , après avoir 

intégré avec une constante * , 

a 

«tt* r ^ a ^ ^ 

iî\ l'on ajoute Tintégrale précédente i la somme des équations (i), multipliées respective* 
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jnent parx,yy z , on aura^ en remarquant que 
xd^x+ydy + zd''z + da^+dy+dz^=dixdx+ydy+zdz) = d{rdr)z=ild\T^: 

Soit ^rla partie de r due à l'action du Soleil. Si l'on substitue r+^ au lieu der 
dans Féquation précédente , les termes indépendans de l'action du Soleil devront se 
détruire d'eux-mêmes^ par la nature du mouyement elliptique^ et l'on aura > en négligeant 
le carré des forces perturbatrices , 

Si l'on prend pour plan fixe des x, y un plan très peu incliné à celui de Técliptiqne ; 
z sera de l'ordre des forces perturbatrices \ et puisqu'on néglige le carré de ces forces , 

on pourra négliger la quantité z ( j*)- De plus ^ r et v ne différant que de quantités de 

l'ordre z^ de leurs projections sur le plan fixe> on peut les prendre les unes pourl^ 
autres , et supposer « = r cos v, j^ = r ain v , ce qui donne 

*(S)+J'(f) ='•(§)' 

par le procédé de la transformation des différentielles partielles j dont nous donnerons 
plus bas un exemple. 

Gela posé , les équations (by multipliées respectivement par x/y, z, et réduites ea 
coordonnées polaires^ au moyen de la valeur de r et de la relation 

Jx' + dy^+dz^= dr^^T^di^, donnent l'équation o = '^^^'^^'^'^ + ^ + '•(^)- 

Soit t\f la partie de v due à l'action du Soleil ; l'équation précédente deviendra > en 
y substituant i/+ ^ au lieu de v, r + /r au lieu de r, et en n'ayant égard qu'à la 
première puissance des forces perturbatrices y 

rd^.i'r 4- ^dV — Qrfrdv*--' ar^dvd .iv M.ir , /dR\ 

° = 3? : ?-+'W' 

et comme rdy^ et f^dv s'y trouvent multipliés par it on d.i'if, on peut y substituer 
leurs valeurs elliptiques^ données, pour l'un^ par l'équation précédente sans dernier terme; 
pour l'autre, par l'équation des aires , fdv z=z dt V/A*.a(i — e*). On obtient ainsi 

o = 2? "V--^^;^-^^^4i — ^ + '\d?h 

ou en substituant, au lieu de ^^^-j— , sa valeur tirée de l'équation (c) , 
d'où l'on tire , en intégrant et en faisant /« = n^c^, 

^=i7rzf7l — 5WÏ — +7/''A-/^+7/«^^-'-(^57;J' 

équation qui donnera la valeur de iv qu^nd on connaîtra celle de tt. 
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Si l'on multiplia pour cet effet la première des équations (i) par tir , en négligeant le 
dernier terme du produit > comme étant du second ordre des forces perturbatrices ^ et 
quon rajoute à Téquation (c) multipliée par -— a: » on aura, en intégrant j 

o = ^-L_i - ficdt \jfdR+ r (3p:) J. 

Si Ton change x en y et y en x dans cette intégrale^ on aura la suivante : 

et si Ton ajoute la première de ces intégrales multipliée par j^ , à la seconde multipliée 
par — x, on aura 

^d*où Ton tire , en mettant pour x et y leurs valeurs approchées , r cos i^ et r sin v dans les 
termes où entrent les forces, pour xdy -^ydx celle de r^dv dans le mouvement ellip- 
tique, et en faisant ^= n^c^y 

^= — j====|acosv/nJi.râiny| a/Jffi+rf ~-J j — osînvymft.rcosij ^y^+^T") }•" 

Enfin, pour déterminer les perturbations en latitude, il suffit de remarquer que la troi^ 
sième des équations (6) ayant précisément la même forme que l'équation (c), son 
intégrale aura aussi la même forme que la précédente , qui donnera immédiatement, en 

y changeant rir en z ou en rh , et hfiR.'^fi-rj en (3-J> 

^= ■ — acosv/iiA.rsin vr-^J-^asinv/hrf^.rcos vT-T- j [• 

Les expressions précédentes de ^r , ^ , Is sont celles qu'on trouve dans la Mécûnùj^e 
céleste, t. I, p. 358. Les deux premières sont démontrées aussi dans les Mémoires de 
Paris pour 1786, p. 46 — 4^, et dans ceux de 1786, p. 344» avec les seules différences 

que fc est alors pris pour unité de masse, et quex , y, ("T** )» l X")* ( X*) ^® trouvent 

tels qu'ils y entrent d'abord , sans qu'on les ait encore remplacés par leurs valeurs 
approchées en fjpnction des coordonnées polaires. 

S 3. Formules de la Théorie de la Lune , de M. Laplace , telles qu^ily est parvenu dans 
le t. II des Mém, phys. et math, de l'Institut, p. i47* 

Reprenons les équations (Jb)de l'article précédent, en y faisant ^=: 1 , en prenant pour 
B. une valeur de signe contraire , et en conservant dtt reste les mêmes notations -, ajoutons 
les deux premières respectivement multipliées par — j^ et par x , nous aurons la suivante : 

et qui , sous cette forme ^ n'exige plus qu'on regarde l'élément dt comme constant. 



Digitized by 



Google 



ikÇ PROIIÉBE PARTIE. THÉORIES bE LA LTINE, 

Ajoutons ces mêmes équations multipliées^ b premîèi^ par x , la secoqjde par y^ et 
mettons, dans le même but, le résultat sous la forme suivante : 

Enfin , multiplions respectivement les trois équations (fi) par —a», — yZj oc'+J^* et 
nous obtiendrons , en ajoutant les produits , la formule 

où > de même que dans les précédentes , aucune différentielle n*est supposée constante. 

Il s*agit maintenant de changer dans toutes trois les coordonnées rectangulaires x,jr, ;& 
en d'autres u,v,s, qui représentent Tinverse de la projeetion4u rayon vecteur de la Lune 
sur le plan fixe des xy , Fangle que cette projection fait avec ce plan et la tangente de la 
latitude , de manière à transformer les équations différentielles {a) (a) {a') en d'autres 
qui soient propres à déterminer les nouvelles variables , et où Ton regarde Télément dv 
comme constant. 

Or,onax= ,y= , « = -,etdelax*-f-v*= --, ^sstangv^ r*s=: , ■: 

• , j, du ^ j dv . lids — sdu 
xir+yrfy=— jj, xdy^ydx^—, dz^ ^^ , 

itc* + rfy*=r -p , ds 5= udz — uH (xdx+ydy). 

CommiB la différentielle complète de la fonction R doit être la même , quel que soit le 
système de coordonnées par rapport auquel ou la prenne , on a l'équation 

a>o + (S)*=o+(S)*+(f )*= 

si Ton substitue dans le second membre, pour du, du, ds^ leurs valeurs en fonction 
àedx, dy, dz, tirées des relations précédentes, cette équation dcyiondra identique; les 
coefHciens de cJr , dy , dz devront donc s'y détruire séparément , ce qui fournira les 
valeurs cherchées des différentielles partielles du premier système en fonction du second^ 
«avoir : 

(|)=-^-(©+--(§)-^(f)-. ©=<s> 

L'équation (a) devient, en y substituant ces valeurs, d T-ï^r j= Çtj^^'»^*^^ l'o* 

adv 
tire, en multipliant par -^ , et en intégrant, 

V dv 

dt= y ^.^n.-T- W^ 



h étant une constante arbitraire. 



v*-+-/©? 
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ROTE SEPTIÈME. 137 

•^I-'éqnatîon (e) donne anssi, en prenant la différentielle de i**Jt, dans la 3upposi-i' 
04 de dv con^itant^ et en la div^ant par u^dt; 

y) u^ 

^ mêmes transformations opérées dans Téquation (c/) la réduisent â 

â*où Ton tire, en développant le premieir terme ^ et en multipliant partout par -j-^»- 
<?tt du^ du d(u^dt) u^dt^ _u*d^ r/(fR\ ^ /^\"1 

^„ J(uVO da . d(tt*rfA ... , j , 

Or 1 on a ' ^ - j' ■ = — ^ 4- > ; 1; > si 1 on mfet^ pour le second terme, sa valeur, et 

fp'on substitue l'expression qui en résulte, ainsi que celle deu'J/, dans Téquation précé- 
dente, on aura, en multipliant *de part et d'autre par S* + a / (t^j *r * 

•=(|ï+»I»-+»/(^)'?>c+'^-'-(S)-=(f>^.©-CO> 

^îoatîon qui sert à déterminer l'inverse de la distance accourcîe de l'orbite troublée , et 
^ lày en substituant la valeur de u qu'on en déduit dans Téquation (e) , l'expression 
do temps en fonction du mouvement angulaire. 
I^iiiiQ,. l'équation (cT) devient, en 7 faisant les premières substitutions, 

•0««r «iéveloppant les deux premiers termes , et en multipliant par -^jy , 

d's ^ ds dÇu^'dt) sdu r/du d(u^dt) \ dÇu^dp n 
dy^ "'■^ dv^ u^dt "*" uds/" L\ u '^ u^tt ) u^dt J 

^ '^oît que le quatrième terme du premier membre est identiquement nul. Si l'on 
^^^ ^ la place des autres termes en dt leurs valews , et qu'on multiplie partout par 

"^^ ^ / C'Tr") "^ * ^^^ équation se réduit à la suivante : 

7 C^+')C»-+-/©^KS)-^(f )^© w- 

^ ^ ^'^Tt à déterminer le mouvement en latitude. 
^^^ équations (e) (/) (g) forment un système complet de formules , que M. Laplace a 
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donné aussi dans le t. !•' de la Méc. céL , p. i5i , avec un seul changement, quî con^ 

êiste à prendre , an lieu de R , une ^ijtre fonction Q = - -f- R , dont l'introduction à la 

place de R a Tayantage de simplifier un peu les équation^ « en faisant disparaître la 
second terme de Téquation (/) , et d*exprimer , par des différentielles partielles de Q , 
toutes les forces qui agissent sur la Lune. C'est aussi sous cette dernière forme que M. Lar 
place fait usage de ces formules, dans la Théorie de la Lune , qui forme le iiyre YU .de 
'la Mécanique céleste. 

Dans le cas où l'on a R 3= o , les trois équations précédentes deviennent 

La dernière étant satisfaite par les valeur^ sin v et cos v, prises pour Sy on voit immédiate- 
ment que son intégrale complète peut être mise sous la .forme j=Asin(u — 4), a et I étant 
deux constantes arbitraires ; c'est l'équation polaire d'un p}an dont a est la tangente de 
l'inclinaison au plan des xy , et I la longitude du nœud. 

L'intégrale de la seconde équation sans dernier terme étant aussi de la forme* 
u = a sin (t/ -r-v), pour qu'elle devienne celle de l'équation complète, il sufEt d'y 
ajouter un terme qui satisfasse à cette équation sans nouvelle constante arbitraire; or. Ton 
voit facilement que b |/i -f- j*ouiV/i+A*sin*(i^— "ï) remplit cette condition; et sa 

substitution au.lieu.de u, dans la seconde équation, donne b = - ^r . Si l'on 

suppose ensuite a = jTT — -r u , e étant une nouvelle constante, l'intégrale complète d*. 

A t 1 -f- A J 

l'équation dont il s'agit prendra la fonne 



Remarque. Euler a toujours donné, jusqu'à «a «Rconde théorie de la Lune, un coef- 
ficient l aux-forces P, Q, R, et Majer Va, ^uivi sur, ce poini. Voîni probablement i 
quoi tenait cet usage. 

Euler voulant -dans sa Mécanique exprimer les vitesses par les racines des hauteurs^ 
écrivait c = \/e au -lieu de c 7= i^tige ; il prenait donc sg- s= 1 , ou g =s y. Ainsi la 
vit^se g .acqube dans l'unité de temps étant représentée par •^, la vitesse acquise dans 
l'instant dt était j dt. 

Or, en prenant pour unité de forces la gravité, on avait, pour une autre force P, 
produisant la vitesse dv dans l'instant cb , P : 1 :: dv.l i dt; d'où l'on tirait, à cause de 

^^^^,d^x=^Vdt\ 

FIN DE LA PRBM|èl(E PARTIE. 
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SECONDE PARTIE. 

THÉORIES DES PLANÈTES,. . 
CHAPITRE PREMIER- 

Pièces JtEuUr sur les inégalités de Jupiter et de Saturne. 

Ao milieu de ce nombre infini.de points étîncelans dont la voûte céleste est parsemée , Difterminaiion 
€t qui gardent entre eux nne position a peu près constante^ un petit nombre d astres errans^ ^es planètes 
4)0 de planètes, semblent voyager dans le ciel avec des vitesses inégales; et chacun d'eux, ^^J!J^J2!w,^** 
«P^x. ^m^^,^^ <iu/!v*A«ftîv.£mfii]t occupé totiÂ 1p« poîAta d*un grand cercle de la sphère , revient 
au lieu d'où il est parti, au bout d'une certaine période de temps. Le bel éclat que 
jettent ces corps lumineux , leur proximité de la Terre , la nature et les rapports de 
leurs mouvement , durent promptement fixer sur eux l'attention des observateurs. Cinq de 
ces astres furent rjeconnus dès les t^pips les pins reculés ; leurs distances mutuelles, et la du* 
vée de leurs révolutions furent mesurées. Mais les anciens crurent généralement , jusqu'à 
Copernic , que les planètes tournaient autour de la Terre comme centre ; ils représen- 
tèrent, jusqu'à Kepler, leurs inégalités périodiques par l'appareil illusoire et compliqué 
d'un cerde excentrique chargé de plusieurs épiçycles, et ne pu]:ent expliquer par là^ 
/d'une manière satisfaisante , le singulier phénomène des stations et des rétrogradations. 
Newton , en démontrant la loi générale de tous ces mouvemens , fournit enfin un puissant 
mojren de les faire mieux connaître; il détermina avec précision les masses de Saturne 
€tdeJupiter(i'riiic.,liv.in, prop. 8.), et il fit voir (prop. i3) que dans les conjonc^ 
4Lons de ces planètes, les forces d'attraction de Jupiter et du Soleil sur Saturne étaient 
dans le rapport de i à a ii ; et que la différence des attractions de Saturne sur le Soleil et 
«or Jupiter, était à la gravité de Jupiter vers le Soleil, comme les nombres i et 224^9. Ge^ 
pendant la petitesse des inégalités des planètes dues à leur action mutuelle , rendit long- 
âiemps les tables fondées sur le mouvement elliptique, suffisamment exactes pour les besoins 
^e l'Astronomie ; et l'on n'eut recours i la théorie , que lorsque les observations eurent 
fait entrevoir des anomalies dont elles ne pouvaient donner l'explication ni fixer la loi. 

Kepler s'était aperçu que les observations de Regiomontanns donnaient , pour Saturne D^cont«rte 
•t Jupiter, des lieux plus ou moins avancés qu'ils ne devaient l'être d'après les moyens dctînëgaliusd* 
snouvemens établis sur les observations de Ptolémée. Fiamsteed remarqua, en 1683, Jupiter ce deSa« 
^e toutes le) tables faites d'après les observations de Tycho donnaient trop de vitesse '""^' 
^ Saturne et trop peu i Jupiter , ce qui indiquait un retardement dans le mouvement 
du pis^mier et une accélération dans celui du second, devenus sensibles dans l'espace d'un 
^cle. Halley fixa, par les observations, la première quantité* à l' sk^ , et la seconde 
1 36% pour le premier siècle , ^.partir de 1700 , et il admit dans %e^ tables deux équa- 
tions séculaires qui augmentent comme les carrés des temps , l'une de g* ^ en deux mille 
ans, l'autre de S'* ^^^'àMJOM la même intervalle. Il supposait aussi, de même que Jacques 
Cassini « que les apbélies et les aœud« de c^ planètes étaient mobiles : cçluirci donnait k 

17 
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Taphélie et aux nœuds de Jupiter des mouvemens directs par rapport aux équînoxes; 
montant à 67* et à ^4* par an , et supposait que ceux de Saturne avancent de 1 ' 1 8*, et de 
67" dans le même intervalle de temps. Enfin Lemonnier avait vu , en 1746 , que les ob- 
servations Indiquaient pour Saturne une inégalité sensible, qui disparaît lorsque, -le 
trouvant dans ses moyennes distances, il est dans une certaine configuration avec Jupiter. 
A^ie^Û^^^^ ^® '"^ pour déterminer la cause de ces inégalités, et fixer leurs quantités avec plus de 
jej. précision , que T Académie des Sciences proposa pour sujet du prix fondé par M. Rouillé 

de Meslay, ^'elle devait donner en 1748, une Théorie de Saturne et de Jupiter, par 
laquelle on puisse expliquer les inégalités que ces deux planètes paraissent se causer 
mutuellement, principalement dans le temps de leur conjonction, L'Académie reçat 
trois pièces, et couronna celle d'EuIer , qui était arrivée en août i747> et qui futim* 
primée séparément en 1749 , ce qui la rend maintenant assez rave. 
rîÎTui* *3*^'^ Euler commence ce Mémoire par exposer, dans une introduction , le cours de ses idéer 
«* pièce de 1743! ®tle plan de son travail. Il montre que l'action dg-ggt wmc cy de Jupit c i l ' un a a i iduiie ,. 
excède tellement celle dés autres planètes , soit par la quantité de matière , soit par la 
proximité , qu'on peut négliger les forces qui proviennent de celles-ci dans la détermination 
des inégalités de celles-là II en dit autant de celles qui seraient introduites dans le- 
mouvement de Satiurne par les dérangemens qu'éprouve le mouvement de Jupiter, et 
réduit ainsi la question proposée à déterminer le mouvement d'une planète qui est 
'sollicitée, tant vers le soleil que vers une autre planète qui décrit autour du Soleil une 
ellipse conformément à la théorie de Kepler. Le même calcul peut alors s'appliquer 
aux inégalités de l'une et de l'autre de ces planètes , et il s-occttpe seulement de celles 
de Saturne, comme étant les plus remarquables, u Pour peu, dit-il, qu'on s'enfonce dans 
» cette recherche, on s'apercevra bientôt qu'elle est beaucoup plus difficile que celle Ait 
yt mocrrement de .la Lune ; je me flatte cependant qu'à l'aide de plusieurs détoun analy- 

yt tiques, j'en viendrai tellement à bout, qu'on ne trouvera rien à désirer au-delà Je 

f) supposerai Saturne projeté sur le plan de l'orbite de Jupiter, et déterminerai à chaque 
D instant sa distance accourcîe z, sa. longitude f, et sa latitude ^, celle-ci au moyeU' 
* » du mouvement des nauds et de l'inclinaison , selon l'usage des astronomes ; mais 
7) comme il serait trop pénible de surmonter toutes les difficultés à la fois, je passerai 
.9) par degré , et je supposerai , 1^. les deux orbites tant dans le même plan que defitituéei 
fi d'excentricité , ce qui me fotirnira une espèce d'inégalité dans le mouvement de Sa^ 
n tume , qui sera semblable à celle de la Lune que les astronomes appellent variation. 
9) â^. Laissant les deux orbites dans le même plan , et celle de Jupiter circulaire, j'aurai 
n égard à l'excentricité k de Saturne , et je déterminerai les nouvelles inégalités qui en 
yt résultent. On sera peut-^tre surpris de voir que celles-ci surpassent considérablement 
ji celles de la première hj^pothèse* 3". Je supposerai Toibite de Jupiter excentrique , telle 
7i qu'elle l'est en effet, et cette circonstance fournira encore de nouvelles inégalités, qni' 
p même seront les plus considérables. 4°*^ Enfin, je considérerai rinclinaison mutuelle des 
» deux orbites , je montrerai qu'elle n*a qu'une influence insensible sur les inégalités de 
it la longitude , et je tâcherai à*en déterminer tous les cbangemens successifs, avec le 
5* mouvement de la ligne des nçeuds qui en résulte, n' 

On voit , par cette courte exposition , où noua avons supprimé ce qui est relatif à l'in- 
euffisj^ce- de l'attraction neirtanienne,. dont il a déjà été question ^ combien la march» 
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•qtf Euler indique ici a de rapports avec celle qu'il a «uîvîe dans ses Théories de la 
Xune. Les fonnules générales qu il emploie , sans les démontrer , sont les mêmes^ ainsi 
qne les expressions des forces , et la méthode d'intégration dont il se sert est aussi tout- 
a-fait analogue. Les détails dans lesquels nous sommes entrés sur ces divers objets^ dans 
la première partie de cet écrit , nous dispensent donc de suivre pas à pas notre auteur 
dans tontes ses opérations successives , et nous permettent de borner notre examen a 
celui des points sur lesquels êes théories sont différentes. 

Parmi un grand nombre d'i<i(^es neuves que renferme cette pièce d'Euler, dont la Méthode qn'îl 
publication est fort antérieure à celle de tous ses autres travaux sur le problème des trois d^velÔpp^mcnr 
^orpsy l'une des plus remarquables est le procédé dont il fait usage pour développer des fonction* ir^ 
l'expression de l'inverse du cube de la distance du corps troublant au corps troublé , en »^<»"«"«»- 
une série convergente , qui procède suivant les cosinus des multiples de l'élongation. 

tT ii ■!■ ^ 1 1 1 ■ j wi> ^ytti* *^ ? .MM C^ inconnue > doat le cube entrait en diviseur dans les 

expressions des forces perturbâmes» devait être éliminée des équations du mouvement , 
afin qu'il n'y restât plus que les variables que l'on voulait déterminer ; qu'il fallait pour 
cela 7 substituer sa valeur en fonction des deux autres côtés du triangle formé par les 
trois astresi^tde Tangle compris; et que, dans le cas de la Lune, troublée par le Soleil 
dans son mouvement autour de la Terre , le rapport des distances des deux premiers au 
dernier était une si petite quantité (environ un4oo*), que le développement, ordonné 
suivant les puissances de ce rapport , était très convergent. Dans le cas actuel , au con- 
traire, la distance accourcie s de Saturne au Soleil étant à peine double de cellej^ de Jupiter 
MU SoleiH on voit naître de là une grande difficulté, qu'Euler sentit, et qui lui fit craindre 
4'abord qu'il ne fallut , après la substitution de la valeur de la distance v de Saturne i 
Jupiter, garder dans le calcul la formule irrationnelle non développée, ce qui aurait 
Tendu la solution impraticable (^ ; mais il ne tarda pas à s'apercevoir qu'il était possible 
àe l'éviter par un heureux artifice, qui a été généralement adopté depuis, et qui, par sa 
grande utilité, est un des plus beaux titres de gloire de son inventeur. 

Supposons qu'on ait la formule irrationnelle (i-^g co$m)'^ à, développer, g étant 
fme fraction assez près de l'unité ; Euler prescrit de le faire au moyen de la loi du 
binôme, en réduisant ensuite en multiples les puissances de cos#. Il désigne alors leurs 
coefficiens par A, B, C, etc. , et montrç que leurs valeurs sont des séries qui suivent une 
loi régulière (^^. Au lieu d*avoir à chercher péniblement la valeur de tous ces coeffi^ , 

(*) Déiignonf en effet, par «l'âongation de Saturne à Japiter, et par^lalaUtnde de celui-là aa-dcuut du pla^ 

de Torbite de celui-ci j <m a Pt^^X/f'h — ;t — 9 jrs c6e », on en prenant ponr jr tt z lean Taleara 



moyennes a et/, et en faisant 4=0,/= xa, ^^^ T 



ax 



i+x«(i— ^coa.)», d'oà ^——-2 3(1— ^cos»)""-; 



^ étant h p«n près ^gal k^, 
(**) On a 

ce qni donne, en développant les puissances Sm cosm, na* «érie de la forme A«f*Bcos«-f-Gcosa«<4» 
Dco* 3« 4- etc, , où Ton a 



•» 



A^t+-S 
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' ciens , Euler donne un moyen de les obtenir tous en fonction des deux prenieis , pM 
des relations successives. Il y parvient à l'aide d'une équation différentielle , qui devient 
identique, indépendamment de #, lorsqu'on y fait les substitutions , ^et qui donne alors, en 
égalant séparément à zéro les coefficiens des sinus de chaque multiple de u , des équations 
pour déterminer chacun de ces coefficiens en fonction des deux précédens (*). 
^^n^^'t'^t ^* difficulté est donc réduite à déterminer les valeurs de A et B par une approxîma- 
niencoeOkiens tion suffisante. Euler donne pour cela plusieurs méthodes sans les démontrer ; l'une 
consiste à regarder A , B et g comme variables ; mai^elle le conduit à une équation 
dont il dit n'avoir rien pu tirer, La plus sûre, ajoute-il, serait de sommer un certain 
nombre de termes, par exemple lo, depuis le commencement des séries, et de représen- 
ter A ou î B par cette somme, plus le produit du terme suivant, par une suite qu'on peut 
regarder comme récurrente ou résultant du développement d'une certaine fraction. Enfin, 
il indique une autre méthode fondée sur 4A-Ag ;«/>n ^'«yi an ç^- ^ — ■* ' ■ ^ *^^ ji^nit-j 

qu'on veut, et sur une propriété des sinus de ces parties , qui a un grand rapport avec 
les suites qui expriment A et ~ B ; il donne alors, sans démonstration, en appelant q l'angle 
droit, des expressions approchées de ces coefficiens dont la loi est facile à saisir {^^\ 
Application Euler applique ensuite ces procédés, dana sa première approximation , an jdéveloppe- 
^'Jxmi^y^ ment de (i — gcos •)"•, en faisant dans les formules /i = î; il convient que la série 
qu'on trouve ainsi pour le facteur irrationnel n'est pas d'abord très convergente -, mais il 
montre , dans la suite du calcul , que les intégrations lui font de pliis en plus acquérir 
cet avantage; observation très importante, qui lui est entièrement due (ainsi que d'A- 
lembert le reconnaît, Rech., t. Il, p. 81), et qui lui permet de ne garder qu'un petit 

(*) Soie en effet (i— ^ co»«) '^= * ; on a • — = — '-2-. ^ ^'oà Ton tire IVqQaûoa 

SI gCQêm 

5j-(i— ^coi«»)-f /«^«in«i.5= o, 

ds 
qui donne, en 7 iobfttituant ponr5 lascrie indéterminée qui r«xprime, et pont ^ 1» dénrétàt celte va- 

leur, les relations 

(a-/*)ér (3--A*yâr (4— i«*)4r 

(**) Ces valeurs sont 

A = î { (i - ^in yy^^^ + g, "« ;0"^} ' l ^-;"" h{ («-^''» ;^)"''--(«-hy"»» W"'*}' 

et il en donne d'autres analogues et plus eiactes, mais^ plus longues, en fonction de sin ^ 9, sing^.La 

première de celles que nous venons de poser s^obtienien changeant alternatÏTcment m en 90» -f.» et 9D*-^« 

dans la formule \i —g cos»)"^ s=: A -f- B cos s» + C cos aai -4- etc. , et en supposant, après avoir ajouté 

le» résultats, «= -7, puis en négligeant \€9 termes du second membre qui snÎTent le premier, à cause 

de leur petitesse. (Voyez le Cale, intégr, d^Eul., I. I, chap. VI, et le grand Traité de M. Lacrpix » 
t. II, chap. I, p. lai.) , 

La comparaison des deux séries qui expriment A et B fournit une équation pour déterminer ce der*» 
nier, lorsqu^on regarde A, B et ^ comme variables ; on a alors Pcquation différentielle 

B<f^ -+- gdb = a^»rfA -f. v^gAdg, 
d'oîi Ton tire en intégrant, r , ^ 
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nombre de ternies de ce développement , dans les expressions Gnîes des variations du 
rayon vecteur et de la longitude. Il suppose a =/(i + nr), c?lp =3 mdZ + ndx, { étant 
l'anomalie moyenne de Jupiter , et obtient deux équations : Tune du premier ordre en x 
par rapport à Ç , îautre du second ordre en r par- rapport à #, dont l'intégration par les 
âéries lui donne la valeur de r, et de là celle dca% Dans sa seconde approximation, Euler 
a alternativement égard à la premièi'e puissance des excentricités ktte des orbites de Saturne 
et de Jupiter ^ en prenant pour variable indépendante, tantôtl'anomalie excentrique q de ce- 
lui-là, tantôt celle de Jupiter p; ce qui lui donne, dans l'un et l'autre cas, pour -3- , outre la 

partie qui * ( i —g cos #)* • en fi^cteur , un Autre terme multiplié par (1 — g" cos #) * (*). 
II emploie alors , pour développer ce dernier , le même procédé dont il a fait usage pour 
l'autre , en prenant pour le facteur irrationel une série de la forme P + Q cos# 
iif>-n l'in ■«■i^m . I ^ ' -Ti H^farminant P et Q an nu>y«n des formules précédentes , en y 
faisant ^ == |. Cette dii&culté étant surmontée , la petitesse des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites planétaires, comparativement à celles de la Lune, simplifie le 
problème , en lui permettant de négliger un beaucoup plus grand nombre de termes ; et le 
rapport de la longitude à l'anomalie lui donne^un mouvement de l'aphélie précisément 
le même que celui des Tables de Cassini* 

C'est dans la recherche des inégalités du mouvement de Saturne qui viennent de Tex- Et>l«r trooT* 
eentricité de l'orbite de Jupiter, qu'Euler, pour intégrer les deux équations différentielles cJe*dan«'AnU- 
dn second ordre , qui servent à déterminer les parties r et x de la distance accourcie 8^***^* 
et de lalongitude qui sont dues anxforces perturbatrices, suppose un terme Q^ cos (# — ;i) 
dans le développement indéterminé de r, et trouve ensuite, par la substitution et la 
comparaison, que le coefficient de ce terme est infini, u C'est une preuve, dit-il, qu'outre les 
f> termes déjà introduits, il en entre, dans la valeur de run autre de la forme Tcpsin(«— p) 
9> qui renferme un angle absolu , et qu'il faut ajouter à la valeur supposée pour r; l'équa- 
I» tion différentielle en d*r contiendra alors le terme — 3 mTe cos ( «r — p ); et puisque 
t» ceux en Q se détruisent, on tirera la valeur de T par la substitution , en égalant à zéro 
n la somme descoefficiens de cos (# «— p)^ ainsi la lettre Q n'entrera plus en const* 
1» dération , elle sera nulle ou indéterminée, n Euler attribue principalement aux termes 
de cette espèce , qui croissent à chaque révolulion , les dérangemens singuliers observés ^ 
dans le mouvement de Saturne, et il regarde leur détermination comme étant trop 
délicate pour qu'il ose s'y hasarder par la voie de l'approximation; il remarque, au 
reste , que le dérangement de Jupitv par Saturne pourrait changer beaucoup la valeur 
de Q, parce que si l'on avait, par exemple,^ JÇ = idp, /surpassant un peu l'unité, l'inté- 
gration donnerait au liei/ du diviseurm* — m*, celui-ci (f — 1 — m)* — m* , qui ne serait 
plus nul, mais seulement très petit. C'est , en effet, pour avoir négligé cette action 
réciproque des planètes l'une sur l'autre , et n'avoir pas en égard au mouvement de 

■ ■ ■ ■ \ ■ 

( * ) Si Ton suppose z ssf'(i -f-Aoos9),jr = a,oxi obtient , en faisant toujours 4 = 0,/= Ka, "-r-; =é'»' 

x(i-K»>' =*; ^=S [(i— ^co««)-f^*(x— cos«»)cos^3 •= j (i— ^08«) • — ^ if-^gcoêm) * (X— cos«»;cos<7+eic. 
Oo parvMDt h la même expression lorsqu'on suppose z '=^f^ j^ =sâ (i -^ecosp), ATec la seule difiîfrence 
que U quantité «eus;» T ' — cos« J rtmplace le factear A ces 7 (x — coso») dn second terme. 



Digitized by VnOOQ iC 



i34 SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES; 

Taphélie de Jupiter, qu Euler a trouvé â*abord, dans les valeurs des variables, ces tenues 
contenant des arcs de cercle^ qui rendent la solution fautive , et qui ne doivent réellement 
pas y entrer, ainsi qu'il la fait voir lui-même depuis. 

Nœadf et Euler passe ensuite aux variation^ de la longitude du nœud w et de Pinclinaison « , 
incJinauoD. j.ij ■* , . -, - 

dont il donne, s^ns démonstration , les expressions générales ^ il obtient, en les dévelop- 
pant et les intégrant, pour sr, un terme constant qui lui montre que le lieu du nœud 

de Saturne rétrograde par rapport aux étoiles, d'un angle de — -r x36o*,ott 

de 8' 47" par révolution, c'est-à-dire de 18" par an, ce qui donne à ces mêmes nœuds 
un mouvement direct de 33" par an, par rapport aux équinoxes ; ils sont soumis de 
plus à des inégalités périodiques qui peuvent monter à 3' , tandis que l'inclinaison no 
varie que de 5". Il parvient aussi, d'après la même théorie, à la détermination desmouve^ 
mens des nœuds de Jupiter sur l'orbite de Saturne, et de ceuY ^ Mara^ V^u;» er 
Mercure, par rapport à l'orbite de Jupiter; il montre que le plan de l'éclîptique doit 
aussi être mobile, et évalue , dans une table , la quantité dont la latitude de chaque étoile 
doit changer en vertu de ce mouvement, pe«|lant le 18* siècle, D'Alembert lui a re« 
proche (/i£c&«, t. II, p. 101) d'avoir déterminé le mouvement des nœuds et l'incli^ 
naison variable de l'orbite 4^^ Saturne, par rapport au plan de l'orbite de Jupiter qui « 
un mouvement très -sensible, au lieu de le faire par rapport à un plan fixe passant par 
le centre de la Terre , et qui diffère toujours très peu du plan de l'écliptique ; ce qui 4 
l'avantage de faire servir les calculs pour un long espace de temps, et de pouvoir les 
appliquer à toutes les planètes avec un« égale facilité. « 

Comparaîaon Euler examine enfin, dans les chapitres 7, 8 ef 9, jusqu'à quel point les dérangemens cal- 
•îcc'*c« <SIcr- ^^^^ sont d'accord avec les observations. Uapplique^ à la correction des élémens des tables, 
vadons. ]a méthode des équations de condition , dont nous avons déjà parlé , en remarquant qu'on 

doit, pour cet eiFet, choisir les observations où la plupart des lettres inconnues s'éva- 
nouissent par la combinaison des équations qui en résultent, de manière qu'il n'en 
reste qu'une ou deux à déterminer à la fois \ il cherche aussi à combiner les équations 
de manière à ce que l'inconnue dont on veut fixer la valeur ait le plus grand coefficient 
possible , en convenant que sans cette attention les erreurs de l'observation et du calcul 
peuvent se multiplier par ce procédé. Après avoir ainsi déterminé les corrections des 
Siemens, et les coeiRciens des termes incertains, il montre les changemens qui doivent 
«n résulter dans les tables de Cassini, et donne, dans un Supplément y la comparaison 
de quelques observations avec le calcul fait selon ^s nouvelles tables ; l'erreur ne sur« 
passe que fort rarement 5^ au lieu de monter à ao' comme dans les anciennes. Il fait 
voir aussi comment on peut se débarrasser tout-à-fait de l'équation— Q cos (# — p) en la 
comprenant dans l'équation du centre dont elle suit la loi et qu'elle diminue ; mais 
d'Alembert a remarqué (^Rech. , t. II, p. 96) que cette méthode était limitée, puisqu'çn 
j supposait— coa(m — p) = sin 9 , ce qui n'a lieu que dans le cas où l'on a sensible- 
ment # — p = ^-|-9o*». 
Jagemcnc L'Académie des Sciences s'exprime ainsi , en couronnant ce beau Mémoire, et en faisant 

NouTcâu*prix Une mention honorable de celui qu'elle avait reçu aussi d'un auteur anonyme : a Quoique 
quVUe propose „ ees deux ouvrages , et sur-tout celui qui remporte le prix , soient remplis des plus pro- 
V fondes recherches, et dignes des plus grands éloges^ il noiu a paru que les auteurs 
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m auraient pu tirer encore un plus grand parti de ïeur travail, soit pour donner un nou- ' 

n veau degré de perfection aux solutions des problèmes relatifs à la matière proposée , 
n soit pour procurer , au moyen de ces solutions et d'un meilleur choix d'observations , 
» de nouveaux secours à l'Astronomie , ou jeter un plus grand jour sur le mécanisme des 
n corps célestes. H ne suffit pas d'ailleurs, dans une matière aussi épineuse, de se 
9) rendre seulement intelligible à ses juges ou à ceux qui ont déjà résolu les mêmes 
V questions, mais' il faut encore, pour contribuer de tout son pouvoir à l'avancement 
j» des sciences , se mettre à Ta portée du plus grand nombre de lecteurs qu'il est possible , 
» en énonçant au moins les principaux raisonnemens , et en indiquant les plus difficiles 
» opérations des calculs. Ces moti&, joints à l'importance et à l'étendue de la matière, 
» ont engagé l'Académie à proposer le même sujet une seconde fois, pour le prix 
1» de 1760, et elle croit devoir exiger des auteurs qui travailleront désormais pour ces 
1» prix , qu'ib entrent dans un détail suffisant sur la démonstration des propositions qui 
« seTnrOHT au Vaae ^ kmr» ^^^<ftMft. » 

Le prix proposé pour 1 75o ne fut décerné qu'en 17&51, et ce firf encore Euler qui le rein- 
porta. L'académie accorda l'accessit à une pièce du père Boscovicb , qu'il publia à Rome 
en 1766, et fit imprimer celle d'Euler dans le tome VII des Prix, qui n'a paru qu'en 17Ç9. 

L'auteur commence d'abord ce Mémoire par montrer , selon sa coutume , les défauts -Pièce d'Euler 
de la marche qu'il avait suivie dans le précédent ; il convient qu'elle conduit à des calculs 
rebutans , et qu'elle laisse toujours des doutes sur la suffisance des résultats, d'autant plus 
que les inégalités de Jupiter et de Saturne sont tellement liées ensemble , qu'il est impos- 
sible de les bien déterminer sé|)arément; il croit cependant pouvoir se dispenser de é 
revenir sur la rechercfie des inégalités du mouvement des noeuds et de^I'inclinaison des 
deux planètes, qu'il pense avoir déjà suffisamment développée; il ne considère alors que 
les deux premières équations du mouvement de l'une et de l'autre planète, en remarquant 
d'abord qu'il faut perdre tout espoir de pouvoir les intégrer rigoureusement, et que lors 
même qu'on serait assez heureux pour y parvenir, les intégrale» seraient si compliquées, 
qu'elles n'apporteraient pfesqu'aucun avantage pour l'usage *de l'Astronomie , et ne dis- 
penseraient pas de recourir à des approximations propres à ce dessein. 

Ayant quatre équations du second ordre , leur intégration doit faire naître huit cons- InirodnciîMi 
tantes arbitraires. Il fait voir qu'on en déterminera quatre par la condition que si l'on ariificieS^T 
suppose les longitudes vraies if etÔ respectivement égales aux moyennes* p et q , plus des 
quantités P et Q , celles-ci ne renferment ni des constantes , ni des termes delà forme mp 
et bq ; que deux autres seront fixées par la valeur des excentricités tirée des observa- 
tions , et que la détermination des deux dernières dépendra de la condition que Tano- 
malie soit comptée depuis Taphélie. Il montre que tout le succès qu'on peut se promettra 
des opérations suivantes dépend presque uniquement de la nature des variables qu'on 
introduit pour les distances x et y des deux planètes au Soleil , et que celles-ci dépen- 
dant des anomalies aussi bien que de Télongation , lorsqu'on emploie, selon l'usage , Tune 
des trois anomalies, la vraie, la moyenne ou l'excentrique, leurs élémens n'ont aucun 
rapport constant avec celui de Télongation m \ ce qui produit de grandes difficultés pour 
e&aque différenciation ou intégration. Il propose alors de se servir d'une nouvelle espèca 
d'anomalie qui soit telle que sa différentielle ait un rapport constant avec dm. Il désigne 
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par r et X celles de Jupiter et de Saturne, prises de manière que Ton ait it^nittl 
ds ==: A^«, » et A étant constans j il suppose dp = tdm, dq =z nUUt, t étant yariable , 
n constant ; et la substitution de ces valeurs faisant entrer Télément d^t dans tons les 
termes dépendant des forces perturbatrices, qui restent sous le signe /dans les équations 
xlifférentielles, et qui contiennent les sinus ou cosinus des multiples de' m, permet dj les 
intégrer directemekit lorsqu'on y a mis pour les cGstances leurs déyeloppemens. 

Enler considère ensuite séparément , comme dans sa pièce de 1748 > les inégalités 

qui dépendent de la distance apparente éê des deux planètes vues du Soleil , ou de Tez— 

centiicité de l'une et l'autre orbite. H emploie le m^me procédé pour développer les 

facteurs irrationnels , sans entrer dans aucun détail nouveau à ce sujet , et en se con^ 

tentant des cinq premiers termes de chaque suite ; et il intègre aussi les équations par les 

séries, en exécutant à la fois les mêmes opérations spr les équations relatives à Jupiter 

ou à Saturne. D'AIèmbert a remarqué (ÂecA., t, ï/p. 11a) qu*£uler avait fait une 

espèce ds méprise dans sa première pièce» jeu fiuppnit''^*' , ^^^^ 1^ m e ilmn.l» s ^h» lu^ 

galités dé la première classe , que les orbites des deux planètes seraient circulaires sans 

leur action mutuelle. Euler s'exprime plus clairement à ce sujet .dans celle-ci, pag. 19, 

a Quand je conçois que les deux orbites n'aient pas d'excentricités , il ne faut pas s'ima- 

D giner qu'elles seraient circulaires si l'action mutuelle des planètes s'évanouissait ;... mais 

n j'entends par là l'état où elles se trouvent effectivement en s'attirant Tune l'autre, et où , 

ifi quoique les orbites ne fussent pas expentriques , leurs distances an Soleil ne seraient 

rt pas constantes , puisqu'elles renfermeraient des parties qui dépendraient de l'angle «^ ; 

1) mais celles-ci étant déjà multipliées par les masses, seront cependant assez petites pour 

yi qu'on néglige leurs produits par ces masses, n L'auteur parvieiit ensuite à des exprès*- 

sions qui lui montrent que les inégalités qui dépendent de m , dans le mouvement de 

Jupiter, sont beaucoup plus grandes que celles de Saturne. La considération de l'excen^ 

tricîté k de Tofbite de celuirlà , amène dans la valeur supposée pour le rayon vecteor 

de celui-ci, un terme « cos(# — r), dont l'argument exprime à peu près la distance 

de Saturne à l'aphélie de Jnpiter , et dont Euler trouve le coeflicient si grand» qu'il n'est 

pas permis de le confondre avec les autres. 

Eulet tronYc Passant de là aux inégalités provenant de l'excentricité de Saturne, il introduit dans r«ex- 

le coefficient est pression indéterminée de la distance de Jupiter au Soleil, un terme de la forme ft/cos (^-f^)> 

uaagmaxre. ^^ jj ^^^ p^gç 55^ j^ g^ substitution, une équation qui donne pour b une valeur imaginaire» 

. quand on y suppose, avec Newton, les masses de Jupiter et de Saturne respectivement 

10G7 et Scsi fois plus petites que celle du Soleil (^). Un petit changement dans ces valeurs 

suffit pour rendre les racines égales, et donne i= | ; mais Euler n'en trouve pas moins très 

remarquable que la valeur de b pût devenir imaginaire, et il ajoute que , a dans ce cas, on 

rt serait bien embarrassé de déterminer le mouvement ; car ce serait une marcpie qu'au lieu 

yt des cosinus des angles, il faudrait introduire dans le calcul des qyantit^ exponentielles» 

« auxquelles se réduisent, comme on sait , les cosinus imaginaires.Dans l'état où 5e.trouvent 

y> Jupiter et Saturne (dit-il, pag. 77)1 il me semble que la recherche de leur mouvement 

(^} En effet, IVquation qui donne la Tal«ar de h dericat, lonqa'on prend x^ s= 9,^ powknp- 
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f> -est en quélqne sorte proportionnée aux bornes de nos lumières , pnîsqu^nn petit chan- 
9 gement fait anx valeurs des masses , dans la détermination de b, fait éviter les angles 
D imaginaires^ et ne saurait produire une erreursensible dans l'espace de quelques siècles; 
T» mais si les orbites des deux planètes étaient plus proches entre elles , ou que leurs 
y> masses 'fussent plus grandes, le problème deviendrait peut-être impossible à résoudre. 
9 II en serait de même pour la Lune , si sa distance à la Terre , son excentricité ou son 
n inclinaison étaient plus grandes qu'elles ne le sont.... Il semble donc que le Créateur 
» a voulu tellement arranger ces ol^ets de nos recherches , qu'ils ne surpassent pas en- 
y» tièrement nos forces , de sorte que nous puissions approcher de plus en plus , à mesure 
» que nous avançons dans les sciences , sans pourtant que nous soyons jamais en état 
1* de les atteindre parfaitement, rt 

Euler examine ensuite, { 7, les inégalités qiiî dépendent de Tune et Fautre exoen- lnéf[hTn4e 
tncÂt^ À U £oU > îl n« trouve de quelque conséquence que celle qui dépend de Tangle Jj^ndJu plodaït 
(•— r+0> dont lerapportde la différentielle à dm, ou i- «JA, devient presque égal àzéro, Set exccotrici- 
ce qui rend très grands les termes qui en résultent pour les longitudes ^ leur détermination 
faite séparément lui donne + 5i4Bo A/sin (4»— r-f-^) pour ces termes, dans le cas de l'une 
«t de l'autre planète ; et comme l'angle m — r + ^ et son sinus sont à peu près constans , 
quelques grandes que soient ces valeurs elles se confondront avec la longitude moyenne , 
et ne troubleront le mouvement qu'autant que l'angle « ««r 4" ^ deviendra sensiblement 
variable. 

Uauteur consacre Tarticle suivant à des réflexions sur les anomalies de Jupiter et de Procéda dIRu* 
.Saturne, u On sera bien surpris^ dit-il, que je vienne de trouver des inégalités aussi nerVla foroM 

V considéraSles que l'équation du centre des deux planètes , provenant de l'excentricité f'ÎJfg^ j'^on- 
n de Tome ou de l'autre orbite , et qui peuvent monter à plusieurs degrés , et je ne doute ces dans le ca» 
f) pas qu'on ne regarde cette double anomalie comme un grand défaut de ma méthode ; ^^q^^^^^"^^"^^ 
n mab je dis d'abord que s'il n^y avait point d'antres inégalités que celles-là, le mouvement 

t) ties deux planètes serait parfaitement conforme aux règles de Kepler. En effet , Texcen-* 

V tricité k de Jupiter donne à sa distance x la forme c(i -^ A cosr), et à celle de 
t) Saturne jr la forme e[^i + mk C08(# — r)]; Torbite de Saturne devient donc déjà 
1) très excentrique, et cette excentricité demeurerait la même quand l'action mu- 
t» tuelle des deux planètes s'évanouirait , pourvu que les lettres /» et f , qui indiquent 
^ le rapport de leurs masses à celle du Soleil, conservassent, en s'évanouissant, le 
-t» jnéme rapport.... Mab Saturne se trouve avoir aussi une excentricité et un aphélie 

f) particuliers ; ces deux excentricités se réunissent alors en une seule , et il y a 
9) deux anomalies , l'une qui regarde l'aphélie de Jupiter , l'fiutre l'aphélie de Sa?* 
m tume, de manière que si 9 et ^ désignent les longitudes de ces deux planètes, ^ etr 
i> celles de leurs aphélies, onaar=c[iH-ft cos(f — ^) 4- W cos(flr — r)], 
i> y=: <?[ i-M cos(*— r)+«ft cos (0 — 0D'^> }® ^^ ^"® ^^^® double anomalie produira 
n le même effet que si chaque planète , selon les règles de Kepler, n'était assujétie qu'à 
9) une seule anomalie que je nommerai apparente, qui serait celle qu'on découvre par les 
t) observations, et qui donnerait^ =cQ+KcosÇflr'?— R)], j^=e|^i+Lcos(ô — S)]. « 
La démonstration de cette proposition consiste à comparer ces nouvelles expressions aux 
précédentes , et à montrer ^'on peut , en éliminant « et I , trouver pour K , L, tangR^ 

>8 
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tang S , des valeurs qui ^atûfassent aux relations qui résultent de cette oompartiBOB (^. 
Euler tire ensuite de la différenciation de ces valeurs, par rapport à ^ et à r» les expreasionfl 
des variations dK ,dLy dR ^ dS , qui proviennent desaccroissémens annuels de ^ et de r; 
et comme ceux--ci sont connus , il détermine par là la diminution annuelle des exceo* 
tricités des deux orbites , ainsi que le mouvement direct annuel de leurs aphélies ^ 
qu'aucune autre méthode n'avait pu, dit-il, faire découvrir encore; et il trouve les ré- 
sultats bien d'accord avec les observations (♦*). 
Areelërfttîon L'auteur reprend alors l'examen des termes qu'il a obtenus, et dont l'argument est 
«DwcuienV •— ''+J ou p — r. Si cetangle était constant,il n'en résulterait aucun dérangement dans le 
mouvement des planètes, parce que les termes dont il s'agit seraient détruits parles cons- 
tantes qui proviennent de l'intégration des expressions différentielles des longitudes ; mais 
l'angle f — r décroissant de 4" par an, ainsi qu'il vient de le voir, la variation annuelle de 
l'inégalité, qui apour expressionH-5i45oA/sin(f ~r)sera— ^''.Bi^So WcosX^— ^)*c» 
qui la fait monter à +5355'en 1701, lorsque l'on prend l'année 1700 pour point de départ, 
et que l'on fait ^ — r= G-^ i5* 27'. Cet accroissement ne troublerait pas non plus le 
mouvement s'il demeurait toujours le même; mais comme après neuf siècles, où l'angle 
p — r serait diminué d'un degré, l'accroissement annuel deviendrait jBSSS^ + aB", on 
voit résulter de là une équation séculaire qui monte à a' aS'' pour la premier siècle. £i^er 
trouve que cette correction est la même pour Jupiter et pour Saturne , et que, dépendant 
d'un angle qui change désigne dans l'espace de cent cinquante siècles, elle se trouve alter- 
nativement positive et négative; il conclut de son existence, que le inei^vement mojen actuel 
des deux planètes devient continuellement plus rapide, ou que leurs temps périodiques sont 
diminués; il donne unetable des corrections des longitudes moyennes de Jupiter elde Saturne, 
de 1700 a 1870, calculée de dix endixans, sur le mouvement moyen de 1700; et comme 

les distances moyennes doivent varier avec les temps périodiques , il trouve dans leurs tx* 
pressions des tennes séculaires , comme dans celles des moyens mouvemens , et il en con* 

C^} En effl't, si, après avoir respectiveioeot égalé c«t lUffërentet Talcan, on les développe et on égale- 
srparémcnt à zéro les cocflkiens des sinas et coûnut de ■ et 0, on obtient les relation* 
^cos^ -f- hlcoêr = K cosR , ftsîn^ -h 5/ sm r = RsinR, 
/ces ^4- «A cos^ ss LcoeS, / sm r-f- «Afin ^ ar L sin S^ 
4*ob Ton tire, par rilnaination , 

IL» =i A«-hW»-4.afcA/coi(^ — •), L» = /• -f-«*A«-hMft/coe(|— •), 
-. A sin « -f- &/ sin r „ / sin r -f- «A sin • 

(**) Lee valeurs précédeous donnent, en les différenciant par rapport à ^ et r, et en effaçant respec» 
tîvement des deux dernières les divisenre cos*A, oos«S, dan» le premier aiomfaie, on Icnrs valeurs dan» 

le second» 

_ M/(<y^— <yr)sin(^-^ -. _ M(df^à ^) sin(f-r) 

^ k*(h + 4«/»</r-»-*W( df -+- rfr) cos (p^9 ) ^ tHta^ H- A^A^df ^MÇdfh rfr) coe (»—•') 

<m =s ^p » « = j^^ ' 

Les denx dernières peuvent se rédnire à celies-ci r 

Euler supposant alors dp s: 60', d&ss l' J^", « == i ^ , ^ = - , obtient 3£{K=: 35*, idL=^i'' i5*, dRss5S% 

</S =: 1' 6*j les denx dernières quantités rèprt'senteot le mouvement direct annneè des aphélies de Jupiter 
et de Saturne . et les deux premières , la dimioutioa annuelle de la plua grande éqaaiioa eUipU^œ de l'ooe 
et de Tanurc orbiie. 
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clôt que la dlsfance de Jupiter au Soleil augmente , tandis que celle de Saturne diminue* 
'Noua terrons par la suite que ces résultats manquaient de justesse , et que c'est probable* 
ment pour n'avoir pas assez bien distingué les tenues séculaires dés périodiques > qu Euler 
a pu 7 être amené. 

Il s'occupe enfîn^ dans le ^ i o , de rassembler toutes les autres inégalités qu'il a trouvées. Réspitat de c« 
Les valeursde x, y^n^tt se composent alors de termes elliptiques calculés sur l'excentricité ^^^^ 
et le Heu de l'aphélie apparens, et de termes multipliés par ^ ou f, dont quelques-uns 
étant indépendans des excentricités > forment la variation des deux planètes ^ tandis que 
les autres ont des coeillciens dépendant des excentricités et des longitudes vraies de 
Taphélie qu'on peut conclure des apparentes. Euler fait voir qu'il est permis de prendre 
à volonté, pour r et J y les anomalies moyennes, excentriques ou vraies, qui résultent 
des aphélies vraies ; parce que , les coefficiens étant toujours les mêmes , la diffév 
«MMM xi% paraîtrait que dans les termes suîvans , qui contiendraient le double ou le triple 
des anomalies r et j , et que l'on peut négliger. Il se contente de donner s^% formules , 
sans entrer dans le détail de tous les calculs en nombres et de la construction des tables» 



CHAPITRE IL 

Premières recherches de ttAlewbert sur la théorie des planètes. Piecç 
it Euler sur les inégalités de la Terre. Mémoire de Clairaut sur ce sujet. 

VjLAllAVT, dans son Mémoire sur le Problème des trois corps, lu à l'Académie Premier essaî 
en 1747 , avait donné «ne première approximation du calcul des inégalités de la Terre J^* SéoSe^ to 
«t de Saturne , en y appliquant la même méthode dont il faisait aussi usage pour la planèut. 
Lune , sans y mettre cependant autant de soin et d'importance que pour celle^i, puis- 
qu'il n'avait pas pensé à considérer l'action des planètes dans la détermination de l'orbite 
de la Terre, et qu'il avait négligé l'excentricité de cette orbite dans l'évaluation de 
Faction de la Lune. Lemonnier avait cru trouver, à cette époque , une inégalité d'envi- 
ron 40' dans l'équation du centre du Soleil, et il ne croyait pas qu'elle vint de la seul» 
distance du Soleil à la Lune. La Caille remarquait en 1760 , que la différence des lieux 
du Soleil , observés dans deux quadratures consécutives de la Lune , avec les lieux 
calculés , était alternativement positive et négative , ce qui lui semblait indiquer une 
action sensible de la Lune sur la Terre. C'est pour décider la question, et perfectionner 
la théorie qui en était l'objet, que l'Académie proposa la recherche des inégalités de 
la Terre pour sujet du prix qu'elle devait distribuer en 1754; mais elle ne l'adjugea 
pas i cette époque , et le doubla en le prorogeant à l'année 1756. 

D'Alembert publia dans l'intervalle les deux premiers volumes de &e^ Recherches sur Rcchcrcbei 
le système du Monde, dont le second livre a pour objet la détermination de l'orbite des ^m. u'^liTi! 
planètes principales dans le système de l'attraction. Le chapitre !•' traite du change- 
ment que l'action de la Lune doit produire dans le mouvement de la Terre; il y em- Action de U 
ploie la théorie dont nous avons déjà parlé, part.I, chap. 3, et n'en conclut qu'une ^"^t *"* ** 
variation de ll^ H démontre ensuite, par deux méthodes différentes, une propoeition 
-que Newton n'avait presque foit qu'énoncer, savoir*: que le centré de gravité de la 
Lune et de la Terre décrit sensiblement une ellipse autour du Sofeil. Dans l'un de ces 
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Courbe a^crîte procédés ^ d'Alembert décompose l'action du Scieïl sur la Lnâe paréllèlement à' la^ligM 
lîSîvlîéTîrLu* '°^ ^^ ^^ ^^^®^^ * '^ Terre, et conclut de là la force qui agit sur le centre de gravité 
Bc«tdela Terre suivant la même direction, en prenant la somme des composantes, relatives à la Lune 
et à la Terre, multipliées par leur masse respective , et en la divisant par la somme 
de ces masses. 11 détermine de la même manière la force qui agit sur le centre de gravité, 
dans la direction perpendiculaire à la première ; et premmt ensuite la résultante de 
ces deux farces , il montre qu'elle est dirigée vers le Soleil, et qu'elle est, à très peu 
de chose près, égale à la masse du Soleil divisée par le carré de sa distance au centre 
de gravité -, ce qui prouve que Torbite qu'elle fait décrire à celui-ci est sensiblement 
mie ellipse. Il conclut de la petitesse des forces qui troublent l'ellipse décrite par ce 
centre de gravité, que l'action de la Lune n*est pas probablement la cause des inégalités 
observées dans le mouvement de la Terre; La Caille contesta ce résultat, et soutint l'exisi.- 
tence de l'équation lunaire. ( Voyez Mém. de Par^^ 1767, p. ija et i45. ) D'Alembert 
étend ensuite son théorème au cas de plusieurs satellites, en prouvant qv'en général k centra 
de gravité d'une plajiète première, et de ses satellites, décrit sensiblement autour du Soleil 
une ellipse suivant la loi de Kepler; il examine aussi la variation du Soleil en latitude ca^nsée 
par l'action de la Lune, et la trouve d'environ iS' en prenant la parallaxe du Soleil de iB*^* 
On lui reprocha , dans le n^ de décembre 1764 du Journal des Savans, d'avoir ainsi fait 
monter à près d'un quart de minute la plus grande latitude du Soleil , tandis qu'elle n'était 
réellement que de i*. Il répondit, dans son troisième volume, pag. 88, qu'ayant pris pour le 
. plan de Técliptique celui dans-lequel la Terre se ment lorsque laLnne passe par la ligne des 
nœuds, la latitude apparente du Soleil , ou la quantité dont elle s'élève au-dessus de ce 
plan et s'abaisse au-dessous , était bien de iS'^ , dans la supposition faîte pour la paral- 
laxe , ou moindre , si celle-oi était plus petite ; mab il convint qu'eu égard à la naturs 
des observations astronomiques , où l'on confond presque toujours avec le plan de l'é- 
cliptîque le plan de Forbite décrite par le centre de gravité des deux planètes, la la- 
titude observée peut être en effet beaucoup momdre que ne la- donne, le calcul, et ne 
' monter qu'à 1 ' tout an plus. » 

Recfteiclie - D*Alembert fait ensuite, dans- le chapitre 3, l'application de sa méthode générale ik 
pUnèie» pinc^'* recherche des orbites des planètes principales, en les supposant dans le méme.plau- 
P^^'** Il distingue trois différentes causes qui peuvent altérer le mouvement de ces astres-, 

savoir: leur attraction mutuelle , celle quelles exercent sur le Soleil, et Taotion qoo 
les satellites d'une planète peuvent avoir sur celle-ci ; il propose, pour déterminer cse 
dernier effet, de chercher l'oibite elliptique décrite par le centre de gravité commuiB. 
de la planète et de ses satellites, de déterminer ensuite le lieu de chaque satellite, eC 
d'en conclure celui de la planète principale ; quant à l'altération provenant de l'actioa. 
des planètes sur le Soleil, il montre que cette aietion devant être transportée à la pla- 
nète troublée , en sens contraire de s» direction , on peut traiter à cet égard la planète 
troublante comme un satellite de la première, qui n'agirait point sur le Soleil, et qui. 
au lieu d'attirer ceHe-ci la repousserait. Il s'occupe enfin des perturbations produites par* 
l'action directe de» planètes l'une sur l'autre, et donne les expressions des composantes ree* 
tangulatres des forces troublantes, qui doivent être réduites à la forme rationnelle , afio^ 
que l'on puisse intégrer l'équation de l'orbite ; c'est alors qu'il aborde la difficulté àvb 
développement des radicaux en série conv^i^ente, et qu^en adogt ànt l'artlice d'£ul«v 
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it ixldk|ne pour trouver les coefficiens , des procédés nonyeaiui et ingénieint, dont nous 
devons rendre compte. . , 

D'Alembert examine d*abord les propriétés générales de la fonction (^— cos ») •' Deicrminaiion 

lorsqû'après l'avoir développée suivant les puissances de cos», on réduit celles-ci en j^, J^u, fj^ 

muïtipres , à l'aide de leurs expressions en exponentielles imaginaires ; il montre que *«^ irraiîoo- 

les coefilciens de chaque cosinus forment alors des séries dont les divers termes sont 

tous produits par les puissances paires, quand le multiple est pair, et vice versa. Il cherche 

le terûie général de chacune de ces séries dans l'un et l'autre cas , et montre comment 

un terme quelconque peut se déduire du précédent (*). If voit par la que les suites don 

il est le plus convenable de chercher Ta somme, sont les deux premières , ou celles qui 

multiplient les cosinus des multipfes o et i àez, parce que Ce sont celles dont les demiera 

termes approchent le plus de la loi d*une progression géométrique. 

L'auteur désigne alors par A -f- B cos »+C cos fl» -f- etc.. A' +B' cos *+C'cos fls + etc. , A partîeni 

^j ^^ à Icsi-xprimer 

les développemens des radicaux (^ — cosz)"*, (^ — cos*)" ', qui se rencontrent dans la ^""»«»*o'»<îï'»o« 

théorie desplanètes , où z est l'aogle de l'élongation, et où fê représente une fonction des mien. 

distances moyennes a et B des planètes troublée et troublante au Soleil , qui est l'inverse 

de la quantité g d'Euler. Il donne une méthode pour trouver tons les coefHciens des termes 

des deux suites , en supposant que l'on connaisse seulement deux quelconques des lettres 

A| B,.A',B\ Elle consiste à former des équations identiques entre le» radicaux et leurs 

âifTérentieUes , à j substituer ensuite leurs dévploppemens supposés ,. et à compare^ 

séparément les coefEciens des termes semblables , ce qui donne un nombre sufBsant de 

relations très simples entre les divers coeffidens (**). a La méthode de M. Euler,4it-il,a 

p Get avantage, qu'on y voit très clairement la loi des coei&ciens G, D, eta, par rapport 

yf aux 'deux premiers A, B; tandis que dans la nôtre les coefficièns des deux radicaux 

7» dépendant respectivement les uns des autres , la loi des termes n'y est pas si bien dé- 

7t veloppée ; mais en revanche, il ne faut connaître que A et B pour que tons les autres 

ii coefficièns des deux suites soient donnés , au lieu qu'en suivant la méthode de M. Eu* 

91 1er , on est obligé de détenniner, par des suites assez pénibles^, les coefficièns A et B 

,9 à chaque nouvelle valeur qu'on donne à l'exposant n. i> 

t*) U tfOQTc ^'en d^ignam |Mr]ptiii mnldple qnelcon^e domlecotîniii entre daaf le d^eloppemenc da 
radical, chaqae terme de Ja' tuite qui' exprime le coefficient de coa p* eat ^al an précédent muluplië par 

— * ^ ^ . ^x, 3- 1 » en meittnr aneccisiTèmeDt ponr g let vombret^f^— i, ^-f-i, |H-3, etc. ; 

•r, on Toit qae le coeficient de"~^ n*est jamair pht» approdiant de ruililé' qoe- dAna' le 'caa' de H^y,' 

pzsi'Oj et daM oelnî de n:=3, /yssi. 
(**) En efièt, les deux éqnationa identiques* 
i x-l / \-î/ * % dznnz .A a' V , ««-fB« 

(/«-coi«r \30»-cot»)*/ **"■ 

.1 -• 

4loiiiiciit,en j nettant^M»? (^— coex) *, (^ — coaz) "^ len» Taleun A-f-B coas-f-etc, A'-f*etc;,* 

en déTcloppant et égalant de part et diantre , dana la première éqnation , Ica coelBciena dea coainna de^' 
flaque mnltiple différent de s , et dana la aeconde , ceux des simu de cea mémea mnltiplea , 



B' ,_,. ., C .. >„_ .,^C' «.^_ B'+iy 



A = A>-^, B»B>-A'-^, ete.î -|B«-A'+^, -|.aC=- 



a- 



ete. 
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ottuir^'^a'' ^? D Alenibeft indique ensuite dliFérenâ procédés pour trouyer la valeur de A et de B. 

calcul de A et L*un d*eux est fondé sur une remarque à la fois simple et neuve ,..c*est que^ lorsqu'à» 
*^ multiplie successivement les temiis d'un développement de la forme A -^ B cos «-("C ^^^ ^^ 

-f- etc. , par & , i£& cos z, etc. , et qu'on intègre entre les limites s=o> z= 180^ , ton» 
les termes disparaissent^ excepté A dans le premier cas , B dans le second^ et ainsi de suite; 
ce qui ramène la détermînatiou de ces coeificiens à l'intégration de deux fonctions par les 
quadratures (^). H donne ce moyen comme utile dans le cas de ^ = 1^ mais comme étant 
en général plus curieux et plus géométrique que commode pour le calcul , et il s'étend 
davantage sur le procédé direct par lequel on obtient A et B^ en développant le premier 
radical , en réduisant les puissances de coss en multiples « puis en prenant séparément 
la somme des termes oonstans et celle de ceux qui multiplient cbs 2. Les séries qu'il 
obtient ainsi peuvent être regardées comme des progressions géométriques , après les six 

•ëdwqnTlei eât- ^^ ^^^ premiers termes. D'Alembert dit avoir fait divers essais inutile» pour sommer ces 

priment «umî. suites» soit exactement, soit par les quadratures , de quelques courbes y et avoir été réduit 
à en chercher les limites par approximation. Il parvient à ce dernier but d'une manière 
fort ingénieuse , en prenant la somme de deux progressions géométriques décroissantes j 
dont l'une soit plus petite et l'autre plus grande que la somme de tous les termes de 
chacune des deux séries qui suivent ceux que l'on considère directement ; de manière que 
si fou prend l'une ou l'autre progression pour représenter ces termes , on ^st sûr que l'er- 
reur qu'on commet ainsi est moindre que la différence des sommes de ces deux pro* 
fpeaàons i «t il est bcile de juger par là de la quantité de l'approximation (^'^). On peut 
Il II I II I » 

(*) Soit en efiet Pëqiutîon (/u^coec)"* := A ^-Bcots-^ GcM9s4-etc. ; elle donan» 
/(f*— com)*"" d!s s A»4*Beiiis-4*etc. , /(^^cosz}'*^ coss = ^A-f -.J «0» + - («■♦•- «111 a»J -f «te; 
d*ob Ton tire entre les limites o et i8o« prifei pour z, 

• I .3 

•*«= TaSS » »--*-«■ jgj; • 

■ , lonqo^en y hk ^«-»eosssfe«, et li 

Kt — (/«—#)• 

troQTe ainii ramena k la rectification dettectioni oonîqaeik 

(**) Considérons la série qui donne A» par exemple, et faisons pour eet effet nasSy Fsso> daai le 
vappoit de deux termes consécutifs donné pins bant : il detiendn 

ce qui bÀt voir que n Ton dcsîpie par « un terne quelconque de A , Isa deus lovMe suhaas s«oat 

pectÎTement par a, «f, r et s le premier et le dernier terme y»la raison et la somme d'une proyt sst ou 

géomiétriqoe , on a s sa — . Si Ton supposait donc ^e les termes qni suivent m formassent* une 

prof$ireasiMi décroissante dont la raison Ittt -;» et dont le dernier terme (ftt nui, leur somme esnât 
' ^ ' i si Ton admet au contraire qne cette somme soit celle d'une profression semblable » dont la 



raison est i ^i — j^^^i-jp^ , elle seci fxpriatée par U formule , ^ p — r î 
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CfDÎr def'résiiltab de plus es pins exacts en cherchant successivement des Kmites doni 
la différence soit moins grande , et en obtenir ainsi , tant en plus qQ*en moins , qui 
•e rapprochent d*avssi près qu'on yeut de la Traie valeur de chaque série. 

D*Alembert observe que dans la théorie de Saturne et de Jnpiter> quand ou aura TlKforiede 
calculé les dérangemens de celui-là causés par celui-ci » les formules relatives aux fac* s^furne. ^' * 
teors irrationnels serviront de même pour le calcul des perturbations de Jupiter dues 
â l'action de Saturne , puisque la quantité ^ est la même dans les deux cas > à caustf de 
la sjnnétrie avec laquelle y entrent les distances moyennes a et B. Il remarque aussi 
que si Ton avait besoin^ pour l'exactitude du calcul , d'élever (^— -cosc) à la puiser 
jance-— £ et au-delà^ on trouverait facilement tous les coefiîciens de la nouvelle suite 
qui en résulterait, par le moyen de ceux de la suite qui exprime le développement de 
la puissance — 4 ; et il donne uxie troisième méthode d'approximation pour trouver les 
termes A et B » qui s'applique au. cas où ^ ne diffère pas beaucoup de l'unité, comme 
cela arrive dans la théorie de Saturne et de Jupiter , où /••= 1,9 environ , et qui con^ 
dnit à des intégrations dépendantes de la quadrature du cercle ou de Thyperbole. 

D'Alembert examine aussi la question de l'inégalité séculaire qui produit un ralentis^ 
sèment dans le mouvement de Saturne; il montriï qu'il ne doit point entrer d'arcs df 
cercle dans son expression , mais qu'il serait possible que l'inégalité provenant du terme 
où Euler avait cru eu. trouver , pût, par sa grandeur, rendre raison des anomalies ob* 
servées. Il s'occupe ensuite du mouvement des nœuds et de l'inclinaison de l'orbite des 
planètes , en les rapportant à l'écliptique fixe ^ et en faisant tous les préparatifs du calcul 
sans l'achever; il examine aussi le changement de la Terre en latitude^ occasionné par 
l'action de Jupiter , et lait la comparaison de la théorie de Saturne avec les observations. 
Son but principal » en discutant ainsi tous les points de cette théorie d'une manière 
générale, est, comme il le dit lui-même , de faire voir que la méthode qu'il a em- 
ployée pour l'orbite de la Lune s'applique aussi â la détermination de celle des pla«» 
sètea , et de s'assurer ainsi la possession de ce qu'elle peut contenir de nouveau. 

Le diapitre 4 traite de l'orbite des planètes dans l'espace absolu. L'auteur convient Monvem«mt 
que cette détermination est peut-être plus curieuse que nécessaire pour l'Astronomie , j!*^ ^^^^ ^^ 
puisque le Soleil étant regardé comme fixe par les observateurs^ il suffit de déterminer 
l'orbite des planètes , par rapport au Soleil , pour compar» la théorie aux observa- 
tions. Il prouve, 1^. qu'on peut regarder le Soleil comme décrivant, dans l'espace absolu, 
ant^it de petites ellipses semUables à chacune des orbites des planètes qu'il y a de cet 
planètes; a^. que les axes de ces petites ellipses sont à celui de l'ori^ite correspondante 
comme la masse de la planète est à celle du Soleil ; 3*^. que le Soleil décrit c^ petites 
ellipses dans le même temps que la planète décrit la sienne , et <pif le mouvement réel 
du Soleil est composé de son uiouvement dans chacune de ces petites ellipses ; il trouye 
qa'en vertu de l'action de Jupiter et de Saturne^' le Soleil décrit un petit cercle dont le 

tomme Wrîtable' est plos pedie. qtie ceUe de la première progrenîon, 4èt le sccood tenae, paîsqae 
"ïC*""27T3T'y'^"î* «île est plue grande, dès le iroiaième teme, qiie Is aorniae de Ja aeqond* 

proçretslon , poisque ( i — . . g >, J > f i — if -4>3)» J ' *^®"^ rcrrenr tara moindre que la difll^ 
lencc des deux progressions, et su lizoite sera moindre que leur demi- difTereace. (VoyesitecA. y t II, p. 7a.) 
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diamètre n^est que ^ du rayon de Forbite de la Teire^ qiiantité absolument nidle ptf 
rapport à la distance énorme des étoiles fixes. 
Recherches de Le chapitre 5 a pour objet Tintégration ^ par diverses méthodes, de l'éc^ation difféo 
Caicai inclura), r^ntielle de VcH-bite. D* Alembert présente entre autres celle qu'il avait déjà indiquée dans 
sa Dynamique^ et qid. consiste à égaler la variable au produit de deux indéterminées, 
dont f une sert à poser une équation de condition qui sépare les variables , et qui réduit la 
problème à l'intégration de deux équations du premier ordre. Quelque méthode qu'on 
emploie , Tintégrale ne se présente jamais sous une forme imaginaire. 

Le chapitre 6 et dernier a pour objet l'application de la solution générale donnée par 
l'auteur à différentes hypothèses. Il examine d'abord la construction de la trajectoire , 
dans le cas où la force tangentielle r = o , et >où la force centrale 4^ est proportionnelle 
À une fonction quelconque du rayon x ; il fait voir qu'elle sera tantôt une section co«- 
nique à apsides mobiles^ tantôt une courbe mécanique , comme une spirale , et cela donne 
lieu à des problèmes de calcul intégral , qu'il résout de diverses manias. H analyse en^- 
suite quelques cas où w n'est pas nul ; il s'occupe enfin des trajectoires décrites dans «a 
milieu résistant, et en conclut comme Newton ( Princ. , liv. III^ prop. io),que l'espace dans 
'lequel les planètes se meuvent est ou absolument vîde^ ou rempli d'une matière fort rare, 
^nt la rénstance est très petite^ et ne peut ét;re sensiblie toutau plus qu'au bout de plusieurs 
siècles. 
Pî^e d'Enler ' Euler qui, dans un Mémoire compris dans ceux de l'Académie de BerHn pour 1 754» avdt 
dcVaïm^cot^ '® premier développé la cause de la diminution séculaire de l'obliquité de l'écliptique , ea 
rooace en 1756. 'montrant qu'elle était due à l'action des planètes environnantes , concourut aussi au prix 
double sur les inég£tlités de la Terre , que l'Acad^iede Paris avait proposé pour 1756, 
et le remporta. Sa pièce , écrite en latin, a pour titre : Investigatio perturbationum quibus 
planetarum motus ob actionem eorum mutuam afficiuntur. Elle est imprimée dans la 
tome Vin des Prix^ qui ne parut qu'en 1771 , et dont elle occupe i38 pages (*)• 

La théorie du mouvement de la Terre ^ dont les élémens peuvent être déterminés ^ par 
les observations du Soleil, plus exactement que ne le sont ceux des autres planètes ^ était un 
problème fort étendu et plus compliqué que tous ceux dont on s'était jusqu'alors occupé; 
puisque^ d'après la situation de la Terre, qui se trouve comme intermédiaire entre les 
autres planètes ^ il était nécessaire de déterminer les dérangemens que l'action simul- 
*> tanée de chacune d'elles produisait sur la nature et la position de son orbite ; mais 1^ 
petitesse de ces perturbations servit à Euler pour simplifier beaucoup sa solutiça ^ en Lui 
permettant de supposer que lacoexbtence des actions ne changeait Tinfluence d'aucune 
d'elles eu particulier, et en l'autorisant d'après cela à calculer séparément les effets de 
chaque planète sur la Terre. 

Son ouvrage est divbé en deux parties. Dans la première , comprenant neuf sections; 
T-auteur traite la question des perturbations des planètes dans toute sa généralité ; la 8e>* 
conde renferme l'application de la théorie précédente au mouvement de la Terre et à 

(*) Lee ^igraphet d'Euler, tirées des andent poètes, todc fi bien aa snjet, qu^oa poomût presque les 
aurilmer à des disciples de Newton; ,te11e est celle du Mémoire aotael relatif «à la terre : 

^ Sidéra jfuod tantis jcieant se viiibus œqjus 

V In motu Terra plurima signa docent. 
E^ cd|e de la pièce de 174^, pliu repiarqaable encore: 

» Ponderibus librata suis per inane profundum 

m Sidéra^ quo vis aima trahit rctrahit que seqwintu/r. 
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tes perturbations produites par Faction de toutes les autres planètes. Qaoiqn*>Ia première 

soit très remarquable^ comme présentant une théorie générale également applicable à 

tontes les planètes , et contenant un ensemble assez complet de toutes les idées heurenses 

d'Euler sur ce sujet, avec la démonstration de ses procédés, l'auteur les ayant déjà 

pour la plupart énoncés dans des ouvrages antérieurs dont nous avons parlé , il nous 

su^a dt* donner une idée de sa marcbe et de quelques3*uns de ses nouveaux résultats. * 

, La première section a pour titre : Recherche générale du mouvement d'un corps poussé ire partie. 

par des forces quelconques. Là, comme dans sa théorie de la Lune , de 1753, Tauteur ^"î^^acs prt»^ 

entre dans tout le détail de la formation des quatre équations fondamentales du pro- bn lions de» pla- 

blènie, en les mettant toutes, comme dans Y Additamentum placé à la suite de cette théorie, 

sous la forme d'équations du premier ordre à variables séparées, où certains termes qui p^^^^ donnée 

dépendent des forces restent encore soûs le signe /. Euler met le signe — devant Tex- aux équations 

pression de Y élément dt du temps , parce qu'il suppose , avec les astronomes, le mou-^ ^^^^ 

yement compté à partir dé la plus grande distance. 

. Le seconde section renferme la réduction des formules précédentes au cas où le mobile 

est principalement soumis à l'action d'une force dirigée vers un point &xe , et en raison 

inverse du carré des distances, à l'égard de laquelle les autres forces sont .très petites. 

£uler y applique à la théorie des planètes la méthode qu'il avait indiquée pour la Lune, d oonsi<lère 

àsLm Y Additamentum; il exprime, comme Clairaut, que la force centrale est composée ^'?**ï**.,*^„blë« 

Ae deux parties, l'une venant du Soleil , l'autre de l'action des corps environnans , et très comme une el- 

petite par rapport à la première. Il remarque ensuite que, malgré l'action mutuelle des viaablei.^™*"* 

plsinètes , on peut supposer que leur mouvement a toujours lieu dans une ellipse dont 

le Soleil occupe le foyer , pourvu que cette ellipse soit ^regardée comme variable tant 

«n grandeur et en espèce, que relativement à la position de la ligne des apsides. Cette 

^représentation des perturbations lui paraît très convenable, en ce qu'elle permet de 

véduire la solution à des formules du premier ordre, qui donnent, chacune séparément, 

la différentielle d'un élément en fonction de celle du moyen mouvement et des forces ; 

m^na qu'il y entre de -^dical ni d'autres différentielles ; il la croit commode pour les 

Gastronomes, qui, accoutumés déjà ^u mouvement elliptique, aiment mieux s'y borner 

que d'admettre dans leur calcul des courbes plus compliquées ; et il observe , p. 67 , que 

puisqu'on a employé .cette considération de la variation des élémens pour la Lune, à 

plus forte liaison peqt-on le faire pour les planètes, dont les inégalités sont plus petites^ 

et dont. on suppose déjà les orbites mobiles. 

La section 3 comprend la recherche des forces perturbatrices. Après avoir mis ses 
formules générales sous leur plus simple expression, et les avoir rendues ainsi tout-4-fait 
analogues à celles que nous avons rapportées au bas de lap* 5 1, l'auteur observe que si l'on 
y suppose nulle la force de la planète troublante , le paramètre de l'ellipse de la planète 
troublée devient bien constant , mais que son excentricité et la position de sa ligne des 
apsides restent variables ; il attribue cette espèce - de paradoxe à ce qu'ayant projeté 
l'orbite de la planète , cette projection est bien une ellipse , mais son foyer n'occupe pas 
constamment le même point. Il propose de l'éviter, en considérant lemonvement de lai 
planète dans son propre plan ; l'inconstance de l'orbite présenterait alors , il est vrai , 
d'autres inconvéniens, si la petitesse de son inclinaison ne permettait de séparer le calcul 
en deux parties ; l'une où l'on çox^idèfe le mouvement de la planète .dans son orbite 
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comme n élk était plané > 6t où l'on diercbe les variatioas de Taiioiaatie tnde fit dé 
Taphélie^ en supposant nulle la latitude ; Fautre où l'on détermme léparéaient, pour 
un temps quelconque , tant la position de la ligne des nœuds > que rinelinaisott de Torbitêr 
MoQTementde Euler suppose , en traitant d'ab(^ le premier cas > que la planète troublante se ment 

^n^orbhc.*^"* conformément anx lois de Kepler. Se» fbrmules ferment alors un système complet att 
moyen duquel on pent^ en faisant dm = 147" | , angle moyen décrit par le Soleil ett une 

râii«»?*'**°* ^^' ^^^^> calculer les variations horaires de tous lee élémens. On pourrait même, dil4l,. 
obtenir ainsi la variation diurne en procédant ée t àt'^^- ift-^-a, etc. kenree, et ea 
faisant successivement le calcul pour tous les momens; mais quelquee petites qii<s hiseenf 
les erreurs , elles s'accumuleraient toufoun et finiraient par être sensibles. Il &ut done 
nécessairement avoir recours à l'intégration. 

L'auteur se livre j dans la quatrième section , à des considérations pnéltminaires sur ce 
su|et II regarde comme un avantage de sa solution que l'excentricité de la planète troublée^ 
ne soit jamais assez petite pour que ses variations soient considérables par rapport â sa 
valeur mt)yenne ; mais il relnarqùe comme un grand défaut des méthodes connues , 
qu'on oe puisse intégrer que par des développemens en fonction des sinds et Coeinns det- 
anomalies , des longitudes , et de leurs multiples , tandis qu'il poaitait cependant ar^ 
river que les véritables expresàions continssent d'autres angles , tels que les disttocee- 
angulaires du corps troubliant au corp» trodsié ou au Soleil ^ que Yott ut sait pas trop 
comment introduire dans le calcid. Ce serait » dit-il, un gmnd service à rendre àrAs-« 
tronomie, que d'étendre sous ce rapport les bornes de Fanalyse^ Il passe de li an dé^ 
veloppement de l'inverse du cube de la distance des deiiz pbnètes > qni est nécessairr 
pour qu'on puisée intégrer , et qui iQttt)dttit le radical (i«->-^$oo8vy*, qu'il déeompose 
en une suite de termes procédant suivaat les cosinus des divers multiples (^ Tétongation 9 r 
eil poussant beaucoup phis loîn^ull ne l'avait encore fait le développement à& séries qui 
expriment les deux preiftierB coeffidens {*). 
Intégration . La section 5 cofitient le dévetoppem^t dès formules difl^ntifelle» efi séries qnî prô« 

n7tt^^^^^^^" cèdent suivant les sinus et tosinns de l'élongatiota ^r , et des «nomalîes vrâîfes v et u, en 
négligeant les carrés des deux excentricités k^t, leur produit ,. et même la première puis* 
aance de celle de la planète ttoublimte. L'ktiteur examine, dans la set^tion tS, le résultat de* 
ctes epéràtrons, et il mcè^ sâm avoir frecottrs, comme dans la pièce de ij'Sù , à xmw 
anomalie paiticulière, mais en s«ri>stîtnant dans chaque terme, pour âw, nn'e videur 
approchée en fonction de la différentielle de l'angle qui y entre (*♦) -, il ne trouve alors 

■ " ■■ • ■ I ■ la n ■■* I. .1 ■■■■■ ■ ■ ■■^— iniM a ^ 

(♦) Ainsi faîsOTi — iji— «si, (i^jcoia) " « P *f-Q»co»i -^Rf^ cMft«H>-«tt*» flpnidpoar 

P{i*-«») ei ^Q{i— »•), àéê *<ries,^i Tottt <iiM^% »•• potir fteieetr*^ peut TatiCK; il dômie ttis»»^ 
poor kf ùbtesàr les «Ititt foMiittlb» 

m Mrpposaat dan la prctoiM •^àss kf^è» Pinti^MttoD. 

moavemens des planètes iroubl^ et troabkrate à Hxltû do SokeiL 

11 suppose, en conséquence, pour intégrer le tenue fdmnhm dm A r^-^ -f ?LJ!! cm» j il ftiit ie 

* —lit I — w» 

mèmt ^nrfdmun^^^\ </tis= ■ "'^ ■■ ^ -f «^--^ tos P ,-«1 ûégjWjjiïtollfe ieCôùdtermfe ^ni en produirait nâ 

eu A* j cl ainsi de siatie. 
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ponr le pinamitre, le demi-grand axe et l'excenti'icîté de Torbite , que des variatiooa 
périodiques, qui, après un certain intervalle de temps > reviennent au même état» et 
produisent alternativement des accroissemens et des décroissemens égaux. Mais ces ré- 
sultat», si oontrairee à cem^ de «a précédente pièce , n'étant obtenus qu'en négligeant 
Tinclinaison, l'une des excentricités, et en n'ayant égard qu'à la première puissance de 
Tautre^ ils devaient naturellement être incomplets^ et les travaux postérieurs ont montré en 
effet qu'ils n'étaient rigoureusement vrais que pour le grand axe. 

La section 7 a pour objet la recherche de l'anomalie vrAie en tant qu'elle est troublée Détermination 
par Faction mutuelle des planètes ; la section 8 contient l'exposition du calcul complet blii! *" 
du lieu vrai dans l'orbite ; enfin la neuvième renferme le développement des inégalités de la 
ligne des nœuds et de l'inclinaison. Nous renvoyons à l'ouvrage lui-même pour les détails* 

Euler £ût voir, dans la seconde partie, que le mouvement des nœuds de chaque ^^ .^ 
planète est un effet mixte qui provient à la fois de la mobilité de leur orbfte, et de Appucation 
celle de Técliptique; et qu'ainsi il vaut mieux le rapporter à un plan fixe. Il ne consi- J" 1^"^^^*^^ 
^re pas l'action de la liOne sur la Terre , dont le programme de l'Académie n'exigeait 
pas le calcul, et il sa contente d'appliquer successivement la thème précédente à la 
recherche des inégalités du mouvement de la Terre, qui proviennent de l'action de 
Saturne, de Jupiter, de Mars et de Vénus, en consacrant à chaque planète un para- 
graphe particulier. Il adopte , pour les deux premières , les valeurs des masses donnéee 
par Newton , et ne pou«se que jusqu'à la sixième ou à la dixième puissance de j le calcul 
4es deux premiers termes du radical. Quant aux deux dernières planètes , il va )usqn'4 
la seizième et à la dix-<huitiéme puissance, à cause de la petite différence entre leurs 
orbites et celle de la Terre. Ayant remarqué que les nombres 67,96 et 400 , indiqués paf 
Newton pour le rapport des densités de Saturne, Jupiter et la Terre, étaient propor^ 
tionnelsà la racine carrée de leurs moyens mouvemens, il suppose que le même rapport ^ 
lieu pour les autres planètes :ce qui lui donne, en prenant d'ailleurs leurs volumes tek que 
liemonnier les avait déterminés,les nombres 0,0 1 8-0,4^ et 0^4 V<>^^ ^^ rapports des massée 
de Mars, Vénus et Mercure à ^Ue de la Terre prise pour unité. La comparaison du calcul 
avec les phénomènes lui sert aies vérifier, et lui permet ensuite de déterminer les inégalités 
avec plus de précision. C'est ce qu'il fait dans sa Conclusion ^ où il rassemble toutes lea 
inégalités du mouvement de la Terre , et montre qu elles produisent trois genres d'effets, 
l*". Un mouvement direct de la' 44* par an dans l'aphélie de la Terre ou l'apogée du 
Soleil; a^. des corrections dans le lieu de la Terre ou du Soleil, qui proviennent de 
l'action de Jupiter et de Vénus, et peuvent monter à 10'; 3^. de^ changemens dans la 
latitude des étoiles fixes , qui diffèrent suivant leur position sur la sphère céleste , et une 
diminution d'environ 48" par siècle dans l'obliquité de l'écliptique. 

Clairaut présenta aussi à l'Académie , le 9 juillet 1767 , un Mémoire sur torhite «qopa- M<?moîpe dé 
rente du Soleil autour de la Terre , en ayant égard aujt perturbations produites par les în^alité/ dt U 
actions de la Lune et des planètes principales. Il se trouve dana les 3fém. de Par. Terre, 
pour 1754^ ^ La nouvelle détermination que je donne maintenant de l'orbite de la Terre, 
1» est , dit-il, beaucoup plus exacte que celle de 1747 ; soit parce que j'ai eu égard à l'ex- 
f> centricité de l'orbite de la Terre, qui introduit dans le calcul du lieu deux équations 
n provenant de l'action de la Lune , comparables à celle qui était déjà connue ; soit 
n parce que j'ai considéré les dérangemens produits par les planètes principale^. J« 
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» n'ai pas en égard , sur ce point, à plus de circonstances que M.'ÈnTer'ne l'a fait, dabi 
n la belle pièce qui vient de remporter le prix de l'Académie sur la ihême matière; 
» mais comme ma solution du problème des trois corps m'a paili d'un usage plus facile', 
n dans cette occasion , que la sienne , je n'ai pu me refuser à l'enyie d'en &irë l'appli- 
D cation, et fai cru qu'on me saurait gré d'avoir examiné de mon côté ^ne matière 
f> aussi importante pour l'Astronomie. Les recherches très délicates que M. l'abbé dû 
n La Caille a faîtes sur le Soleil, tant à Paris qu'au cap de Bonne-Espérance, me met- 
D taient à portée de savoir promptement si l'observation s'^accordiait avec la théorie à cet 

)) égard. C'est une satisfaction que j'ai eue J'ai tiré de cette comparaison une déter- 

9> mination de la masse de la Lune , qui la donne 67 fois plus petite que celle de la 
p Terre ; quantité sensiblement moindre que celle que Newton a trouvée , en partant de 
D ses Recherches sur le flux et reflux de la mer. Ce résultat s'accorde avec ceux auxquels 
r sont parvenus MM. BeroouIK , Euler et d'Alembert, d'aprèa les phénomènes des marées 
yi et de la nufation de Taxe terrestre. 

n Quant à la masse de Vénus , la méthode la plus directe et la plus sûre pour Ta 
7) déterminer aurait demandé qu'on eût un grand nombre d'observations du Soleil dana 
9) les temps où Faction de la Lune est nulle. Au défaut de ce moyen , j'ai eu recours 
fi à un autre moin» parfait en lui-même , mais qui paraît d'une exactitude suffisante : iî 
91 est fondé sur ce que faction de Vénus variant peu pendant la dbtance d'une qna-* 
9) drature de la Lune à la suivante , on peut fixer assez bien la masse de la Lune , sans 
9) être obligé de connaître que très médiocrement la masse de Ténus. Ainsi, par un ta— 

V tonntment 1res facile, on sépare les deux difficultés de la question; la première étan^ 
'9> résolue, il ne faut plus pour venir à bout de la seconde, que parcourir la suite des 
91 équations que l'action de Vénus, supposée d'abord de masse égale à la Terre, donnerait 
9î pour tous les lieux du Solerl observés, et chercher ensuite dans quel rapport constant \t 
'v convient de diminuer ou d'augmenter toutes ces équations pour Tes faire cadrer le 

V mieux qu'il est possible avee les observations. M. Tabbé de La Caille , qui a fait cette 
9T comparabon, a trouvé qu'en réduisant aux trois quarts les équations de Vénus, ce 
9» qui indique que la masse de cette planète est environ le* J de celle de la Terre, 

V l'accord de la théorie et des observations était le plus complet, d Cette valeur était 
un peu trop petite ; mais celle que Clairaut adopta , d'après Newton , pour la masse du 
Soleil, en la supposant égale à j 69282 fois la masse de la Terre, était encore bien moins 
exacte, puisque les passages de Vénus ont prouvé que celte masse était au moins double. 

rorranlcf g^- L'article premier du: Mémoire de Clairaut a pour titre : Prihcipes fondamentaux pour 
»twU». ta détermination des perturbations que les planètes se causent. La méthode qu'il y expose 

est tout-à-fait analogue à celle dont nous nous sommes occupé , part. I, chap. a. L'auteur 
prend, comme pour la Lune, Féquation d'une ellipse mobile dont les constantes sont: 
indéterminées, pour équation approchée de l'oAite; ri la substitue dans l'fxpressîoa 
de la fonction perturbatrice fi , qui se réduit à une série de termes de la forme A cos qv , 

dont chacun en amène un autre de la forme ^ cos çw dan» l'expression de -• La: 

«omipe de ces derniers donne la valeur de ( , qu'il substitue dans la correction du temps , en 
pe çonsidérapt que les deux premiers termes qui sont sous le signe /•, et le résultat , pris avec 
un signe contraire^ indique, lorsqu'on j met la longitude moyenjie a: à la place de la 
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lfi\e -V , là correction qu'il faut faire au mouyement moyen pour avoir lef mouv^ 
ment vrai. 

• L'article second a pour objet la corrcctiou du lieu du Soleil , qui est due i Vattraction de lJ^^JÎ ^"'i^*^ j^' 
la Lune. L'auteui* suppose Torbite de celle-ci circulaire, et dans le même plan que celle piier. 

db la Terré y et il obtient , en désignant par t le lieu moyen de la Lune moins le lieu 
moyen du Soleil , et par z Tanomalie moyennne du Soleil , la formule* . ^ .......... • 

• -I- 1 a* sint + a%9 sin (< + ») — a'',7 sin ( < ->- a ) ; mais M. Laplace a trouvé , au rap- 
port de Lalande {Mém. de Par., 1786^ p. 4^4)» que les deux dernières équations 
ne doivent point avoir lieu^ et qu'elles sont le résultat d'uue omission faite par Clairaut 
dans sa théorie. Il en est de même pour les deux équations analogues que trouve celui-ci 
dans la correction du lieu du Soleil due à l'action de Jupiter , dont il fait le calcul dans 
l'article 3, en supposant l'orbite de cette planète circulaire. 

L'article 4 a pour titre : De la manière de convertir une fonction quelconque T det nctennînailon 
en une série telle que A + B co* t -f- C coj at -J- etc. Parmi les différens moyens pro- M?cr»to«ffiaeM 
p>sés par Euler pour déterminer avec précision les termes dont on a besoin, Clairaut <lc la Mfrie oui 
choisit celui qui dépend de la division des arcs de cercle , parce qu'il lui parait qu'avec ^rlnatîonneC 
de légen changemens, cette méthode, sans être fort pénible dans l'exécution, peut donner ^^^^ ^^•àn- 
très exactement les nombres dont il s'agit, u Ces changemens rendent, dit -^ il, la 
D construction de M. Euler semblable à celle que M. d'Alembert a donnée pour le 
91 même objet {Rech., t. II, p. 66); mais ce dernier auteur n'a pas pensé à ce qui 
p rend la méthode praticable; et d'ailleurs le chemin, que j'ai suivi dans la même re* 
p cherche I m'a paru devoir être celui que l'inventeur, M. Evier, a caché, i* Clairaut 
imagine , en suivant l'esprit de U méthode par laquelle on substitue une ligne parabo^ 
Jîque à une courbe donnée , que les arcs t soient placés sur un axe , et servent d'ab»- 
ciases aux ordonnées T ; il suppose ensuite que H , I , K, L , etc. , soient ce que devient 

la fonction T, lorsqu'on y fiiit t successivement égal à -, — ,— ', ete, c étant la eir-- 

conférence ; il montre alors que , d'après la théorie de la multisection des angles , i] 
suffit d'ajouter ensemble toutes ces quantités , et de diviser leur somme par'n, pour avoir 
la valeur de A dégagée des autres inconnues ; et qu'on trouve , d'une manière analogue, 
celle des autres coeISciens B , C , D , etc. , par une formule générale , qu'on peut appli- 
quer à des fonctions de t beaucoup plus compliquées , dans les cas même où la loi de Ta 
fonction ne serait pas donnée algébriquement, et où la courbe qui l'exprime ne serait 
donnée que par plusieurs points (^) .D'Alembert a remarqué, dans le second volume de aes 

• (♦) Sou H;=:A4-Bcot~ + Gcos^-|-Dcos^-fetc, IssA-f-Bcot~-f-Gco«^-f. etc., 

H .n n n n 

KA . •w% 3c . -, 6c . «N. i*c , . , . 

= AH-Bcoi— H-Ccoi— -4-Dcos — -f> etc. , et ainu de suite : on aura , en remav- 
n n n • 

quant que chacun dei coeinut qui multiplient B est one det ncinet de Tequation jr^ — 1 = 0, qni, 

etnnt sans second terme, doit a-foir la somme de ses racines égale à zëro, et en observant qu'il en est 

de même pour les antres lettres (Mém, de Par, ^ K^it P- 54^» «t Cale. inU de M. Lacroix, % 4^a): 

A==l (H + l^-K^-L + etc.), et en général, S—— ^Hcos^ + Icosî^^. Kcos 5^-f-ftcA , 
n un \ n n n / 

S étant le ooeflîcient correspondant an multiple p d'nn terme cherché. 

5i Ton suppose n infini, il est clair que la somme d^s quantités H, I, etc., c'est-2i-dire des Taleufs 

successÎTes de T, sera /Tdt, c( qu*aiasi la taleilr rigoureuse de A sera / , ea faisant t=sc api«» 

rintcgr4Ùo&. 
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Opuscules f que ce procédé n'était an fond qu'un aavant détour pour paryenir préd^ 
ment au même résultat qu'il avait obtenu plus simplement. En effet ^ lorsqu'il est qnea^ 
tion de passer de la théorie à l'exécution , Clairaut s'en tient à la forme intégrale des 
coefBciens checcbés et aux quadratures qu'elle indique, a Les courbes , dit-il , qu'on 
9) a besoin de carrer étant tracées seulement à peu près par plusieurs points , on voit 
n au premier coup^'œil les parties qui sont d'une courbure assez considérable pour 
)i demander qu'on rende les ordonnées voisines les unes des autres , et celles qui per- 
» mettent qu'on ne les prenne que de loin en loin. Dans le premier cas , je traite un aie 
^ ^i passe par quatre ou cinq points voisins , comme celui d'une ligne parabolique , 
y* et je prends autant de ces arcs qu'il est nécessaire pour mesurer exactement la partis 
» la plus courbée ; dans les autres , il suffit de prendre la courbe pour un assemblage dt 
n lignes droites. Au reste, à l'exemple de M. Euler^ je n'emploie cette méthode d'ap* 
V proximation que pour les lettres A et B, et je parviens, par un procédé qui m'est 
yi propre y à la relation que tous les coeffiisiens cherchés ont les uns avec les autres, d 
AcdoQ de Clairaut applique ensuite , dans l'article 5 > ces procédés à la recherche des équations 
du lieu du Soleil qui dépendent de l'action de Vénus , en supposant les deux orbites 
circulaires et dans le même plan , et en s 'arrêtant au cosinus du quatrième multiple de f. 
Il parvient ainsi à la formule lo^ sint — - ii'^,5 sina^— 1^,4 sin3/ •— 0^,4 ^hi 4^. Lexell 
ayant depuis approfondi cette matière {Mém. Pétersb. , 1779 y P^^*^ ^ » P^g* %o ) , est 
arrivé à peu près au même résultat , et Fuss a trouvé aussi 9 par un travail suivi et une 
méthode différente, que la théorie de Clairaut était exacte. (Voyez Mém. de Berlin, 
i7«4,p.fl37.) 

L'article 6 , intitulé : Diverses applications de la théorie précédente , est consacré i 
la détermination des masses , et à la recherche des temps où toutes les actions des pla^ 
nètes sur la Terre se réunissent pour altérer le plus qu'il est possible le lieu du Solsil. 
L'auteur ËEÛt voir que le maximum à& cette action monte à environ i', et que c'est 
â cela que peuvent tenir les différences faussement attribuées à des variations de l'équa-* 
tion du centre. 

Le Mémoire précédent est clair, concis et méthodique ^ et ses résultats ont servi à 
La Caille pour les nouvelles Tables du Soleil, qu'il publia en 1768 ; Clairaut annonce, 
en le terminant , qu'il se propose d'en donner un autre sur le mouvement du Soleil en 
latitude, qui résulte de l'action des mêmes planètes qu'il a considérées dans cebii-ci; 
mais il n'a pas exécuté ce projet. 
Applications Lalande calcula le premier, en 1758, les inégalités de Mars produites par l'actioii 
cîârrôa 1° fa^i?»* ^® ^"P**^ ^ *7^ ^^ ^ ^^^ causées par l'attraction delaiTerre, et en 1761, 
parLalftude. celles de la Terre dues à l'action de M^«. Ses Mémoires, compris dans ceux de l'Aca- 
démie des Sciences , contiennent tous les détails de l'application à ces divers cas de la 
méthode de Clairaut qu'ii a constamment suivie, ainsi que l'a fait Bailly, dès 176a, pour 
la théorie des satellites de Jupiter. 

Le calcul des dérangemens de Mars, dus à l'action de Jupiter, n'exigeait pas que 
l'approximation fut poussée très loin dans le développement des facteurs irrationnels , 
à cause de la grande différence des distances de ces planètes au Soleil ; mais il n'en 
était pas de même de celui des inégalités de Vénus , que Lalande avait entrepris à Toc- 
casioiu du passage dfi 1761. Cet astronome détermine dans ce cas les valeurs de la 
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quantité 0ii—co5z)^* de éTAlembeit) lorsqu'on prend successivement pour « tous les^de^ 
grés compris entre o et 180^^ en observant que dans le second quart de cercle —-cos s 
devient une quantité positive ; il regarde ces cent quatre-^gt-une valeurs comme les 
ordonnées consécutives d*une courbe parabolique^ et il obtient Texpression de A y en 
prenant Taire de cette courbe par approximation : ce qui se Téduît à ajouter le tiers des 
ordonnées extrêmes aux deux tiers de celles de numéro impair et aux quatre tiers de celles 
d« numéro pair, et en divisant cette aomme par 180^ (^. La valeur de B exige on calcul 
semblable , avec cette différence^ que tous les termes doivent être multipliés par cosi&, et 
que la somme doit être divisée par 90? seulement. Lalande trouve ainsi pour Véous des 
inégalités qui vont jusqu'à une demi-minute en plus et en moins ; mais comme les prin« 
cipales dépendent de Tangle de commutation s , il en conclut qu'elles ne sont pas seii« 
sibles lors des passages de cette planète sur le Soleil. 

Dans le cas de Mars troublé par la Terre , les excentricités des deux orbites devant 
entrer dans le calcul des distances ^ et les équations du centre dans le calcul des angles , 
Lalande a égard alors au second radical , dont il exprime les coefficiens au moyen de A 
et B. n calcule ceux-ci de la même manière que pour Vénus , mab en ne prenant leurs 
élémens que pour tous les degrés pairs depuis o à 180**^ et en divisant par conséquent 
la somme définitive relative à A » par 90 ^ et celle qui donne B , par 45. Cette méthode de 
déterminer par petites parties la surface d'une courbe donnée par points , n'est gnères 
applicable que quand les ordonnées consécutives sont peu différentes; car« lorsque les 
cbangemens sont brusques et considérables, elle n'est pas d'une exactitude sid&sante ; 
aussi d'Alembert préférait-il celle des rectifications comme étant plus rigoureuse. La-> 
lande obtînt ainsi , en ajant égard à quelques-uns des termes de l'ordre du carré de 
Texcentricité, une formule dont il fit part à Mayer. €elui-<i lui envoya le résultat d'un 
semblable travail qu'il avait îdix par les métliodes d'Eftler, et qui s'accordait assez avec * 
celui de Lalande. 

Maqftt s'occupa aussi des théories'de Jupiter et de Saturne » et soumit, sans beaucoup Nourean de» 
de succès, les formules d'Euler aux observations, afin de rendre les premières plus exactes, nn^f >ncnt ob- 
Lalande remarqua, en 1764» que les observations indiquaient un dérangement singulier mouTemcm d« 
dans le mouvement de Saturne, qui rendait jsa révolution moyenne très différente, ^*'"™*' 
■ 
(^) En dfet, iMHif avons intayi, page 14», 



i-cosar*» 



7 180» ' j 90* 



Soit (^ — cota) ^^jr, et dévgnoas pot «, 5 et clca vakan de j* coirapondantea aux Tsleiiia o, 1 
et a priées pour s. ' 

L'éqnaûon dee oooAea pan&oB^acs de IVewsoa, y^m-^tu^pm^^^t^ -feiC., 4emQt,«n Sifri- 
aaant qœ ks ordoonëei a^ b, c corretpoiiéHBt ans ahaoïMea o, 1,2, 

jr=^A-a>+(î-M-Q.{*-i), d'oàPon tire fyd^^zoH^t^ z^^Çt^^l^Z^Ç^ « ^J , 

et en ptwiairt rJw^U «tre lea faites asr«, ««11, /yif, « i a -^ I ^ 



k «riace compriae entie lee oidMm^«,4l, a lera |«H-j<f + 4ei etaioai dciiiîtejet la anifacecov* 
(ci«c«ntn« et e aéra ëgale ^ î«'^|^H-Jc-^|<l<^|0. 
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i5a SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

suivant les circonstances où Ton observe ^ et faisait que la durée des deux révolutions ^ 
tîomprises entre 1701 et 1760, était plus courte de six jours et demi qu'elle n'ayait été 
dans un pareil intervalle entre 1G86 et 1746 ; différence qui ne lui paraissait pouvoir être 
produite ni par l'action de Jupiter , ni par aucune des causes connues , puisque les deu3Ç 
planètes se trouvaient, à quelques degrés près, àlamêmp conÇgur^tion et au inême point 
du ciel dans les deux cas. 



CHAPITRE in. 

Premières Recherches de Lagrange et de Hf. I^plflce ^ur la théorie des 

Planète^. 

lious venons de voir Euler , d*AIembert et Clairaut, dont nous avons admiré les tra- 
vaux dans la théorie de la Lune, poser les bases de celle des planètes, surmonter 
déjà de grandes difficultés, en indiquer d'autres sans les résoudre, et donner aux tables, par 
leurs formules, une plus grande exactitude ; mais il restait encore des points» très iraportans 
i éclaircir , et un grand nombre de découvertes brillantes à faire, dont l'exposition va nous 
occuper. Nous verrons que la plupart de celles-ci sont dues aux deux mêmes géomètres 
qui ont aussi perfectionné la théorie de la Lune , et qu'ainsi ^ depuis Newton jusqu'à la 
En du siècle dernier , cinq hommes ont presque tout fait dans l'une des parties les plus dif- 
ficiles et les plus avancées de l'Astronomie. 
Mémoire de Le troisième volume des Miscellanea Taurinensia , publié en 1766, et qui contient 
^*^Sa^*'l*^°'3 ^^ Mémoires des années 1762—1765 , en renferme un de Lagrange, intitulé : Solution 
des Mélanges de différens problèmes de calcul intégral, qui occupe deux cents pages; ce Mémoire^ 
^^^' qui parut presqu'en même temips que les Recherches du même auteur sur les inégalités 
des satellites de Jupiter, couronnées en 1766, peut, sons le point de vue dont nous 
nous occupons , être divisé en deux parties. La première , qui contient des méthodef 
générales d'intégration , est remarquable^ tant par le nombre et la nouveauté de celles-ci» 
que par Tordre dans lequel elles sont exposées ^ en allant du simple au composé , et par 
Tusage que hauteur 7 fait des indéterminées pour intégrer et faire disparaître les arcs 
de cercle ; la seconde , qui renferme une théorie de Jupiter et de Saturne , est bien 
digne aussi de fixer l'attention, soit par divers procédés ingénieux qui 7 sont exposés ^ 
et qui se trouvent aussi dans la pièce sur les satellites de Jupiter , soit par la méthode que 
l'auteur 7 donne pour parvenir aux équations séculaires de tous les élémens^ et par le^ 
résultats nouveaux auxquels elle le conduit. ^ 

,r« partie. Lagrange s'occupe d'abord de l'intégration de l'équation différentieUd • 

Méthodef *di- dv . ^, rfV ,. ^V . », 

Tertefd'int^. Lv + M ^^ + N -^ + P -:fe+ etc. = T, 

tion. -^ itt at at* 

dans laquelle L, M , N , T, etc. , sont des fonctions de t. Il la multiplie par zdt, % étant 

une variable indéterminée ; puis il intègre pas: parties , de manière à faire disparaître 

les différentielles de la variable jr de dessous le signe/, et profite de l'indétermination 

de % pour égaler à zéro tout ce qui demeure sous ce signe , de manière que l'équation 

restante soit d'un ordre moins élevé d|une unité que la proposée. Ainsi , si Ton peut 
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trouver une valeur dé z qui satisfasse à Téquation de condition^ on aura tout de suite 
l'intégrale cherchée ; si Ton a deux valeurs différentes de z qui satisfassent également 
a cette équation , on aura , par la substitution de ces valeurs > deux intégrales , à l'aide 
desquelles on éliminera la plus haute différentielle de y , et l'équation qui en résulte 
sera l'intégrale seconde de la proposée y et ainsi de suite. L'auteur fait voir qu'on aura 
autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans l'exposant m de l'ordre de l'équa- 
tion différentielle y et que celle«-ci sera intégrable algébriquement ^ toutes les fois qu'on 
aura m ou m — i valeurs de y en t dans le cas de T/=: o. Il s'occupe de l'intégration 
d'un grand nombre d'équations analogues , et en tire la solution de quelques problèmes 
concernant le mouvement des fluides et la théorie des cordes vibrantes. 

Lagrange indique ensuite^ page aSa, une nouvelle manière d'intégrer par approxî- Moyens d« 

mation l'équation ^+K*j.+ L + iMy4. £'Ny + etc. = o, où K, L, etc. , sont ^^J^^^""^^ 

-. .IV tégralc» approo 

'des constantes quelconques , et dans laquelle i marque un coelEcient très petit. Il observe chées. 

d'abord que si l'on commençait par intégrer l'équation , en négligeant les termes en i, 
et qu'on substituât cette première valeur dans le terme îMy*, cela ferait naître la quan« 
tité iA cosK^^ qui amènerait , par une nouvelle intégration ^ le terme iBt smKt dans la 
valeur de y , et que , si l'on continuait le calcul de la même manière , on trouverait 
encore des termes multipliés par t\ f, etc. Il démontre cependant que la valeur de y 
ne peut jamab passer du fini à l'infini , et que, puisque t peut devenir Infini^ il s'ensuit 
que la valeur de^ en t ne doit point contenir de termes qui croissent avec U H indique 
alors un procédé pour les faire disparaître; il consiste à faire yz:^y'-+'?^'+-ifi+i*9'-{- etc. » 
^,f*,f étant des constantes indéterminées et y' une nouvelle variable ; à substituer cette 
valeur dans l'équation différentielle , en désignant par R^ le coefficient qu'a alors y; à 
intégrer une première fois en faisant i = o ; à remettre ensuite l'expression de y ob-* 
tenue ainsi dans le terme îMy^^ , et à profiter de l'arbitraire A pour égaler à zéro le 
coefficient de cosRi, qui aurait fait naître un arc de cercle par une nouvelle intégjration. 
Si l'on veut pousser le calcul jusqu'à l'ordre suivant , on fera disparaître le terme 
i^cos Kt de la même manière ^ en déterminant l'arbitraire ^ à être telle que le coef- 
ficient de ce terme soit. égal à zéro, et ainsi de suite. On peut remarquer l'analogie 
qu'il 7 a entre ce procédé et celui qu'employait Claîraut pour faire disparaître son terme 
en cosu. 

Lagrange expose ensuite une autre méthodepour le même objet, qui est plus compli- 
quée, mais qui a sur la précédente l'avantage de donner directement, et sans aucune 
supposition précaire , la vraie forme de l'intégrale. Supposant qu'on ne veuille avoir 
égard qu'aux quantités de l'ordre de i et de i% il fait^ ^ u, ^ zs v, et forme deux 
nouvelles équations en d^u et d^if analogues à celle en d^y ; mais comme u et v sont re^ 
. pectivement multipliés dans celle-ci par i et i*, il rejette dans la première les termes de 
Tordre i^ et dans la seconde ceux de l'ordre i ; il ajoute ensuite ces trois équations^ 
après avoir multiplié celle en y par xe^^dt, celle en u par fte^^dt, celle en v par 9€f^dt\ 
il intègre en faisant dispar^tre de dessous le signe /les différentielles dey, u, i/, et 
eu égalant séparément à zéro les coefficiens de chacune de ces variables qui sont sous 
ce signe; il obtient alors, d'un côté trois équations pour déterminer les constantes A,>*, ir,ç, 
•et de l'autre une équation du premier ordre | où les troi^ variables sont séparées, et où 

DO 
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i\ entre nne nontelle constante^ qu'il détermiâe d'après les valeurs de^ et de sa demie 
quand on a ^ :=r o. La quantité ^ est de Tordre de i, et » de Totdre de i*\ ^ étant déterminée 
par une équation du second degré, a deux valeurs qui sont de la forme + R V^ — i 
. et — R \/ — 1. Lagrange les substitue alternativement dans Téquation réduite au premier 
ordre > en j remettant pour v et u leurs valeurs , et en changeant les exponentieUes 
imaginaires en sinus et cosinus; il retranche ensuite les deux résultats l'un de l'antre^ et, 
divisant paraR v — i , il obtient l'intégrale cherchée; celle^i contient encore les trob 
premières puissances de l'inconnue jr, mais il en tire, en la résolvant par approximatioa, 
la valeur de jf^ qui se trouve bien être la même que celle qu'il a obtenue par k pre- 
mière méthode. Il s'occupe ensuite , page aj4 , du mouvement d'un corps qui décrit une 
orbite â peu près circulaire, en vertu d'une force centrale proportionnelle à une fonc« 
lion quelconque de la distance. 

Il considère, artide 5fl , le système de deux équations du second oxdre, dont les se- 
conds membres sont nuls , où les variables sont^, x, et se trouvent à la fois dans chaque 
équation , ainsi que leurs puissances et produits de la seconde et de latroisième dimension , 
ceux<i respectivement multipliés par i et par £*; il emploie pour les intégrer le même 
procédé dont il vient de faire usage pour une seule équation de cette espèce , en d^ 
.aignaat chaque puissance , ou produit de^ et £ , par une lettre particulière, et en for- 
tuant autant de nouvelles équations qu'il 7 a de ces lettres. 11 remarque que , pour que 
les valeurs de ^ et de s ne contiennent que des sinus et des cosinus, il £lut que lea 
racines de l'équation du quatrième ordre qui donne ^ , soient toutes deux réelles, négiH 
tives et inégales. 
Int^rration Lagrange indique, page 294, une méthode particulière pour intégrer une équation 
des éqaaiionf linéaire du second ordre où^ et son premier coefficient différentiel , par rapporta t, 
pénodiqu^'^et'0e trouvent respectivement multipliés par i cos H/ et i sin H^, et où le second membre 
kt janables te 0^ Une fonction quelconque de I. Il y parvient en désignant les quantités jr cos Ht, 
Icefc y sin Ht 9 jr cos &Hl , y sin Mt , par les lettres u , U , 1/, Y, et en formant de nouvelles 

équations en d*u , d^V , d*v, c^Y, analogues à la proposée , maûi où Ton peut négliger 
les termes affecta de i^ dans les deux premières , et de i dans les deux dernières, lôrs~ 
qu'on veut pousser jusqu^à l'ordre i* l'approximation définitive. Il traite ensuite ces équa- 
tions comme celles du cas précédent -, et la formule , réduite au premier ordre , lui donne, 
«a y remettant pour u, U, v, Y leurs valeurs , et en comparant les quantités imaginaires 
âvtoles imaginaires, les réelles avec les réelles, deux équations i l'aide desquelles on 
peut éUminef le coefficient différentiel de^. 

L'auteur examine enfin , article 68 , le cas où l'on a à la fois deux équations de cette 
espèce entre les variables^ «t*y , et où celles-ci se trouvent mêlées ensemble, de ma- 
ftière «pie la dérivée de y entre dans l'équation en d^yyet vice ver^, K^ désignant 
toujours le coefficient dey, dans celle^i, et K'* celui de y dans l'autre équation. Il 
emploie pour les intégrer un procédé semblable , et forme seulement un nombre double 
d'équations subsidiaires, ce qui lui donne dix inconnues et dix équations du second 
ordre , d'où il tire ime équation du premier ordre et dix équations de condition ; celles-ci 
donuent , à l'aide des deux valeurs de^^, deux équations finales, qui servent à trouver 
y et y, et que Tautenr ne rapporte pas, peut-être à cause de leur complication. U dit-' 
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cate alors, arec une attention particulière , le cas où le multiple H serait presqii*égal 
àK-*K^ladifférenceo*étantquederordrei.Désignaiitpar/K-f*imlayaleiirde( V^ — ly 
il détermine les expressioDs de^ ety en négligeant d'abord les quantités de l'ordre i aux* 
qnellefl il a égard ensuite; m est donnée par une équation du second degré , dont les racines 
peurentétre égales on imaginaires. Il pronre qne dans le premier cas la valeur de y con- 
tiendrait l'are t en dehors des signes périodîiqnes , et que dans le second elle renfer- 
meraitdes exponentielles toutes réelles , et qnî croîtraient à Tinfiiii à mesure que t croît. 
C'est alors que Laeranse fait l'application des méthodes précédentes à la théorie de ^^* Partie. 

-.^ . * V. « , , . / . j j 1. j Théorie de Ju- 

Jupiter et de Satmrne. H reprend les trou équations du mouvement de I une et de pitcr et Satoc- 

Taotre planète en coordonnées polaires prises par rapport au temps , qu'il avait déjà ^^* 

données dans un Mémoire imprimé dans le volume précédent. Les variables y sont sépa^ 

rées de mamère à ce que les distances accourcies r et r' des deux plasèCcs^ rapportées ' 

au plan de Fécliptique fixe , soient données chacnae , ainsi que les tangentes g et g* de 

levrs latitudes , par une équation du second ordre , tandîa qne les longitiides f et f' sont 

déterminées par des équations du premier ordre. Il ronarqne qne leur analogie permet 

de ne considérer qu'un seul système d'équations , celui relatif à Jupiter par exemple^ 

les mâmes foranlcs pouvant ensnite, en ajoutant on supprimant un trait à chaque ' 

lettre , servir à calculer les dérangemens de S^nme. Il élimbe alon l'élément dt 

da temps^ ainsi que Clairant et d*^AIemfaerty et obtient un antre système où lif est 

la variable indépendante, et qui est assez analogue à orim dont M. Laplace s'est servi 

dans sa Théorie de la iMne (^). L'auteur suppose d'abord que les forces perturbatrices Variation dei 

soient nulles, et intègre dans cette hypothèse àyec quatre constantes arbitraires t, «, v, et«, ^i^cns. 

^î représentent la tangente de l'incUnaisoni le lien dn neeud ascendant, l'excentricité 

et le mouvement de l'aphélie. Il imagine ensuite que l'effet de ces forées consiste à £aire 

varier les constantes , en sorte qne l'orbite soit représentée par une ellqise qui change 

Mntionellement d'espèce et de positron ; il différeneie la valeur de if , en faisant tout 

varier, et profile de riadéterminée i pour exprimer, par mie équatinn qaî donne ki 



( '*) Soient S, l tïV ieB mânes dn Soleil, de Japtter «t de Sfttnme; P, Q, Ries composantes ree- 
angulaires des forces pcrtorbatiices qui agissent sm 
^oatioQS suiTantes Çt^ojrez paît. 1 , Notes 3 et 7} : 



fangnlaires des forces pcrtorbatiices qui agissent sur Jupiter : La£;range faisant - rrs s, obtient les trois 



.1 



r^ff^ du ^ (S-f-I)ri + t«) ••MJ à*q ^ ^ V 

fefi»eMrt..pon»»bf^or, Rr-H^Q^=xU, r« (p^ttçH^Q^) « V. 
L'intégration loi donne, qaand P, Q, R sont nub, 

<7 = ssîn(f — «), *= CTîTTÔ V^'"*"î*+"*^f^~"*)» d'oîil'on Ure f« = ^i-f.^. 
Quand P, Q , R ne sont pas nuls , si Ton spppose que 1« clémens deyienoent rariables et qne les dife- 
fentielks premières de ^ et de « restent cependant les montes que dans le premier cas , on obtiendra , en 
regardant • comme constant dans Texpression de 5, 

dt d€ uta V dn . ^ f . . 
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Taleur de dt , que la variation instantanée de la latitude sera la même que sî le plaen is 
Torbite ne changeait pas de position. Il différencie une seconde fois la valeur de f , et 
la substitue dans Téquation du second ordre, en y remettant pour dt sa valeur ; ce qui loi 
donne une seconde équation du premier ordre pour déterminer dm. Il applique aussi le 
même procédé à Téquation relative au rayon vecteur, en exprimant que la variation îns-* 
tantanée de ce rayon soit la même que si Tellipse demeurait constante; et il décompose 
l'équation du second ordre en deux autres du premier ordre , qui déterminent les va«* 
riations de l'excentricité et de la longitude du périhélie. On voit que cette méthode 
est tout-àrfait analogue à celle qu*£uler avait employée pour la Lune, dès 1753, et 
appliquée aux pïanètes en 1766 ; Texpression de la variation de Tinclinaison est la même, 
et ceUes des trois autres élémens ne sont différentes que parce que Lagrange n'a pas 
conservé , comme Euler , le temps ou le moyen mouvement pour variable indépen» 
dante , qu'il u*a pas donné la même forme que lui à l'expression de la dbtance 
accourcie dans le mouvement elliptique , et qu'Euler ne s'est pas attaché comme lui è ce 
que la différentielle de ce rayon eût précisément la même expression que dans le cas de 
l'ellipse constante. 
DeTcloppement Lagrange reprend ensuite les trois équations différentielles où le temps est la variable 
généri^^ ^ indépendante , afin de les intégrer directement par approximation. Les observations lui 
apprenant que le mouvement de Jupiter autour dû Soleil est à peu près cîrcnlaire et uni-* 
forme, et que le plan de son orbite ne fait .qu'un très petit angle avec celui de l'édip- 
tique, il nomme a la distance moyenne de Jupiter au Soleil, h sa vitesse angulaire 
moyenne, et fait, comme Euler, dans sa pièce de xjJifii r=a ( 1 -h (y)> f = A^+ir» 
q = iz, i étant très petit ; il prend des valeurs analogues pour les variables relatives à 
Saturne , ce qui lui donne , en substituant ces valeurs dans les équations en 9 et r , des 
formules du second ordre en j^ et s , semblables à celles dont il s'est occupé article -Bs , 
mais qui contiennent encore des termes non développés , dépendans des forces , et dont 
quelques-un» ont en diviseur le cube de la distance v des deux planètes. L'auteur est 
conduit par là à s'occuper du développement des deux facteurs irrationnels qui entrent 
^ans la valeur de v" ; il adopte sur ce point le procédé d'Euler , et donne, pour obtenir 
les séries qui expriment les coeiEcîens du cosinus de chaque multiple de l'élongation^, 
une méthode simple et élégante fondée sur la décomposition du binôme en deux facteurs 
imaginaires, et sur le développement immédiat de chacun d'eux suivant les cos. et les sin. 
des multiples de l'angle é , qu'il remplace ensuite par sa valeur ( ft — A' ) f + î (r — af ) (^. 

(*)On a en effet* 1 —««cos «-!-«•=[ i — « (cosa + sind V/ — i)] [i — «(cof» — Miifl V'-I^)]} 
«f comme (co» Ôi: «in ô 1/ — 1)"= cosmôrtsin mô V^ — i, si Ton ^ve successivem ent ch acun des 6c- 
tears à la puissance — * , leurs valeurs seront de la fonue M H-N V/— i , M — N 1/ — i, en supposant 

M=i + »«cosa-f-î-^-^-^ti.(itcos2e4-etc. , N=J«sîne-f- ^-^-^ l«*sin ad-f-etc., 

et Ton aura (i— a* cos ô -h «• )"' = M' + N' = ■'^ + ® <^®* * "+" ^ <^<** ^^ "♦" ***^- ' 

d'où l'on lire , en carrant les valeurs de M et de N, en ajonum les termes qui ont le même coefficient, et 

en comparant les deux derniers membres terme à terme , 

L'autenrposeensnîtçfai- , «sa -, et donne dans une table le» logaritbnies des quarante première» pui»^ 

^ ta 

aances de «< 
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CHÀt^rtRE TROISIÈME. 1S7 

Lagrange obtient ainsi les expressions des forces perturbatrices , qu'il substitue dans n^nc^j^u jes 
les équations différentielles ; il réduit ensuite celles-ci à une forme plus simple^ en cban- dqaatioiisàuu« 
géant les variables j' et z en d'autres y^ et a» dont les valeurs soient exprimées en fonc- «ïïipte. ^ ^ 
tien des premières^ de leurs puissances et de leurs produits de la seconde et de la 
troisième dimensions , respectivement multipliés par i et par i\ et affectés de coef&ciens 
indéterminés {*). Pour prouver la lé^timité de, cette supposition et déterminer en méma 
temps les coeiEciens inconnus , il différencie deux fois les expressions deyi et Zi ; il y 
remplace les coefliciens différentiels dey et z par leurs valeurs tirées des premières équa- 
tions ^ de manière à négliger^ dans le résultat ^ les quantités affectées de i^ ou i^/2; et 
après avoir substitué ces expressions dans les équations réduites ^ qui doivent devenir 
identiques , il compare séparément. les termes semblables. Ces opérations lui laissent en- 
core deux indéterminées dont il peut disposer y et elles réduisent les équations différent» 
tielles à la forme de celles dont il s'est occupé article 58. 

Pour intégrer ces formules sous leur nouvelle forme , Lagrange y néglige d'abord tous Premi^ In*. 
les termes affectés de i et de n ^ excepté ceux qui renferment j^i ou Zi, multipliés par ^ S^^^°' 
cos ( A — A' ) ^ ou sin ( A -^ A') ^, et auxquels il faut avoir égard^ même dans la première 
approximation , parce que » quand on y met pour ces variables leurs valeurs simplement 
elliptiques A' cos [( A' +ift') ^— A'j, etc., on obtient, après le développement des 
produits, des termes de la forme cos [|( A + i/t' )* ^ A' ] ^ qui étant de l'ordre de i/tj 
dans les équations différentielles , se trouvent divisas après l'intégration par des quantités 
du même ordre; de sorte qu'ils appartiennent aussi aux premières valeurs dej^i et z». 
L'auteur exécute ensuite une première intégration par la méthode de l'article cité : le 
cas qu'il y a examiné en particulier se présente alors, et il obtient pourri et Zg des valeurs 
en fonction des sin. et cos . de l'angle ( A -f f m ) I pour l'une , et (A -f- in) t pour l'autre ; et 
comme m et n ont chacune deux valeurs m!, wH^n'^n^^ cela donne quatre termes pour chaque 
variable, a Le peu de temps qui me reste, dit-il ensuite, ne me permettant pas d'entrer 
V dans le détail des nouvelles approximations, je me bornerai à examiner ici, d'après 
^ les formules données ci*dessus , les inégalités des mouvemens de Jupiter et de Sa- 
m tome , qui font varier l'excentricité et la position de l'aphélie de ces deux planètes 
3) aussi bien que l'inclinaison et le lieu du nœud de leurs orbitea, et qui produisent sur- 
D tout une altération apparente dans leurs moyens mouvemens. i> 

Il reprend alors les expressions précédentes de y^ et 2i, et il les transforme à plusieurs ]>^term!nation 
reprises , de manière à leur redonner leur première forme A cos (At— A), A sin {ht — E) , i^iaîS*"de"* 
ce qui lui permet ensuite de comparer les valeurs définitives de A, A, A, £ avec les clique dc'mcni 
primitives , et d'en conclure , pour l'une et l'autre^ planète , les variations de l'excen- 
tricité , de la tangente de l'inclinaison, des lieux de l'aphélie et du nœud. Cette méthode 

(^} Les épations deriennent alon 

en lapposantjr, r-jr -f.«+i(fyt4-y««)-|.i« ^/r* 4-tx'«4. «z -£;^J 5 «i ^z-^iytàxy^i _i;^-|-etc., 

.1' 

et en désignant par in la quantité |b A* , par Y et Z nne suite de prodoitt des sin* et cos. de Tangle ( & «^ A' } | 

#t descs moltiples, par n ou par iny^ in^^ inx, inz, eie« 
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ée determiBer les yarîafîoas de chaque élément pour aroir les inégalité» séciûme^ » a été 
dès-lors toujours employée^ lors même qu*oii a en recours à TiatégratiOQ des équatiom 
générales pour les inégalités périodiques. Nous avons yu qu'Euler avait déjà eii l'idéa^ 
dans sa pièce de 176^ , du procédé par lequel en réduit à la forme elliptique les exprto^ 
sions des yariables dans le mouvement troublé ; mais Lagrange Fa perfectîoBné : il en a 
conclu les mêmes formules du mouyemantrétrograde du nœud et d9 la diminution séculaira 
de rinclinaison qu*Eu)ep avait déjà données , et en a déduit le premier Texprcsaîon exacte 
des yariatlons séculaires de l'équation du centre , de Texcentricité et du menyement d9 
l'aphélie. Il n* a pas été aussi heureux pour celle du moyen mo^uyemest, à laquelle il parvient 
en cherchant la valeur de f , et^afMrès avoir substitué les petits avcei {m^'-m'^t, i {n-^n'yt à lenn 
sinus, en comparant le coeiHcientde layec celui qu^il a désigné par i ; il en conclut^ en pas* 
sant aux nombrea, une inégalité croissante dans le mouvement en longitude de Jupiter et da 
Saturne^ représentée par la formule+A^,74oQn' pour celui-là^ etpar^-*i4'>aax8 «^pource* 
lui-ci, n étant le nombre des révolutions écoulées depuis une époque fixe.Nott8 yeitouft bien* 
tôt ces résultats démentis par de nouyelles recherches; maisl*oayrage de Lagrange qui les 
contient, nVnestpas moins admirable sous le rapport analjTtiqne, puisque c'je^t^à^ coauaa 
Ta dit M. Laplace {Mém. de Par, , 177a , seconde part. , pag. a68 et 3»7), « qu^tl 
V a senti et résolu le premier, par une analyse subUme^ la difficulté que font naîtra 
»> les termes qui, provenant de la seconde approximation^ sont du oiême ordre que 
D ceux qui résultent de la première, quoiqu'on les suppose d'un ordre inférieur^ et qu*il 
y* a enyisagé sous son véritable point de vue la question des inégalités séculaires, 1» 
Nonrelles ^^s tomes V et VI des Opuscules de d'AIembert, puMiés en 1768 et 1773, cotb- 

recherches de tiennent différentes recherches relatives à la thé<^ie des planètes. C'est ainsi que dans 

d Alembert sur - - ,,, , •, 9 ^ i« t -è y t -^ , 

la théorie des le 3g* Mémoire, t. Y, pag. 042, 1 auteur s occupe du mouvement de leurs aphe*- 
planètes. j.^ . ^^ attribue à Lagrange d'ayoir remarqué le premÎM*, dans ceux de Jupiter et 

de Saturne, une duplicité de yaleur qui tient à ce que la variable y entrant dans 
l'équation enj^ , et vice versa, la quantité de ce mouye^ient est donnée par uaaéqua£îo« 
du second degré, tt Dans la théorie de la Lune, ajoute-t^il , hi réyolutioa delà planète, 
n comparée à celle de la Terre, dépend, ainsi que le nBK)uvement de l'apogée,, du rapport 
D de la masse de la Terre à ceUe du Soleil , au lieu que dans la théorie de Jupiter 
D et de Saturne, le mouyement de l'aphélie dépend uniquement de la massa de ces pla- 
t) pètes, et la révolution de la masse du Soleil ; ainsi il se peut faire que quoique Véqua- 
)i tion qui donne ce mouyement soit à peu près exacte dans laprenûère théorie , elle 
w ne le soit pas dans la seconde, n II cherche à prouver, Mém. 4^ , p. 387 , que s'il y 
a dans l'équation du rayon vecteur de l'orbite d'une planète , deux termes de la forme 
« cosNz; + ff cos (N -{- y) s , y étant extrêmemeat petit, il ea résuke dans l'équation du 
temps un terme de la forme A sinys , qui peut produire une équation séculaire appa- 
rente (^). Il trouve ingénieuse et satisfaisante l'explication du retardenient de Saturne 

(*) En cffef , soit x la disunce accourcie de la planète au Soleil , le premier terme de Tcxpression da 
temps est /«•</«} soit x = «cos Nt'fCcosCN-f-v)», lavolcur de x* contiendra le terme 

9«Ccos (N -f- y)z coeN«=: «C [eo» (aW -f- >)« -f- cos yx] , qui produira dans fx^Jzhxeno» -- sin yz. 

Soient ^ et ( H" /" « valeun de raô<Niia]ie vraie z à deux: epo^es difiEe'fentes , / comprenant plusieurs 
circonfc'tenccsjPexpression de la différence des moyens mouvemcns correspondans contiendra la ^antité 

— Cwny (f + «r} — »in yf] = ^ [(cosy^— i) sin >f + sîny^T côs y^. 
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qtie Lagrâsge a tirée dé cette espèce de termes , en prenant povr yt la' distance des 
aphélies de Jupiter et de Satume quand ^sso; mais il &it Toir» dans le Mém. 4^ , 
pag. 4^0 1 qu'on ne peut pas conclure de là que ce n'est pas la résistance de Téther 
qui altère le moyen mourement de la Lune et des planètes , parce qu'à cause de la 
différence des temps des révolutions , un argument qui , dans le cas de Saturne , pour- 
rait être encore assez petit au bout d'un grand nombre d'années , pourra être an con^ 
traire tris gfand dans le mouvement de la Lune > qui est environ quatre cents fois plus 
rapide. Il est donc alors beaucoup plus difficile de trouver des argumens asset petite 
pour qu'ils rendent raison d'une équation séculaire dans le moyen mouvement* 

L'ardcle II du Mémoire 50| compris dans le tome YI, est intitulé : Des perturbaiions 
d'une planète principale par ses satellites, et de F orbite même de ces satellites. L'auteur 
montre comment on peut trouver le lieu d'une planète^ lonqu'on connait le lien de ses 
satellites et celui du centre de gravité commun, u Imaginons , dit-il , loxeqne le temps 
D ^ = o I un plan passant par une planète dont la masse est P » et anquel on rapporte 
n le mouvement des satellites S^ S^, etc. de cette planète; soient ar, a/, etc. les distances 
9 de ceux-ci à ce ^lan au bout dn temps {> ( la quantité dont la planète s'est élevée 
n au-dessus de ce plan dans le même temps , { la distance correspondante du centra 
9) de gravité à ce plan primitif; on aura> par la propriété des centres de gravité. . • 
I» (P -h S :f- S' + etc.) Ç = S ix+i) + y (x'+l)+ etc. +P|, d'où l'on tirera i » Il déter- 
mine ensuite les forces perturbatrices de l'orbite décrite par le centre de gravité de la Terre 
et de la Lune plus exactement qu'il ne l'avait fait dans le tome II de ses Recherches. Il in«* 
dique , page Sni , comment on peut déterminer > an moins en certains cas , si une comète 
peut devenir satellite d'une planète : recherche qu'il a reprise daos le tomeVIII» pag. â?^» 
à l'occasion de la savante théorie donnée sur ce sujet par dtt Séjour , dantf son Essai sitr 
les Comètes, publié en 1776. Il fait voir enfin ^ pag. SaS, que le centre de gravité 
commun d'une planète et de ses satellites décrit sensiblement une ellipse autour du 
centre de gravité commnn de tont le sy^ème , c'est^àrdire du Soleil, de la planète et de 
ses satellites, u Cest ce qu'on démontrera aisément , dit-*il , en considérant, i*. que le 
n Soleil , le centre' de gravité de la planète et de ses satellites , et le centre de gravité 
9) commun de tout le système , sont toujours en ligne droite; n*. que les distances du 
n centre de gravité commun aux deux autres points sont toujours dans le rapport cona- 
1* tant de la masse du Soleil à la.somme des masses dé la planète et de ses satellites ; 
yi 3^. que par conséquent les courbes décrites par lé Soleil , et par le centre de gravité 
n de la planète et de ses satellites , autour du centre de gravité commun , et la courbe 
T» sensiblement elliptique décrite par le centre de gravité de la planète et de ses Mtet- 
» tellites autour du Soleil , sont semblables, n 

Le § 3 a ponr titre : Sur les équations séculaires des planètes, D'AIembert y fait 
voir comment les deux termes « cosNs-f" ff cos(N-f-y)« peuvent aussi altérer le 
mouvement de l'aphélie et l'excentricité. Pour cela, il réduit leur somme à la forme 

qai, lonqne Pangle yltal encore assez petit ponr qn^on te borne \ set deaZ promièret puitssncet dans le 
difyeloppement de cot yt et tin >/, donne, le terme ^ —%iuy^,i*, proporOottael «n carré da nombre 
d« réTolutiont ëcooléct depoû la prenûèit ^poqne. 
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k cos (Nz+ «), en prenant pour k et pour tangi», des valeurs dont le développe- 
ment lui donne les variations chercliées (*). Il obtient de la même manière celle de Té- 
quation du centre en réduisant af sinNa + C sin (N -f- y) « à la forme Tsia (N»+«') î 
et il ren^arque que , comme les coefficiens N et N + y «ont peu différens de l'unité , 
•' et C seront très peu différens de sàm et de stff, et qu'ainsi w et r seront sensiblement 
égaux à « et à aft. 
Premier Mé- M. Laplace lut à l'Académie des Sciences, le lo février 1773, unMémoire ajant pour 
"bœ ^*w ■ hT ^^^ • Recherches, l^ sur P intégration des équations différentielles aux différences/mies, 
et^uations técu- et sur UuT usage dans la théorie des hasards; o?. sur le principe dé la gravitation uni-- 
nètes. ' i^erselle , et sur les inégalités séculaires des planètes qui en dépendent. Il se trouve dans 

le t. YII de ceux des Savans étrangers. La dernière partie contient la grande dé- 
couverte de l'invariabilité des moyens mouvemens des planètes, en allant jusqu'aux cubes 
des excentricités et des inclinaisons. Avant d'entrer dans l'exposition de la théorie qui 
y a conduit l'auteur , nous rapporterons presqu'en entier le préambule qu'il a mis en 
tête de cette partie de son Mémoire, parce qu'il peut servir tant à donner une idée 
juste de l'état de la question , qu'à fixer l'opinion qu'on doit avoir de quelques ouvrages 
des^ira^oî^n- *ntécédens. tt Parmi les inégalités que l'action réciproque des planètes peut occasionner 
teriears sur ce j) à la longue dans les élémens de leurs orbites , la plus essentielle à considérer est celle 
If de leurs moyens mouvemens ; elle ne paraît pas cependant avoir été déterminée arec 
>i toute la précision qu'exige son importance. M. Euler, dans sa seconde pièce sur les 
n irrégularités de Jupiter et de Saturne, la trouve égale pour l'une et l'autre de ces 
1) planètes. Suivant M. de la Grange, au contraire, dans le tome III des Mémoires de 
3) Turin , elle est fort différente pour ces deux corps. Ayant recherché la raison d'une 
9) disparité aussi frappante entre les résultats de ces deux illustres géomètres, il m'a 

V paru qu'ils n'avaient point fait entrer en considération plusieurs termes aussi sensibles 
9 que ceux auxquels ils ont eu égard. M. de la Grange semble à la vérité avoir porté plus 
n loin la précision que M. Euler : j'ai lieu de croire cependant que sa formule n'est 

V pas encore exacte;. . . car il néglige, dans les équations différentielles , les sinus et 

V les cosinus de très petits angles, .à cause de l'extrême petitesse de leurs coei&ciens ; 
SI mais ces coefficiens deviennent fort grands par l'intégration , et produisent dans les 
3) moyens mouvemens une équation séculaire comparable à celle à laquelle il par* 
1) vient. J'observerai ici que la grandeur de ces coefficiens , dans la théorie des planètes , 
D peut rendre fautive la supposition que leur mouvement vrai est égal à leur mouve- 
7) ment moyen , plus à une très petite quantité. Or, comme toutes les solutions connues 

n du problèn&e des trois corps sont fondées sur cette supposition » il me paraît que les 
9) formules du mouvement vrai des planètes que l'on en tire , ne doivent être employées 
n que pour un temps limité, après lequel il est à craindre qu'elles ne deviennent 
D inexactes* 

(*) Ce» valeurs sont Ai =: !/«» -f. a«cC co« >a -♦• C» , UDg ai = —-——3? — • 

ftî l'on y met pour z n Talcnr 4^ -f- J", et qu'on développe sin y (f + ^) et co» > ( 4^ H- J") suivant les puissances 
de ylj elles prennent la forme 

A =A -h ByJ^-h Cy«/" -f- etc. , tang • = A' -f. B^yZ-h Ç'y"^, 
et les termes qui suivent le premier dans cha^e expression , donnent les vatiations séculaires de Texcentri* 
fiixâ et du mouyen^cQt de Taphclie. 
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Ti Indépendamment de tout calcul , on peut s'assurer^ par la considération suivante, que 
1» la formule de M. de la Grange est incomplète. Car si le plan fixe auquel il rapporte le 
» mouvement des deux planètes, au lieu d'être Técliptique , était tout autre plan, cette 
1) formule donnerait une équation séculaire totalement différente ; et si ce plan passait 
T» par Tintersection des orbites de Jupiter et de Saturne, cette même équation qui au- 
n paravant dépendait de Tinclinaison respective des orbites , cesserait d'en dépendre. Il 
n paraît cependant que le mouvement moyen d'une planète, et l'équation séculaire de ce 
n mouvement, doivent être les mêmes, quelque soit le plan sur lequel on les rapporte. 
» Au reste, ce que je viens de dire ne touche point au mérite de la solutîo^i de 
7» M. delaOrange : je lui rends avec plaisir la justice de la regarder comme une des choses 
n les plus délicates que l'on ait tirées de l'analyse. 

» La pièce de M. Charles Euler , sur l'altération du mouvement de la Terre , couronnée 
n en 1760, quelqu'estimable qu'elle soit d'ailleurs, n*a rien ajouté, ce me semble, 
n à ce que l'on savait déjà sur l'effet de l'attraction des planètes. Après avoir discuté 
V Faction de la comète de 1769, sur la Terre , pour altérer son mouvement moyen, il 
yt se contente d'observer que l'action des planètes doit y produire une inégalité pro- 
9) portionnelle au carré du temps, sans se mettre en peine d'en fixer la Véritable 
I) valeur. 

n On voit, par ce détail, l'incertitude qui règne encore sur l'équation séculaire du 
91 mouvement moyen des planètes , et combien il est nécessaire de la déterminer avec 
n précision. 

D Voici maintenant pour y parvenir une méthode fort simple ; mais comme cette 
« recherche est nécessairement liée avec celle des inégalités séculaires, tant de l'excen-- 
f) tricité et de l'inclinaison, que de la position des nœuds et des apsides , je vais le« 
n embrasser dans mon calcul. 

19 Je dois observer ici que quoique les formules auxquelles {e parviens renferment 
91 des termes proportionnels au temps et au carrç .du temps , je ne prétends pas cepen- 
9) dant que ces termes se rencontrent dans l'expression rigoureuse du mouvement des 
91 planètes ; il peut arriver en effet qu'ils soient produits par le développement des sinus 
9 et cosinus de très petits angles en séries; mon objet ici n'est point d'entrer dans cette 
9) discussion, très intéressante du côté de l'analyse, mais qui devient inutile pour tout 
v le temps durant lequel l'Astronomie a été cultivée, n L'auteur cite à ce sujet un Mé- 
moire de M. de Condorcet {Mém. de Par.^ 177O* qui a pour titre : Rtjlexions sur 
les méthodes d* approximation. 

M. Laplace passe ensuite au développement de la méthode qu'il vient d'annoncer. 11 DeVeloppcs 
part des trois équations différentielles du premier et du second ordre qui donnent, en 2Sdc!^ »»«n^ 
fonction du temps et des forces perturbatrices, la longitude ^, la tangente de la latitude s^ 
et le rayon vecteur r d'une planète dont la masse est JVn. Il désigne par lm\ ^', s\ / 
les mêmes quantités relatives à une autre planète qui trouble les mouvemens de la pre« 
mière , la caractéristique i" désignant une différence infiniment petite. Il intègre d'abord 
les équations dans la supposition de i'm' = o , ^ = o , ce qui lui donne pour ^ et pour r 
des expressions en fonction de leurs valeurs moyennes nt et a , et des produits des siiu 
et COS. des divers multiples de l'anomalie nt + 1 , par les puissances de l'excentricité , 
il rétablit ensuite les termes qui ont Im! en facteur^ et différencie Içs autres par rappor^ 

ai 
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à ^.11 suppose Texcentricité et rindinaison derordre m^ et pousse la préc^îon jasqa*anzqQaiK 
tités de Tordre m^i'ni inclusivement; mais il lai suiEt^ pour le but qn il se propose, de coosi* 
dérer> dans l'équation du premier ordre qui donne /f ^ les termes constans et ceux qui 
croissent comme le temps, en conservant de plus , dans celle du secondordre qui déter* 
mîne i'r, les termes en cos (^nt + i) et sin (n< -4-«). Supposant ensuite à la première 
Tariable une valeur composée de termes constans ou affectés de nt et n*^, à la seconde 
une valeur composée de termes constans , et d'autres entsin (n<-|-i), tcos{nt + î)f 
miet expras- ^^^ affectés de coelEcîens indéterminés , il les substitue dans les équations , et détermine le» 
tioM suaires ^^^''^^^^^^ inconnrfs, en égalant séparément à zéro la somme de ceux dechaque tenne.Enfin,, 
de tout let éié- ayant mis les résultats obtenus ainsi , sous une forme analogue i celle des valeurs ellip- 
tiques de ^ et de r, la comparaison des unes et des autres lui sert à déterminer les expres- 
sions analytiques de l'accroissement de Téquation du centre , du mouvement de l'apogée 
et de l'accélération du moyen mouvement. Un calcul semblable , appliqué à la trobième 
équation^ lui donne de même celle de la diminution séculaire de l'inclinaison de Torbite de la 
planète sur un plan iixe , et du mouvement rétrograde des nœuds sur le même plan (*); 
et il vériCe , en mettant pour leurs coeiEciens leurs développemens tirés de ceux de» 
facteurs irrationnels , que les deux dernières formules s'accordent avec celles donnée» 
par Euler en 1748, les deux premières avec celle de Lagrange, mais que celle relative 
au moyen mouvement est très différente. 
f> J'ai supposé dans les calculs précéden», dit l'auteur , les masses des planète» in* 

(*) Let deux premiiru éqnationt dont Pauteinr ùât usage toat 

= -jP 4. il jy 4. î!-^Bn««; en supposant -j5- =»«//«', et en diWgMnt par A, B,QDd«tfo^ 

»i«att fks aaojcaaes distances , des excentricités et des inclinaisons f il obtient par rintégnkCîoii : 

3 
f r=nt + A' + aAJ>«'«t -#. 7 A»^' (B — eD) n»f, 

La tffoiaiénie éqoation est, en disant ttszmx, et en désignant par A la quantité dont la planète at pin» 
«vancée que son noeud lorsque t = d, 

os -gjr"^ ""^Jï — H ^^, "^ "74 ^^-pf- + «'V CEsm( /!* + •) + F cos(ii«+»)j, 

d'oii l'on tiie, en remetunt pour Ir sa Taleur, en intc^grant et en multipliant par «, 

* = (*>-.i FJ)/itf) sin [nt (^iH-tiAV-f'^') +e J. 

On Toît par 1& » que si Ton nomme i le nombre des réTolntions de la planète troublée depuis ope époçw 
donnée , l'accroissement de son équation dn centre sera aD. J)u'. i. 36o» , 

Le mouTement de son aphélie» suirant l'ordre des signes ^ — ^' TAH- — J i.36o», 

3 355 

L'accâdiBtiQii de «m moarement moyen, Z**^ TÏS ^® ""^^ ^ *' ' *^* ' 

La diminution séculaire de son indinaiion, ^ F^'. î. 36oo , 

Le moitrement rétrograde de ses nœuds, -— . î. 36o». 

(rofet à ce sujet une note eiplicative k la fin de cette seconde partie.) 
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CHAPITRE TftOISIËME. iSS 

19 finiment petites par rapport à celte da Soleil : or > le nqpport de la masse de Jupiter 
^ À celle du Soleil, Icnn d*étre inEBiment petit, est très comparable au produit des 
19 excentricités des deux orbites auquel faî eu égard dans l'expreasioii de t'accélération 
n des mojreos tuonvemens,!! parait donc alors nécessaire de considérer les quantités mul- 
n tipliées par l^fê'^ \ or , en regardant i'fé comme étant de l'ordre «* , f ai trouvé par le 
^ calcnl, et les géomètres verront aisément à l'inspection des deux premières équ»- 
1* tions difTérentielles , que ces quantités n'ajoutent aucun terme aux formules précé- 
t) dentés. De plus , si l'on considère avec attention ces mêmes équations , on verra qna 
n l'expression de l'accétérafion du moyen mouvement est exacte aux quantités près 
n de l'ordre «^/^^ et que les formules du mouvement des nœuds et de l'apogée , de la 
9» variation de l'excentricité et dé Tindinaisofi , sont exactes, aux quantités près de Tordre 
n de êi^lfÂ. » 

n détermine ensuite les inégalités proportionnelles an cube et aux puissances snpé* 
rlenres du temps dans le moyen mouvement des planètes. Pour cela, il introduit d'a^ 
bord dans la valeur supposée de ^ un terme de la forme Lt^f/^t? ; il diiTérencie le 
coefiicient K du terme précédent Ki'ftt'^ , en y faisant varier les moyennes distances , les 
excentricités et les longitudes de l'aphélie , des quantités dont elles ont varié après le 
temps T, et obtient la valeur de L en divisant le résultat par T, et en en prenant le 
tiers. On déterminerait, dit-il , de la même manière les inégalités proportionnelles au 
carré et aux puissances supérieures du temps dans les autres élémens des orbites , mais 
tontes ces inégalités sont encore trop peu sensibles pour y avoir égard. 

M. Laplace fait alors l'application des formules précédentes i Jupiter et à Saturne; il Application de 
adopte les valeurs des coeiHciens du développement des &cteiirs irrationnels données par fa cheoricdeJa- 
Lagrange , après avoir vérifié leur exactitude ; il prend les élémens tels qu'ils se trouvent P'^''*^ «^ ^ Sa- 
dans les Tables de Halley, et annonce qu'en substituant ces quantités dans les expresûons 
analjrtîqnes des équations séculaires des mouvemens moyens de Saturne et de Jupiter, il 
les atronvées absolument nulles; il donne ensuite un moyen fort simple , et qui , appliqué .^^>^ ^i 
à un autre objet , est devenu depuis bien précieux , pour s'assurer à priori si les altérations altérations om- 
des mouvemens moyens de deux planètes sont l'effet de leur action mntuelle.Il fait usage , ^ens.' ^^ 
pour cet effet, d'un principe donné par le chevalier d'Arcy {Menu de Par. , 1747)* 
et qu'il énonce en ces termes : Si plusieurs corps se meuvent autour d'un point quet^ 
conque , considéré comme foyer , la somme des produits de la masse de chaque corps 
par taire que décrit le rayon vecteur de sa projection sur un plan fixe qui passe par ce 
foyer , est proportionnelle au temps. Il l'applique au cas actuel en prenant le Soleil pour 
foyer, l'écliptique pour plan de projection, en égalant à une constante C la somme 
des projections des aires elliptiques décrites dans l'élément du temps par les rayons 
vecteurs des deux planètes, multipliées par les masses respectives tft, />/, et en né- ^ 
gligeant les quatrièmes puissances des excentricités et des inclinaisons, a Si l'on suppose, 
D dit-il , qu'après plusieurs siècles les orbites des deux planètes changent par leur action 
V mutuelle , et que l'on exprime par la caractéristique /"les variations de leurs élémens , 
D on différenciera l'équation précédente par rapport à ^, en regardant C comme cons- 
Y) tante ; ce qui établit une relation entre les inégaHtés des deux planètes , relation à 
n laquelle les observations doivent satisfaire , si ces planètes n'ont éprouvé d'autre 
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i64 SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

n action sensible que leur gravitation réciproque (^). » Il en conclut , en prenant pov 
les variations des excentricités et des inclinaisons , les valeurs/ données par Lagrange , 
et en négligeant les quantités de l'ordre m^ln'tf, , que l'équation séculaire de Jupiter , 
si elle existe ^ est à celle de Saturne, dans le même intervalle de temps, comme 
1 : 0,84199 , et que d'ailleurs elles ont des signes contraires. Les observations satisfont 
à cette dernière condition, mais il n'en est pas de même pour la première, puisque 
l'équation séculaire de Saturne est plus grande que celle de Jupiter, ic On ne peut, dit-^il , 
7) attribuer l'altération observée dans les mouvemens de ces planètes à l'action de leuis 
i> satellites; car si un système de corps très voisins les uns des autres , se meut à une fort 
» grande distance du Soleil , le centre de gravité du système décrit très sensiblement une 
D ellipse constante autour du Soleil, (/^oycale t. VI des Opuscules de M. d*Alembert.) 
n D'ailleurs, par la théorie des satellites , et par les observations, il est ^ouvé que le 
n système d'une planète et de ses satellites est compris dans des limites déterminées au 
D moins durant un très grand nombre de siècles. Ainsi la planète reste toujours fort prés 
9) du centre commun de gravité du système ; d*où il suit que les élémens de l'ellipse 
yt décrite par la planète peuvent être regardés comme invariables , en ne considérant 
Dqiie l'action de ses satellites, n 

L'auteur est ainsi naturellement conduit à chercher ailleurs la cause des variations 
observées dans les mouvemens de Jupiter et de Saturne ; il regarde comme probable 
qu'elles ont été produites par l'action des comètes , dont quelques-unes ont pu passer 
assez près de ces planètes , et dont l'effet , toutes choses égales d'ailleurs , doit être 
plro sensible sur les planètes les plus éloignées du Soleil; mais nous le verrons bientôt, 
de même que Clairaut, dans la question du mouvement de l'apogée , découvrir le pre- 
mier la vérité à ce sujet, en poussant beaucoup plus loin l'approximation qu'on ne l'avait 
jamais fait, et en se fondant sur une relation analogue à celle dont la différenciation , par 
rapport aux seules variations séculaires, lui avait fait tirer d'abord une conclusion différente. 
ItiTariabilîië Dans le Mémoire actuel, M. Laplace étend à toutes les planètes le théorème remar* 

BTOu^!^mdct quable qu'il vient de trouver pour deux d'entre elles, u L'exactitude avec laquelle les 

pJaaèies. ^ 

(*) En effet, Taire «lémenuire dcPorbiude Jnpiter, sgppotëeeUipiiqae,^Uiit - V/« ( i — *»«> ) , n 

projeclion inr réclîpUqae est - cos my y a ( i — a'e» ) = - ^a (i «•«■ — - «•>■ J , en négligeant les 

puissances de Texcentriciië et de Tinclinaison sapérîeares à la seconde. D en est de même pour Satame. 
On a donc, en faisant — r = »■, -7^ = »'• , Téquadon 

d'oU l'on tire , en différenciant par rapport ii /, 

-f-*»»" ' fyt [ejyj + >/V] H-«M'"* Jju' [c'ir/ -f /JV'] = o- 

M. Laplace trouve nnllc la somme des deux derniers termes, en 7 mettant pour /V«, /«te^, /«>, Uy' la pap» 
tîe séculaire de leurs valeurs numériques ; il condnt alors, en négligeant les quantités die l'ordre a*in'J^, 

M ss'-^ i^n Y^ \J 9 ^ q^ liû donne la relation /n' ss— ^n^oS/^i^g^ 

dont le peu d'accord ATcc Icf oUerraûoiBt pronve que les Tiunations téculaîret des moyoat moaTemea» 
doiven; être nulles. 
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y» âifTéreos termes de Texpression de l'équation séculaire des moyens mouyemens se sont 
>* mutuellement détruits^ m'a fait soupçonner , dit-il^ qu'elle est identiquement nulle ; en 
n effet j il est assez peu yraisemblable qu'une égalité aussi parfaite entre ses termes positi£i 
7) et négati& soit due aux circonstances particulières du mouvement de Jupiter et de Sa-* 
1) tnme : j'ai donc cherché à vérifier cette conjecture^ en substituant dans cette expre»- 
Y) sion ks valeurs générales de tous les coefficiens des deux développemens irrationnels 
91 en fonction des deux premiers^ et j'ai trouvé en effet que, toutes réductions faites, 
9) la formule générale de cette variation était égale à zéro. Il suit delà que l'action des 
3) planètes les unes sur les autres , et sur le Soleil , n'a pu sensiblement altérer leurs 
9) moyens mouvemens, depuis le temps au moins auquel on a commencé à cultiver 
» l'Astronomie jusqu'à ce moment. Cette remarque me paraît de la plus grande 
)) importance dans la théorie des ' planètes , et elle est contraire à ce qu'ont cru jus- 
n qu'ici tous les géomètres qui se sont occupés de cet objet. . . Je suis parvenu aussi 
» par de semblables substitutions à simplifier beaucoup les expressions de l'accroisse- 
9) ment de l'équation du centre et du mouvement de l'apogée, n 

L'atiteur^ après avoir exposé les calculs sur lesquels reposent les résultats précédens, 
donne une table de toutes les inégalités séculaires , et en conclut que l'action réciproque 
des planètes ne peut causer de variation dans leurs moyens mouvemens , au moins aux 
quantités près de l'ordre «'^', 

Il passe ensuite à la détermination des inégalités séculaires da la Terre ^ qu*il croit Inegaiit^t «c* 
ii*avoir pas été faite encore sivec exactitude^ en se fondant sur ce qu'Euler, dans sa Ttvx^ ' * 
pièce de 1766, n'a point eu égard à la variation séculaire de l'équation du centre, et 
sur ce que sa formule du mouvement moyen de l'apogée est incomplète , parce qu'il a 
négligé les termes multipliés par l'excentricité de la planète troublante , en conservant 
néanmoins ceux qui sont multipliés par l'excentricité de la planète troublée. L'auteur 
détermine alors, par ses nouvelles fommles , les inégalités séculaires de la Terre pro- • 

duites par l'action de Yénus et de Jupiter, en prenant les élémens des tables de Halley. 
n montre que l'équation du centre du Soleil n'est pas constante , et qu'elle va en aug« 
mentant d'environ iZ" par siècle. Le mouvement moyen de l'apogée du Soleil étant 
connu avec assez de précision, lui sert ensuite à déterminer la masse de Yénus , qu'il 
trouve 33&3gg fois plus petite que celle du Soleil , et de là la diminution de l'obliquité 
de l'écliptique résultant de l'action des planètes ; il indique, pour cette dernière déteimi* 
nation, une nouvelle méthode dont l'exposition termine ce beau Mémoire. 

Lambert, dont les Lettres Cosmologiques, publiées en allemand en 1761, renferment TraTaîl de 
des considérations astronomiques profondes et ingénieuses , inséra aussi, dans les Mém. inë^liu»de Jo- 
lie BerL pour 1778 , un travail important sur les théories de Jupiter et de Saturne. Re- P**" ** ^* S«- 
buté de la longueur et de la dii&culté des calculs fondés £iur la théorie, il s'était déter- 
niiné à fixer, parles seules observations, les coefHciens des singulières inégalités qu'on 
observait dans les mouvemens de ces deux planètes, en leur appliquant ce que l'ob- 
servation avait indiqué pour la Lune. Il donna à Saturne une évection , une variation et une 
équation annuelle ou anomalistique ; à Jupiter deux évections et une équation anomalis- 
tiques ', il supposa à chacune une équation séculaire proportionnelle au carré du temps , et 
parvint à représenter, à moizis de 3' près, par ces corrections empiriques, presque toutes les 
oppositions observées j usqu'alors.Cest i lui qu'on dut la remarquj^ importante que le moyen 
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mouvemezit de Saturne, qai, par la comparaison des obseryations modemeif aux ancleimes ; 
paraissait se ralentir de siècle en siècle , semblait an contraire s'accélérer par la compa- 
raison des observations modernes entre elles. Il proposa, dans le yol. Il des Nouvelles 
Tables astronomiques de Berlin, d'a)outer, depuis i64o> an moyen nionyement de Sa- 
turne supposé imifome, une équation séculaire de 5',i pour le premier siècle; et de 
soustraire, depuis 1667^ de celui de Jnpiter, une équation séculaire de 5^a pour k. 
premier siècle , ce qui était contraire à la marche des équations séculaires de Halley. 



CHAPITRE IV. 

Mémoires donnés en 1774 et iJjS, sur les équations séculaires des Pla--, 
netes'j par Lagrange et par M. Laplace. 

JL/ANS les cbapitres précédens nous ayons yn naître la théorie des équations séculaires 

des planète»; nous ayons cherché i faire voir comment Euler, Lagrange et M. Laplace 

étaient paryenus aux ecpressions des yariations différentielles de chaque élément, qui 

fournissent les inégalités séculaires pour un temps limité , quoique très considérable. 

Ces expressions étant C(mipliquées et renfermant à la fois plusieurs yariablee , on ne 

pouyait guère se flatter de pouvoir les intégrer complètement. Nous allons montrer 

maintenant par quel heureux et ingénieux artifice Lagrange parvint à surmonter, d'une 

mamèresimple et inespérée , cette grande difficulté pour deux élémens ; comment M. La- 

place la résolut ensuite pour deux antres, d'une manière analogue, et joignant ces 

résultats à sa découyerte de la constance du mojen mouvement et de la distance 

« moyenne, compléta ainsi la théorie des inégalités séculaires, lorsqu*on se borne au 

carré des excentricités et des inclinaisons. 

Mémoire de Le Mémoire de Lagrange , qui contient l'exposition de sa méthode , est un des plus 

•f^imJîmVs^ca^ beaux et dès plus lumineux que Ton doive i ce grand géomètre ; il a pour titre : jRe^ 

****?* f^ "?"*!* cherches sur les équations séculaires du mouvement des nœuds et des inclinaisons des 

fun. orbites des planètes ; on le trouye dans les Mém. de Par. pour 177^ , et il porte la 

_ date du i5 décembre de cette année. L'auteur en donna un autre, sur ce sujet, à 

rAcadémie de Berlin, qui parut dans les Mémoires de la même année, et qui ren-* 

ferme une solution con^lète du cas où il n'y a que deux orbites mobiles , en supposant 

que leurs incUnaisons au plan sur lequel on les rapporte , soiezït ^eko^iques ; tandis 

que le Mémoire dont nous allons nous occuper est fondé snr l'hypothèse , analogue au 

cas de la nature , que les orbites sont peu excentriques, et que leurs inclinaisons à l'éclip- 

tique sont très petites. 

On peut y distinguer trois parties. La première, diyisée en trois articles, comprend 
la recherche des formules générales et leur 'réduction, dans le cas des planètes, à des 
équations linéaires du premier ordre ; la seconde, contenant deux articles, est consacrée 
à l'intégration complète et rigoureuse de ces équations , et à la détermination des expres- 
sions générales qui en résultent pour le mouyement des norads et la yariation de Fin- 
dinaison; enfin la troisième renferme en trois articles Tapplicatioa des deux premières 
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parties à la rediercbe fla.cc€»8iye des yaleurs numériques des ^nations séculaireg des 
ncnids et des inclinaisons de toutes les planètes. Nous allons cheiclier à donner une idée 
de la marche suivie par Tauteor dans chacune d'elles. 

Lagrange désigne par x, jr, «r les coordonnées rectangulaires qui déterminent la po- >'• ^^^\ 
aition d*an corps animé par des forces quelconques > et par X> Y» Z les composantes équations diffë- 
de ces forces qui agissent suivant les trois axes. Il part des trois équations du mouve- J^u^^ment dei 
ment en coordonnées rectangulaires , où l'élément du temps dt est regardé comme cons- j;«a^ .«t <i« 
tant , et en tire trois autres équations du premier ordre > dont les seconds membres , qu'il 
désigne par P, Q 9 R > sont des fonction:^ des forces qui restent sous le signe /> tandis que 
les premiers membres expriment le double des aires décrites dans l'instant d$ par les pro- 
jections du rajon vecteur sur les trois plans coordonnés divisées par dt-, enfin , il tire de 
ces dernières , eiHes combinant, deux autres formules , dont la seconde est la difFéren-* 
tielle de la première, dans la supposition où les quantités P, Q, R seraient cons- 
tantes (^. Dans ce dernier cas , ou du moins lorsque ces quantités seraient entre elles 
dans des rapports constans , la première équation serait celle d'un plan fixe passant 
par l'origine des coordonnées , et elle pourrait servir à déterminer l'angle » que fait 
avec l'axe des x l'intersection de ce plan sur le plan des xy, on la ligne des ncends, 
et la tangente $ de l'inclinaison du p\an de l'orbite avec le plan des xy. Quoique dans 
tout autre cas le corps sollicité par les forces X, T, Z décrive nécessairement une 
courbe à double courbure , la seconde des deux équations précédentes fait voir que les 
rapports des quantités P, Q, R pourront être regardés comme constans, pendant que le 
corps parcourt les espaces infiniment petits dx^dy , dz* Ainsi, le plan représenté par 
la première équation sera celui dans lequel le corps se meut dans l'instant où il décrit 
ces espaces infiniment petits ; mais la position de ce plan au lieu d'être fixe changera d'un 
instant à l'autre, à cause de la variabilité des rapports des quantités Pj Q» B. qui entrent 
dans les valeurs de S et de tang«. 

L'autemr, pour rendre ces formules plus simples et plus commodes pour le calcul , j^^T^m^l^^*' 
substitue aux élémens S et 4» deux nouvelles variables , qui sont des fonctions des pre- par Lagrange. 
mières, savoir, j = Ssin#,u = S cos#; et il est facile de voir que s et u représentent 
les tangentes des angles que font, avec les axes des x et des jr , les intersections du plan 
de l'orbite avec les plans des xz etdes^ (*^). Cette transformation sert à réduire les deux 

(*} Les éclations du moaTexneat sont : 

2?=-^' sr=^-Y, azî^-^i 

eHet donnent, en faisant /( Y« -^ 2^) ^ =P, /(Xa — Zar) <2(s=:Q, /(X^ — Y*) «b s R , et en î»> 
tarant , les trois ëquatioos snivantes ; 

— 5?^— «' — di Q* — S — -^' 

d^oii i*oa tire , en les multipliant lespectiTcment par * , «-jr etx, onpar d» ^ -^ dy t% dx , et en ajontsnt 
lëparément les prodniUy 

Pjc — Q;- + Ha = o, Vdx — Qrf^ 4» lUs ss o* 
l**) En eff«t, la première des deux équations prëcëdcntes donne, en y faisant altematÎTement a ss o, 
^ == O y X s: o, les Talenrs '— as ^ , — ss ^^ 9 . = X , qui expriment les tangentes des angles que 

linity mwte les axes des x et des j^ Jet trob lignes d'intextection du pl«n de Torbite urec |cf plus des xy, 
desxa et desjra. 
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équations qui déterminent le plan de l'orbite , de manière à ce qu'elles ne contiennent 

à la fois qu'une seule des variables , et elle permet de les déterminer en fonction des 

forces perturbatrices , au moyen des deux équations différentielles du premier ordre (a) 

et (b). tf Pour faire mage de ces équations, dit l'auteur, il faudra substituer à la place 

n des quantités x, y, z, leurs valeurs r cosç, r smq, ru sinç — rr cosç, r étant 

D le rayon vecteur projeté sur l'écliptique, q la longitude du corps, p la tangente de sa 

» latitude ; et comme dans la recherche du mouvement des nœuds et de la variation 

yt de l'inclinaison, on peut regarder l'orbite projetée sur l'édiptique conunedéjà connue, 

D du moins à très peu près, les quantités r et 9 seront données en t, et il ne restera d'in* 

7) connues que ^ et u. n 

Développe- Lagrange fait ensuite l'application des formules précédentes an cas des planètes. 

malcspr^éden- H désigne leurs masses par T, T', T', et adopte pour leurs coordonnées toutes les 

d« planât!» aî '^^^^^^^^^^ précédentes , en marquant d4m ou de deux traits celles qui se rapportent au 

général. cotps T^ ou T", etc. Il obtient les expressions des forces produites sur Tune d'entre 

elles T, par l'action de toutes les autres , et par celle du Soleil S regardé comme im-« 

mobile. Ayant ainsi les valeurs des quantités X, Y, Z^ il les substitue dans les deux 

équations (a) et (&), en y transformant les coordonnées rectangulaires en polaires. Il 

remarque ensuite que , comme les orbites des planètes sont fort peu inclinées à l'éch'p- 

tique, les quantités I, ê\ etc., et par conséquent aussi u, s^ u\ etc., seront nécessaire- 

^ ment très petites ; de sorte qu'on pourra , du moins dans le premier calcul , négliger les 

termes affectés de ces quantités , dans les expressions des distances des planètes aa 

Soleil. On pourra regarder aussi, du moins dans une première approximation, les orbites 

comme circulaires, et par conséquent les rayons r, /, etc., comme constans, et les 

imgles q , q\ etc. , comme proportionnels au temps ; ce qui sert à éliminer des premiers 

membres des équations la quantité R = -^ qui y entrait encore, ainsi que son coefficient 

différentiel, en y substituant sa valeur constante actuelle ^r*, fU étant le moyen mouve- 
ment de la planète T. L'auteur développe, suivant les cosinus des multiples des élonga-i 
lions fl— fl', </ — ij", etc., les cubes des distances mutuelles des planètes T, T*, etc., 
à la planète T, qui entrent en diviseur dans les expressions des forces ; et il désigne 
(ainsi qu'il l'avait fait pour la première fois dans sa pièce sur les satellites de Jupi«- 

Or, ■oient(fig. 16) Oa, Oa', Oa" cet intersections , prises de manière qne U seconde soie an-dessons 
du plan des xy ; menons dn centre O , arec le rayon Oa , les arcs a" tut', yax , oro', ya*, respectire- 
meni aitocs sur le plan de Porbite et sur les trois plans coordonnes ; les deux triangles sphi^ri^es m^x^ 
aà^jTt rectangles ' en x et en ^ , et situés, le premier an-dessous, le second au-dessns du plan des xy , 
donneront , en remarquant que Ton a ung a = S , ax= » , et en lenr appliquant l'analogie lang c = tangC sin d 
(qui a lieu dans un triangle 011 Fangle A est droit , et oh les côtés adjacent sont 6 et c , ce dernier opposa 
à l'angle C ) , les relations 

;a'x:=0cos«i = <, tangaV =2dsin«=tt; 



d'oii l'on tire , en comparant ces râleurs ans préccdentea^ Rs ss P , Ru = Q ; on , en diffiî'renciant par 
rapport an temps , et en remettant pour dP et dQ leurs yaleurs dans les seconds membres, 

équations qui serrent h déterminer # et 11 , et de là le lien du noeud et rincUnaiton par lea fonacdet 
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ter) par(r,/ ), {r/y^ (Sy^'y> etc. , les coefficiens du premier, du second et du troisième 
terme du premier de ces développemens } par (Tyr'^, {T>^y> ®*^> '®^ coefficiens correspon- 
dans du second, et ainsi de suite. Il fait ensuite toutes ces substitutions dans les deux équa^ Rodaction 
lions ci-dessus, en n'ayant égard qu'aux termes qui contiennent les variables ^ et m , sans du'premicr*or* 
aucun sinus ou cosinus, parce que les autres termes dépendent des mouvemens mêmes dre à la forme 
des planètes dans leurs orbites , dont il fait abstraction ; il obtient alors deux équations 
linéaires du premier ordre, où les coefficiens différentiels de ^ et u, par rapport au 
temps, sont donnés en fonction de quantités qui dépendent des masses et des distancés 
t]qui sont les mêmes dans les deux équations , et qu'il désigne par les symboles (0,1 ) , 
(o,a), etc.], respectivement multipliées par u — u\ w^u", etc., dans l'équation en* ; 
parf — /, 5—5", etc., dans l'équation en u. Le même procédé donne des équations 
semblables pour chacun des autres corps T', T^ (*) , et il ne s'agit plus que d'intégrer 
ces formules, ainsi réduites, pour avoir une solution complète du problème proposé. 

Avant d'exécuter ces opérations, Lagrange , pour jeter un plus grand jour sur cette LagrangcW^ 
matière, fait quelques remarques sur les équations précédentes. H imagine qu'il n'y ait priment les co* 
que deux planètes T et T', dont la dernière ait une orbite fixe et immobile , sur le plan ^Scsdfnî c« 
de laquelle on rapporte celle de l'autre; il intègre dans cette* supposition, et voit par «Squation». 
là que l'inclinaison des deux orbites sera constante , et que le noeud de Torbite mobile 
aura sur l'orbite fixe un mouvement rétrograde , dont la vitesse sera exprimée par la 
quantité (o, 1 ) (**). Appliquant ensuite le même raisonnement à toutes les orbites consi- 
dérées successivement deux à deux, et supposées alternativement l'une mobile et l'autre 
fixe, il en conclut , en général, que les quantités (o, 1) , (0,2) , (o, 3), etc., (1 ,0), (1 ,2), etc., 
ne sont autre chose que les vitesses rétrogrades des nœuds de l'orbite de la planète T 
sur les orbites des planètes T', T", T*', etc. , considérées comme fixes ; de l'orbite de T' 
sur les orbites de T, T", et ainsi de suite; d'où il s'ensuit qu'il suffit de connaître ces 
mouvemens particuliers pour pouvoir déterminer les véritables mouvemens des nœuds 
et les variations des inclinaisons de chaque orbite relativement à Técliptique , en inté- 
^ant un nombre d'équatrôns linéaires du premier ordre double de celui des orbites 
mobiles. L'auteur fait voir, à cette occasion, comment on peut parvenir directement aux 
équations qu'il a déduites immédiatement de la théorie de la gravitation universelle , par 
la simple considération des mouvemens particuliers des nœuds de chaque orbite sur cha* 
cune des autres regardée comme fixe. 

L'article 4 de son Mémoire est consacré à l'intégration des équations linéaires qu'il a« Partie, 
vient d'obtenir. On voit aisément , d'après leur forme , qu'on peut y satisfaire par les JquSôns'relat 
valeurs suivantes :5=A8in(a/-f-«),u=:A cos ( a^ + «),/ = A' sin (ar + «) , etc., lives aux noeuds 

. et aux inclinai- 

( ♦) Ces équations sont : «o™» ^c? orbites 

gj H- (o,i)(u^i/)^.(o,î) (tt-.u'0-f.etc. =0, ^ - (0,1) (,-/)- (o.a) (*-*•) -etc. =09 

— ^ (f,o) (!•- «) + (1,1) (u' - u")^ etc., = o, ^ - (1,0) (^'-i) - (i,a) (/-sT -etc. =0, etc. ; 

{J*"*) Les équations se rëduisent en effet, dans cette hypothèse, à 

^-*.(o,Ou=so, ^ — (0,0 # = 0; d'oïl Ton tire 2j^-t.(o,i)«5 = o, 
ci en intégrant, «=s A 9in[«"-(o,i}f] , et de là u = Acos [« — (0,1) t], « = ft«(o,Of, fi^A. 
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où a et «j A^ A'^ etc.> sont des constantes indéterminées; en eiFet, ces substitationt 
étant faites ^ on aura un nombre d'équations de condition , entre ces seules constantes , 
qui sera égal au nombre des orbites mobiles, u Supposons , dit Lagrange > que ce nombre 
» soith^ on aura donc n constantes indéterminées A, A^jA", etc., et n équations entre ces 
7» constantes ; mais en éliminant successivement ces mêmes constantes, on verra toujours 
n que la dernière s*en ira d'elle-même , et l'on trouvera pour équation finale une équation 
>i en a du degré yi , qui servira à déterminer a. Il restera donc deux constantes indétermi* 
i> nées : A, par exemple, et«; Von aura n valeurs différentes de a, et par conséquent» 
» valeurs particulières de chacune des an variables s, s\ u, i/, etc. , lesquelles satisferont 
T) toutes également aux équations différentielles données. Ainsi il est facile de voir, par 
j) la nature même de ces équations , que pour avoir la valeur complète de chacune des 
7) variables dont il s'agit, il n'y aura qu'à prendre la somme dés n valeurs particulière» 
yt de la même variable, en donnant différentes valeurs aux constantes arbitraires; et 
.7) comme on peut satisfaire aux équations de condition , en faisant a=o, A = A'= A% 
1) on voit que a= o sera nécessairement une des racines de l'équation en o, et que les 
V valeurs de A, A^ etc. , qui répondent à cette racine, seront égales entre elles, n L'au- 
teur conclut de là les valeurs générales et complètes des variables s , u, etc. , en dé* 
notant par &, c, etc., les racines de l'équation en a ; par A, B, G, etc. , «, C, y, etc. , 
les n coefficiens et les n angles arbitraires , et en prenant les mêmes notations marquées 
d'un ou de deux traits, pour les quantités qui sont relatives aux planètes T' ou T', etc. {*) 

n remarque que, quoiqu'il ait supposé toutes les racines de l'équation en a réelle» 
et inégales, il peut néanmoins arriver qu'il y en ait d'égales ou d'imaginaires> qui intro- 
dubent , les imes des arcs de cercles , les autres des exponentielles dans les valeurs 
de j , u, s\ etc. ; de sorte que , dans l'un et l'autre cas , elles croîtront à ûiesure que t 
croît , et la solution cessera d'être exacte an bout d'un certain temps ; mais heureusement , 
dit-il , ces cas ne paraissent pas avoir lieu dans le système du monde. 

Pour déterminer les an constantes arbitraires A, B, etc.j«, C, etc., il faut supposer 
qu'on connaisse les valeurs des sm variables ^| /, u, u', etc., pour une époque quel-» 
Détermination conque , par exemple lorsque t=o , etles substituer dans les an équations qui donnent 
àtê constanies. jgg valeurs générales de ces variables , en y faisant aussi t = o; elles donnent alors an 
relations entre les valeurs particulières et les constantes arbitraires , qui sufiisent pour 
déterminer ces dernières, u Quoique cette détermination, dit l'auteur, soit toujours 
r facile , dans les cas particuliers , au moyen des règles connues de l'élimination , ce* 
r pendant si on voulait traiter la question en général , pour un nombre quelconque 
n d'orbites mobiles , on tomberait nécessairement dans des formules très compliquées, 
» et dont la loi serait difficile à apercevoir ; c'est poiirqnoi f ai cru devoir chercher une 
« méthode particulière pour remplir cet objet ; et je me flatte que celle que je vais 
» donner pourra mériter l'attention des géomètres , tant par sa simplicité et sa géné- 
» ralité, que par l'utilité dont elle pourra être dans plusieurs autres occasions, n Nous ne le 

( *) Les équation • de condition, produites par la sobautotion dea Talcurs particnlièrea , dana les éqnatioBa 
diiFcrentieUes , sont de la forme 

«A+(o,i) (A — AO-f(o,îi)(A— A'')^etc.=o, rtA' + Ct,o)(A'— A)-4.(i,5i) (A'— A')+etc.=:o,etc., 
et les Taleurs générales dea variables, on les intégralea complètes des équations, aont : 
s =A siuA+B »\n(bî-hC)'hC sin (et -f->) H- etc., u =Acosa + B cos (&« -f- C) -f-C co«(c« -f->)-f cts^ 
s' = Asin4-fB'wii(^«-hCJ-hC'iia(c«4->)-h€lc»r w'=Aços*4-B'cos(^f-f.C;4-C;'coa(ct-f->)+«ic. 
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fliitfrons pas daiis Pexposîtion de cette méthode d'élimination fondée sur la similitude 
des équations du système, quoique M, Laplace U donne (Mém. dePar. , 177a , part. Il, 
p. 3o6) comme très belle et comme étant ce qu*on peut trouver de plus simple ; et nous 
passerons à l'article 15, intitulé : Remarques sur les mouvemens des nœuds et les vw 
riations des inclinaisons qui résultent des formules trouvées dans {article précédent. 

Les relations primitives établies entre les yariablés s y u,.êetm servent à déterminer 
les valeurs de ces deux-ci, lorsque celles des premières sont connues ; elles ne donnent ce- 
pendant que la tangente de la longitude du nœud « au lieu de l'angle iW-méme ; mais Limîtet des 
on peut en tirer facilement l'expression de An, et de là , par l'intégration, celle de «r. uS^'Su^^ 
L'auteur fait voir que si on égale à zéro la valeur du coefficient différentiel de •, par «^ de r inclinai- 
rapport au temps, on a l'équation qui donne les maxima et minima de cet angle; que , 
lorsque cette équation sera possible, «sera renfermé dans les. limites données, et la 
nœud n'aura par conséquent qu'un mouvement de libration ; mais que dans le cas con- 
traire , il n'y aura ni maximum ni minimum , l'angle « croîtra continuellement, et le 
nœud aura nécessairement un mouvement continu et progressif. 

Lagrange considère en particulier le cas où il n'y a que deux orbites mobiles. Il trouve 
alors que l'équation du minimum ou du maximum n'est possible que lorsque B=ou< A, 
abstraction faite des signes. Il intègre complètement l'expression de </«, et discute les 
divers cas où A et B sont de même signe ou de signe différent, et dans lesquels le 
premier est plus grand on plus petit que le second (*). Il indique un antre procédé pour 

C^) Les valeius prëc^entci donnent, dans le cas de dens orbites seulement, 
tane«=:iss ^' °*-f'Bsin(&t-f"C} -. d Ifc ^ — JL <^'^°t^'* _ 5B [B -|- A cos (ht -h C— *)"] . 
^ tt Àco8*H-Bco5(A«-f-f)* **«*«" jj ""^/ti+teng»»'" A*+B«-f-aABco8(Af-hC— «;? 
réi^tîott dn maximum on minimum est donc B + A cos ( &t -f« C — «} := o. Soit bt -^ C— - « = » > 

«« ««« ^ _ (B*-f-ABoos »)<f» rf» . ,. r- ^1 » (B* — A«)<» 

on anra dm = \ — --b — . ^-J — > =: -^ «4< cU . en faisant d4^=z- i ~ rï«^— *• 

Or Ton Toit fadlement, en mettant ponr cos p sa Taleur en exponentielles imaginaires, qne le dénomioateor 
de la valenr de ^ est ^al an prodoit des denx foctenrs A -f- B«* ''^" ' , et A+Be"**^"*' 

On pent alors mettre celte Talenr sons la forme dJr = — i ■ ^ — ;= + ;==; 

'A + Be'»^-' "a+B.-'^- 
et comme le dernier tesme est inté^raUe immédiatement , et qne le premier le denent en le mnltipUaat haat 

et bas , par e '^ *^ > 



on tire 







On anra donc M=:^ + 4«t*m, 4 ^^^^ déterminé en fonction de p par la relation précédente , 
Ht étant une constante qui doit être ^le k la ralenr de m quand a=:o, ou quand on a &t + C=a, 
ce qui donne, en substituant cette yaleur dans celle de ung« , m == «t. Dans le cas où A et B sont de même 
signe, et oii l'on a B>A| on pent supposer hXa' ^^^^ ^> ^^ ^^'* donne tang 4= cos A tang - ; d^oh l'on 

▼oit qu'en prenant h pour l'inclinaison , - est l'aigument de latiiade, 4U distante ao nmod, - —4 Iftrédno- 
tion à l'édiptique , et ^(-f> C le lieu moyen du nœud. • 
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trouver la valeur de Tangle « , par le moyen de sa tangente , sans employer ancont 
différenciation ni intégration {*) ; il l'applique ensuite au cas général où il y a pltu 
de deux orbites , et obtient une -série qui est toujours convergente lorsque le plus grand 
des coefEciens surpasse la somme de tous les autres pris positivement , et qui donne alors, 
pour la valeur moyenne de«» Tangle dont le sinus et le cosinus sont multipliés par ce coef- 
ficient^ dans l'expression de tang«. 

Quant à la tangente I de l'inclinaison de l'orbite , il montre qu'à cause de sa forme 
radicale > elle sera nécessairement renfermée dans de certaines limites , à moins que les 
racines b, c, etc., ne deviennent égales ou imaginaires X*^^); et qu'il sera difficile 
de résoudre^ lorsqu'il y a plus d'un terme , l'équation qui donne les maxima et les 
minima de é. 

L'auteur n'a considéré jusqu'alors que I9 position de l'orbite de la planète T rap- 
portée à l'écliptique ; mais il fait voir qu'on peut appliquer immédiatement les valeurs 
précédentes aux orbites des autres planètes, en marquant cbaque lettre d'un ou deux 
traits , etc. , et qu'il est facile d'appliquer la même théorie à la position relative des 
orbites: Il donne ensuite une manière fort simple de trouver la position de cbaque orbite 
- au bout d'un temps quelconque, et d'en représenter les divers mouvemens. 
Consirnction *^ Ayant tracé , dit-il , sur la surface de la sphère , un grand cercle qu'on prendra 
ner U^iu"n ^ P^^ l'écliptique , on décrira un autre grand cercle qui coupe celui-là , en sorte que 
desorbiccs. n la longitude du ifoeud soit «, et la tangente de l'inclinaison A*; on décrira ensuite un 
p troisième grand cercle qui coupe le second , en sorte que la longitude de son nœud 
n sur ce même cercle soit 6^ + C, et la tangente de l'inclinaison B; on décrira de même 
9) un quatrième grand cercle qui coupe le troisième , de manière que la longitude du 
n nœud soit ct'-{^y , et la tangente de l'inclinaison G, et ainsi de suite, le nombre de» 
9> cercles inclinés au premier devant être égal à celui des orbites mobiles. Le dernier 

{* ) On a en cfifet ^ 

•..V/::r==: loge«V^-'-loge-*V^=log('L±iii!îS^V^V 

\î — taiig«»l/— 1/ 
■et «i Ton labstime dans ceue formule la Talenr de tang«, en faisant 6c-f-C={;, elle donne 

d^où Ton tiie , en deVeloppant les logarithmes en séries , et en repassant des exponentielles imaginaires an 
sÎDUS et cosiaasy 

. = *+?.m(:-«)-l(|yiiin(f-.)+i(j) .m3(e:-.) + etc., 

s^rie qui est toujours convergente lorsque B < A, et qui montre que dans ce cas « est la yaleur moyenne de*. 
{^*) SM n^y a que deux orbites mobiles, on aura 

ds V/*" -h u« = y A* -+• B» -f- aAB cos {bt + C— *) , 
et les deux limites de seront A+B et A — B. L^équation du maximum et du minimum^ dans le 
cas glanerai, sera 

AABsin(6£-hC— *) + cAG sin(cr +>—•) + «te. 4- (ft—c)BCsin[(è— c)« + C — >] + etc. ssft. 
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a de tons ces cercles déterminera la position de l'orbite de la planète T ; et son inter^ 
n section avec le cercle de l'écliptiqua donnera le lieu du ncBud et Tinclinaison cherchée 
1» de cette orbite (*). 

À On fera la même chose pour l'orbite de chacune des autres planètes T^^ T'j etc. , 
91 en conservant les mêmes longitudes des nœuds > mais en prenant pour les tangentes des 
i> inclinaisons les quantités A', B', C, etc., A", B", C, etc, 

D De cette manière , on voit que le mouvement du nœud et la variation de rinclinat* 
m son de chaque planète peuvent être regardés comme le résultat des seuls mouve- 
n mens des nœuds des différentes orbites dont chacune serait mue uniformément sur 
n la précédente , en gardant toujours la même inclinaison ; et ces mouvemens particuliers 
n des nœuds seront les mêmes pour les orbites de toutes les planètes , mais les incli- 
7) naisons devront être différentes pour chaque planète, n 

Lagrange applique ensuite , dans l'article 6 , sa méthode générale à la recherche des 3« Partie, 
équations séculaires des nœuds et des inclinaisons des orbites de Jupiter et de Saturne, jaîfiîîrie prëcë- 
n désigne leurs masses par T, T', et leur applique toutes les notations précédentes^ en dente à chaque 
les marquant d*un trait pour Saturne ; et comme les quantités (o, 1) ^ (o>a) , qui dépendent uculier. '^ 
de ces masses , ont des valeurs considérablement plus grandes que les suivantes , où il 
j a aussi les chiffres o ou 1 avant la virgule , il peut négliger toutes celles-^ci et les 
regarder comme nulles vis-à-vis de celles-là. De cette manière, les quatre premières piter et d« S«* 
équations différentielles ne renfermant plus que les quatre variables s, u^s\ u\ peuvent **"*«• 
être traitées à part, et indépendamment de toutes les autres, il donne à chacune de 
ces variables des valeurs composées de deux termes périodiques ; les deux équations de - 
condition que donne la substitution, déterminent, par l'élimination , la valeur de b en 
fonction de (1,0) et (0,1), qui sont des quantités connues , et donnent une relation entra 
B' et B. Il ne lui reste donc plus à déterminer que les constantes A, B, «, ff; il y 
parvient au moyen des valeurs connues des lieux des nœuds , et des inclinaisons de Ju- 
piter et de Saturne, pour l'époque du i*' janvier 1760, à midi moyen, où il sup- 
pose que l'on ait t = o ; ce qui lui fournit quatre équations de condition , qui donnent 
A = 0,023029 , B = o,oo6558, etc. , et de là les expressions numériques et rigoureuses 
des variables. Les valeurs de B et B', comparées à celle de A , lui montrent que le lieu 
moyen des nœuds des orbites de Jupiter et de Saturne est fixe, et que les nœuds de ces deux 
planètes n'ont, autour de ce point de l'écliptique , que des mouvemens de libration dont 
il fixe la période entière à environ 5ii5o ans, et l'étendue à a6® 7' pour Jupiter, et 
à 64* 8' pour Saturne ; il trouve la variation totale de l'inclinaison de 45' 3* pour Ju- 
piter, et de 1^ 4^' 5i" pour Saturne ; leur période est d'ailleurs la même que celle de la 
variation des nœuds. Il détermine aussi les mouvemens annuels des nœuds et des incli- 
naisons de ces planètes , d'après les valeurs de dv , dm', dé, dé', quand on y fait dt:=zi. 

(^} En effet, ne considëront , pour pluê de simplicité, que deux orbite» mobiles, sftToir, celle du 
plan de Tangle bt^C et et- lie de la planète. Les formules (a) et (b) de la page loo nous donneront, ea 
7 faisant tangy = S, uog^^rs A, tang» =r B, « = «, «' = «, •■ = ftl4-C, 

S sins» = A sin « -f- Bsia{bt -f- C) , A cos « = A co8« -f- B cos (&;-f C) , 
relations qni ydrifient la constmction sur laquelle elles sont fondifes, puisqu'elles sont les mêmes qne 
celles que donne dans ce cas la tb^orie. Yoycs pour le cas général U démonstiaiion de Lagrange, 3îém* da 
Berlin, 1782, pag. 239. 
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Orbites delà L'artîclc 7 est consacré aux mêmes recherches relatiYement aux orbites de la Terre'; 
^^Sltra.^*""* de Vénus et de Mars, dont il désigne les masses par T, T*, T**, et les variables par 
les mêmes lettres que pour les deux premières planètes » marquées de deux, de trois 
on de quatre traits. Il néglige l'action de Mercure > et substitue les yaleurs précédentes 
^ de s, u , s\ vf dans les six équations restantes , qui sont linéaires du premier ordrê 
en 5'^ u", s^y etc. Il 7 satisfait en donnant à chaque yariable une râleur composée de 
trois termes périodiques j^^dont la substitution lui donne, en comparant séparément les 
termes qui ont en facteur tes sin. ou cos. des angles m^bt'^'Qy et -f-r> ^^ équations 
de condition; les trois premières serrent à déterminer B*, B*, B*^, et les trois autres 
donnent, par Télimination , une équation finale du trobième degré en c, qui , ajant trois 
racines c, rf, e, introduit deux noureaux termes, multipliés par les lettres D et E affec* 
fées de deux, trois ou quatre traits, dans ks râleurs complètes de chaque yariable. 
Connaissant ces trois racines , on peut déterminer , à Faide des deux dernières équations 
de condition , les rapports des trois quantités C, C**, C**, en y substituant la râleur de c, 
et de même ceux des lettres D*, D*, D**, E", E**, E*^, en y changeant successirement e 
tnd et en e. L'auteur remarque que , quoiqu'à la rigueur le choix de ces équations de 
condition soit indiiFérent pour ces déterminations^ il conrient de les combiner de manière 
à ce qu'elles ne donnent pas pour les râleurs des inconnues, des fractions dont le numéra^ 
teur et le dénominateur soient à la fois des nombres très petits , auquel cas une errenr 
très petite dans ces nombres en produirait une beaucoup plus grande dans la râleur de 
leur rapport. Il ne s'occupe pas de déterminer si les angles «'', «*, #*^ ont des limites on 
non ; ce qui serait difficile , dit-il , parce que les expressions des quantités 5', j*, ^'* 
condennent plusieurs termes ; et il termine cet article en donnant les formules des raria» 
Orbite de tions annuelles des deux élémens pour les trois planètes.Il passe ensuite à l'orbite de Mcr- 
crcure. curé, dans l'art. 8, et intègre de la même manière les équations différentielles qui s'y rap- 

portent , et qui deyiennent très simples , en supposant connus les mouremens des orbites 
der autres planètes. Enfin il s'occupe, dans l'art, g, des changemens de latitude et de Ion** 
gitnde des étoiles fixes, causés par le déplacement de l'orbite de la Terre , et il donne des 
Tables dîTcrses, tables qui s'étendent jusqu'à ringt siècles , tant arant qu'après 1760, pour calculer ces ra- 
riations séculaires , de même que celles de l'obliquité de l'éclîptique et de la longueur de 
Tannée tropique. Il en conclat que l'obliquité de l'écliptique a dû diminuer pendant tout 
cet espace de temps, que sa diminution séculaire actuelle est de 56^, et que l'année 
tropique est maintenant de a 1^76 plus courte qu'elle ne l'était du temps d'Hipparque, 
a« Mémoire * Les Mémoires de l'Académie, pour 177a , 1" partie, publiés en 1776, contiennent des 
•ar ]c8 in^aii^ Recherches de Lagrange sur la manière déformer des tables des planètes ^ après les 
tes sccuJaifcs. observations , qui ne sont pas de notre sujet ; ils renferment aussi un Mémoire de 
M. Laplace, sur les solutions particulières des équations différentielles ^ et sur les 
n inégalités séculaires des planètes, u J'ai déjà donné, dit -il, Ç i3, les exprès^- 
fi sions différentielles des inégalités séculaires des planètes sous une forme aussi simple 
ri qu'on puisse le désirer; je m'étais proposé depuis longtemps de les intégrer ; mais 
D le peu d'utilité de ce calcul pour les besoins de l'Astronomie, joint aux difficultés 
yi qu'il présentait, m'^rait fait abandonner cette idée, et j'ayoue que je ne Taurais pas 
D. reprise , sans la lecture d'un excellent Mémoire que M* de la Grange rient d'enroyer 
D à l'Académie. Cet illustre géomètre , au moyen d'une transformation heureuse^ rédait 
91 le problème de^ yari^tions du nœud et de l'inclinaison j à Tintégration d'autant d*équa« 
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n ttood différentielles linéaires du premier ordre qu'il y a d^inconnués ; il donne ensuite 

I» une méthode fort ingénieuse pour les intégrer > et pour déterminer les constantes que 

» renferme Fintégrale, quel que soit le nombre des plaoètes.En employant la même transo 

ji formation, j'ai tiré les mêmes équations de mes formules ; j'ai de plus cherché si Ton Jj^^**^° ^^ 

n ne pourrait pas déterminer d'une manière analogue les inégalités séculaires de Texcen^ dontient les va- 

11 tricité et du mouvement de l'aphélie, et j'y suis heureusement parvenu. 7» Mmridi^cî'*d« 

Pour arriver à ce dernier résultat , l'auteur part des formule» différentielles qu'il a ob- Taphélic. 
tenues dans son précédent Mémoire , pour les variations de la longitude de l'aphélie L» 
et du rapport e de Texcentricité-au demi-grand axe d'une planète dontJa masse est ff*. Il 
£dt usage des mêmes notations , en désignant de plus , à l'exemple de Lagrange , par 
des nombres placés entre deux crochets , les coei&ciens de chaque terme (*)• H substitue 
alors à e et L de nouvelles variables x = e sinL,^ =e cos L, et faisant usage des même* 
notations accentuées pour tontes les planètes du syst^e , il obtient sans difficulté lea 
expressions générales de i£r, <2y, daf, etc, en fonction du temps et des variables 
se, y, j/, etc., multipliées parles coefficîens (0,1), (ôlî)> (o,fl)i etc. (**). Ces formule» 
ont une forme à peu près semblable à celle des équations du mouvement des nœuds et d^ 
1 bclînaison auxquelles elles sont réductib]es,en supposant (0^1 )=(o, 1) , (o,a) =2 (0,2), etc-; 
s'il y a 71 planètes , et par conséquent 2/1 variables, on a un nombre un d'équations dif-« 
féreotielles linéaires du premier ordre pour les déterminer; leur intégration est tout-^-f ait 
analogue à celle du premier système; et lorsque x^y , af, etc., sont connus, on e» 
conclut facilement ^, L, é', etc. , au moyen des relations qui les lient. 

L'auteur ayant envoyé à Lagrange ses Recherches sur les inégalités séculaires des Pla- 
nètes , lorsqu'elles forent imprimées, celui-ci lui communiqua, dans une lettre datée du 
10 avril 1775, une méthode très élégante pour trouver directement les équations diffé- 
rentielles de l'excentricité et de l'aphélie , en employant la solution du problème des 
trois corps de Clairaut, et la même tranformation de coordonnées que M. Laplace. Ge 
dernier la fit paraître textuellement dans des Additions à son Mémoire , que l'on trouve à 
la fin du volume cité. H y ajouta l'exposition succincte d'une nouvelle méthode d'approxî- 

(*) L^aatenr suppose -> a= «, (i — m cosS +*•)*' = ^4-ii cosô •+• etc. ; U d^ighe pair ■■ ' i ■ le 
rapport da temps de la révolation de la Terre à celai de la planète troublëe) et faisant 
>a&,/// ^^ =(o,î), - C*,(i+aO— 3As]«/— 3j— =(o,i), etc., 
ses formules deiieiment 

JL= (o,i)A — (o,i)-cos(L'— L)A-Hctc., «fe=: (o,t)c'</f«m(L'— L) -fetc. 
( *♦) Soit fait jB ^: e sinL , jnf=i e cos L , af ss^e' sin L', y* = éoa^ Lt\ etc. , d'où Ton tire 
^^V^?^hr, ««8L = p*='^^^» coe(L^-^L)« ^^y , etc.; 
les formtdes précédentes détiennent alors 

ydx — xdy = (*» -fr^Xo^ï^' — (^)dt (xJt'-f:^) -♦- etc. , xdx^df = {!^i)dt [fsf^ sf)^ etc. ; 
d^oii Ton ûre ûcilemenc^ par Télimination , les équations 

dx =:'dt {[(0,0 + (o,a) + etc.]y — (ô^)^ — (ô^)/' r- «c } , 
dr=:-HÎ« { C(o,i) + (o,a) + etc.] x - (o,i) j/ — (o,:») x" — etc. } , 
amquellef on satisfait en posant x = Asin (A(-H «) , jr == Acos (kt+ ft}i ^= A'8in(Af •{-«), etc. 
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MédiodepoDr mation à laquelle les recberclies précédentes l'avaient conduit, a Elle est générale , dit-iî,' 
!<»» arci de cex^ ** «* sur-tout fort simple , quel que soit le nombre des yarîables , tandis que les méthodes 
fi déjà connues mènent à des calculs impraticables lorsque le n(»nbre des variables est 
9> indéfini. Elle consiste à faire varier les constantes arbitraires dans les intégrales ap- 
» prochées ^ et à faire disparaître , par ce moyen , les arcs de cercle , lorsque cela est 
j» possible. Cette manière de faire ainsi varier les constantes arbitraires ^ est, si je ne me 
9) trompe, absolument nouvelle, et d*une grande fécondité dans l'analyse. Elle est très 
9t utile lorsque les variables dont fonctions de quantités périodiques, et d'autres quantités 
9t croissant très lentement, ce qui est le cas de toutes les questions relatives à l'Astronomie 
» physique, n 

Nous avons déjà vu que , lorsque dans «ne équation diiFérentielle du second ordre 
en y, par rapport au temps < , il se rencontre des termes qui contiennent les puissances 
de y , ou leurs produits par les fonctions périodiques de t, multipliées par un coei&cient 
très petit #; si, après avoir supposé # = et intégré, l'on substitue dans le terme de 
l'ordre «la valeur obtenue pour j^, une nouvelle intégration introduit dans cette va- 
leur des termes où les sin. et cos. de t sont multipliés par la première puissance da 
temps. Si Ton pousse FapprcKximation jusqu'à Tordre #*, on voit naître de la même 
suanière des termes qui contiennent le carré du temps en dehors des signes périodiques » 
et ainsi de suite. Pour remédier à cette introductioA , M. Laplace, après avoir intégré 
^ dçux reprises , ainsi que nous venons de l'indiquer , avec deux constantes arbitraires p 
et q , qu'on détermine par les valeurs de^ et de sa dérivée quand ^ = 0, fait enr 
auite < = T -(" ^i 9 ^^^tns l'équation diiFérentielle , T étant constant, et intègre de nou- 
veau celle-ci, ainsi modifiée , avec deux constantes p„ q,, jusqu'à l'ordre « inclusivement. 
Si l'on avait # = o , la comparaison des deux valeurs de y provenant de l'intégration^ 
donnerait/?, z=ip,q^z=zq\ ^nsi ces constantes ne diffèrent que de quantités de l'ordre «. 
L'auteur suppose alors qu'on ait p, = p + /"p , (7^ =5 ç + ^7 ; ^ retranche la première 
valeur de j^ de laseconde^ après avoir substitué dans celle-'ci t — T au lieu de tj^ et comme 
^Ues doivent être identiques , il, en tire une équation de condition ; celle-ci se partage , 
à cause de t variable et de T supposé constant, en deux autres qui lui donnent les va** 
leurs de ^p et i'q en fonction de (7 et de p inultipliés par #T. Il conclut de là que p et g 
sont fonctions de «T , et que p, et (/, peuvent être développés par la série de Taylor , 
suivant les ceefficiens différentiels de p et de ^ , par rapport à # T, multipliés par les 
puissances de «T. Il réduit ainsi les deux relations trouvées , en y comparant les termes 
multipliés par «T, à deux équations linéaires du premier ordre. L'intégration de celles-ci 
avec deux nouvelles constantes/et yj , lui donne les expressions de p et de ^ après le temps T, 
ou , ce qui est la même chose, les valeurs de p, et de </, ; il les substitue dans la dernière 
valeur de ^, en y supposant ^ = o; et détruisant ainsi les arcs de cercle» en faisant 
rentrer «T sous les signes sin. etcos. ,il obtient la véritable expression de y après le temps 
quelconque T, lorsqu'on néglige les quantités de l'ordre «* (*). Si Ton voulait porter U 

(*) Soii , par exemple , IVquatîon -Tj; ^-J' = «y^ cos « * intégrer jasqu^h Tordre « tnclusÎTeraeot. 

On a , quand a ^ o, jr sr p^in 1 4- ^ cos t j soie maintenant X^=^p sint + ^ co8£ 4- «s; on obtiendrai 
lea intégrant IVquation en 2, 

^= ^p4-|5«)sin« + (9+jP«)coat-yg8in3«-j|cof3r, 
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^nrëdslon ]Uâqu*aiix quantités de cet ordre» il faudrait opérer delà même manière» en 
bîsant varier les nouvelles arbitraires/*» /j» et ainsi de suite. 

La méthode précédente se trouve développée avec plus d*étendae , et appliquée an Nonrean M^* 
mouvement des planètes» dans un grand Mémoire de M. Laplace» compris dans ceux pi^ee sur la thëo- 
de l'Académie» pour 177a, a* part.» et intitulé : Recherches sur le Calcul intégral, rie des planèiet. 
et sur le système du Monde. L'auteur » après avoir fait » dans le préambule de cet 
ouvrage » une exposition rapide et lumineuse des principales méthodes par lesquelles p .. ^^^^ 
on a intégré par approximation les équations du mouvement des planètes » et des diffi- Méihodcs géa<- 
cultés de cette théorie » applique sa nouvelle méthode à trois difFérens exemples , en ^ 
allant» dans le dernier, jusqu'aux quantités de Tordre #*» et en déterminant à chaqua 
approximation les constantes arbitraires » de manière à faire disparaître les arcs de 
cercle. Il expose ensuite un nouveau procédé dans lequel, au lieu de répéter l'opération 
autant de fois qu'il y a d'approximations , on intègre l'équation différentielle en poussant 
la précision jusqu'aux quantités de l'ordre auquel on veut s'arrêter , et en conservant 
d'abord les arcs de cercle» que l'on fait disparaître ensuite par une seule opération. 

Supposant, par exemple» que l'on veuille aller jusqu'à l'ordre #* inclusivement» il pose 
y = a -4- «»' + «***; il substitue cette valeur de^ dans l'équation différentielle ; et com-* 
parant séparément les termes sans #, ceux de l'ordre « et ceux de l'ordre «*, il ob*- 
tient trois équations du second ordre, qui lui donnent» en les intégrant successivement» 
les valeurs de z » z', z", et de là celle de y. Celle-ci comprend deux constantes p et q, 
et contient des termes où sin t et cos t sont multipliés par t et t* , et d'autres de la 
forme mH sin at, mH cos at. Ce sont tous ces termes qu'il s'agit de faire disparutre. L'au<* 
teur suit alors la méthode dont nous venons de parler; il fait voir qu'on peut» sans 
intégrer une seconde fois » conclure de l'intégrale précédente celle qui se rapporte au 
cas où l'on a ^ = T -f- 1^ » en changeant dans la première penp^,q enq^, ten t,, et en 
mettant T -f*^^ au lieu de t sous les sinus et les cosinus. 11 compare» dans l'une» et dans 
l'autre valeur de j^» les coeificiens de amt et cost» et obtient ainsi deux équations où 
il fait ^^=0» et où il substitue pour p^ et q^ leurs développémens. Il obtient ensuite» ea 

Soit maîncenaiit f s T -f- <■ » Tëquatioa générale devient ^fr + J^ = «f coa 9( T -f i) » et donne , «a 

a'intégrant, r ^rP-^ 7 '7«'«^ "n(T+«i) + r^iH-TMi^ cos (T +«,)•<. etc. 

Si Ton snbstitnc dans cette ralenr <*-T an lien dcd^ p^jp^ Ç'hiq au Hen de pu et çt, ût 
^n'on en reiranche la précédente» on aura» en égalant séparément à séro les' coefficieQs| dé sin C et cos e» 

• m dp X* d*p do X* d*Q 
et comme Ton a , en faisant 7T=:x î^/' = *3j + -r ^ +eiC#j /Jy = x-^-f ^^ + etc. » 

les épiadons précédentes deviendront , en y comparant les quantités de Tordre x» . ' ' 

d^oà Ton tire» en faisant pssfe^'f g^sge'», et en substituant :/=^, it = d:i» et delà 

ce qui donne 

y =/c**'^|sin T + cos T — ^ (sin 3T -^ coe 3T) I + /»e~^*'^|sin T -ços T- ^ (sioST-coaST; j. 

n3 
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oomparant séparément les termes multipliés par T, deux équations du premier ordre, qd*il 
combine et transforme pour les rendre linéaires 1 et d*oû il tire , par Tintégratioii > les 
valeurs de p et de ^ ; et comme les coeiBciens de T, ceux de TS etc. , doivent être 
égaux séparément , ces valeurs satisfont aux équatioûs qui résulteraient de la comparaison 
des coeiRciens de T^ et des puissances supérieures s'il j en entrait > dans les valeurs 
de y ; il les 6td>stîtue alors dans la dernière ^ en y supposant t, s= o , et obtient une 
expression qui est tout-i*&it la même que celle à laquelle il était paryenu par le 
procédé successif. 
Edairdssement Ayant de suivre Tauteur dans les nouvelles applications qu'il fait desa méthode , nous 
d'une difficulté, j^y^ng ^^ ^,j j^^x. d'une remarque sur ce sujet , qu'il a insérée dans des Aiditiont i la 
suite de ce Mémoire. Il observe^ p. 554 > ^^Pi 9> et leurs coeiBciens différentieb étant 
les valeurs de p^» 4;^ y etc. lorsque j^ = o^ ne sont point fonctions de jc ; et que cependant, en 

intégrant les équations ^ =</, -~-=p, il a regardé ces quantités comme des fonctions 

de X. Pour résoudre cette difficulté^ il t^prend le premier exemple cité> il ibit. .« 
<= T + T' •+• f^, , il parvient à Texpression de j^ , qui résulte de cette Supposition , en 
désignant par p^ et q^ les nouvelles constantes arbitraires-, il la compare ensuite à 
l'expression obtenue dans le cas de t = T + ^^, et en déduit^ en fiiisant ^ «T' = af, 

do dit 

dx/=zàx^ les deux équations -^ zn q^ ^' =P> qui lui montrent que les relation* 

précédentes ont lieu , x étant quelconque , et qu'ainsi on peut, en les intégrant , regarder 
p et <jf comme fonctions de x. Ce rabonnement pouvant s'appliquer à tous les exemples 
que l'auteur a donnée, sert, dlt^l, non-^seulement à mettre sa méthode hors de toute 
atteinte, mais encore à présenter une idée nette du principe métaphysique sur lequel 
«lie est fondée. Il ajoute que l'ayant envoyée à M. de Lagrange, Celui-ci lui répondît qu'il 
en avait pareillement imaginé une qui y avait rapport. M. Laplace la donne telle que 
l'auteur la lui avait communiquée > et il remarque que, quoiqu'elle conduise à deux 
équations différentielles du second ordre entre p et (7 , on voit , avec un peu d'attention » 
-que les coefliciess différentiels du second ordre sont d'un ordre de grandeur moindre 
que ceux du premier « et peuvent être négligés , ce qui abaisse les équations au premier 
ordre, et les fait rentrer dans celles que donne sa méthode. 
Intëmtîon d'an ^^^ les deux premiers articles du Mémoire dont nous nous occupons , l'auteur n'» 
système djëqua- considéré que les équations différentielles À deux variables*, il s'occupe, dans l'article 5 , 
à^ceîle» det^pL-* d'un système de n équations sjrmétriques , du second ordre entre n variables y , 
oètcs. yf^ g^ç^ gf le temps t. Ces équations, qui sont à peu près du même genre que 

celles du mouvement des planètes , mèneraient à des calculs impraticables si elles étaient 
traitées par les méthodes déjà connues. L'application qu'il fait alors de son nouveau 
procédé, en poussant l'approximation jusqu'à Tordre n, le conduit à un nombre d'é- 
quations linéaires du premier ordre , qui esf égal à celui des constantes h, /, h\ etc. , 
devenues variables ; il intègre ces équations , qui ^ont tout-à-fait analogues à celles 
qui donnent les inégalités séculaires , par un procédé semblable à celui qu'on 
emploie pour celles-ci. La substitution des valeurs périodiques i sin ( /x + «r)> 
V sin (Jx -+-«■), etc. , supposées à h, h\ etc. , donne des équations de condition d'où 
l'on peut tirer par l'élimination la valeur de f. L'auteur cite la règle donnée pour cet 
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,Db)et par M* Cramer» dans son Introduction à Vanalyse des lignes courbes } il reprend 
.ensuite cette matière ^ et donne quelques procédés plus simples que ceux qui sont déji 
connus pour éliminer entre un nombre quelconque d'équations du premier degré. 

La seconde partie de ce Mémoire commence à Tartiçle 8 , intitulé : Application Çf?!'*'"?^*"}^ 
<re la méthode précédente à la théorie des planètes: a Je me propose > dit Fauteur , nètet. 
P de considérer toutes les inégalités, tant périodiques que séculaires , du mouvenoient 
>i de ces corps ; on yerra avec quelle facilité la méthode précédente donne ces inéga^ 
ji lités ; et j'ose me flatter que cette discussion intéressera les géomètres par sa généralité» 
T) et sur-tout par l'exactitude de ses résultats. » ^ous avons déjà dit un mot, p. io3 , df 
la manière dont il parvient ici, de même que dans le tome 7 des Sav. Etrangers , p. 167^ 
«aux équations générales du mouvement d'un point sollicité par des forces quelconques « 
enfonction des coordonnées polaires; il en tire celles qui déterminent séparément diacun^ 
de ces coordonnées , en prenant pour variable indépendante l'angle ç, que Fait la projec-- 
tien r du rayon vecteur avec l'axe des x\ et il les applique, dans l'article 9, à la re** Mo«MHMnc 
cherche du mouvement des planètes autour du Soleil, en né^^igeant leur action les unei eUîpti^iu. 
sur les autres. Il suppose d'abord que le plan fixe des xy soit celui de l'orbite , et déterminf 
complètement toutes les circonstances du mouvement elliptique. Nous citerons^ commf 
digne d'être remarqué , le procédé par lequel il obtient immédiatement par l'intégration 
la valeur approchée de ^ en fonction des cosinus des divers multiples du moyen mou- 
vement nt, et de là celle du rayon vecteur en fonction des sinus des mêmes angles , sans 
avoir recours au retour des suites (^). Ij'auteur suppose ensuite que l'on veuille rapporter 
le mouvement de la planète à un autre plan très peu incliné à celui de son orbite et 
passant par le centre du Soleil ; il modifie ses formules suivant cette supposition, et caU 
cule ce qu'on appelle la réduction à técliptique. 

L'article 10 et les neuf suivans sont consacrés au calcul du mouvement des planètes MonTement 
autour du Soleil, «n ayant égard à leur acticm les unes sur les autres. M. Laplaoe y *^ ^' 
reprend les trois équations générales qui déterminent en fonction du temps les coori* 
données de la planète troublée ; il en différencie , par rapport à i", la partie elliptique^ 
et y ajoute les termes qui dépendent des forces perturbatrices , dont il détermine les 
valeurs ; m étant ici fort petit , il n'a égard qu'aux quantités des ocdres u et #""; et parmi 

(*) L'équation qui deternine # en fonciipn de C daas Torbite eUipûç[ae , est 

J f =S — ^ ZS Acb (l -« «•«•)" *(f.««0COtf)», 

en supposant Torigine dM angles f et ne à TapYidie , et en désignant par «e rexcentricic^. M. Laplace 
pose f ss nt + ««•+• «'s^-f* etc. , et il en tire, par la différenciation, une Talenr de dp» Il substitue la 
▼aleur supposée de p dans le second membre de Féquation ci-dessut, et le développe en suites ascen- 
dantes par jrappott à a, en s'acréunt à 4* ; il compare S4<parémeiit Jes ternes de foidra «, et ceux de 
Tordre «* de cette seconde Taleur de dp, avec ceux de la première, et en conclnt 

* d^ss— Miulecosiiff <2a' = ii<ft rae*-^aerslai< -f-*— ooaanl jt 

d^oSi il tire , par Tintégration et la substitution , 

5 
f sa nt — 2Menant + 7 «*«* s>n aii< -f- etc. , 

et de là r^^-^ssafi-h ^^ + «0 cos si — î-2- coi a»«+ etc. J. 
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les termes de ce dernier ordre^ il ne conâidère que cenx qui peuvent produire, dans la valeur 
de ^ç, des quantités de la forme l^'m^ht^y d*oû résulterait une équation séculaire 
dans le moyen mouyement de la planète. Il distingue alors , par des variables particu- 
lières , les parties des valeurs de f^ et /r qui sont sans «, de Tordre #, ou de Tordre «• (*) ; 
il substitue ces valeurs dans les équations, en Remplaçant partout ^, t, s , ç\ /, s' 
par leurs expressions elliptiques > ce qui est permis lorsqu'on néglige les quantités de 
l'ordre (^iu'y; il compare ensuite séparément les termes de chaque ordre; etTéquatioQ 
du premier ordre , qui détermine fp , en donne alors trob autres entre les nouvelles va- 
riables XfO/etS^ celle du second ordre , qui détermine ir, se partage de même en trois 
autres , entre ^, y' et a ; enfin Téquation du second ordre en ^^ en donne une autre , oà 
z est la variable principale, et où, comme dans les précédentes^ aucun terme ne se trouve 
plus multiplié par • ou par la masse perturbatrice Jjw'. 
D^reloppemwit L'article i3 de ce Mémoire est remarquable , parce qu'il contient des procédés nou- 

de la fonction ir- t j/ i i r . . i . , . « , . . « i 

rattonoellc. veaux sur le développement du facteur irrationnel introduit , par la substitution de la 
valeur de la distance rectiligne v des deux planètes , dans les termes qui proviennent des 
forces. L'auteur ayant remplacé les inclinaisons par leurs valeurs en fonction des lati« 
tudes , désigne par q une fonction de celles-ci et des rayons vecteurs r, Y y sjrmétrique 

par rapport à ces derniers. Il a alors à développer le facteur fi — 7C0s(f — ç)3"' 
en une suite de termes de la forme 6 -f- ii cos ( ^' — ^ ) -|. 2^^ cos a (ç' — f ) + etc. ; 
et comme les quantités h , biy b^ sont fonctions de la variable q , dont les variation» 
sont de Tordre « , et que Ton veut porter dans certains cas la précision jusqu'aux quan* 
tités de Tordre «•, il fait ç = A 4- «A', h étant constant, et réduit 6, ft,, etc. , d'aprè* 
la série de Maclaurin, en suites ascendantes par rapport à «, et de la forme •^ 

<•"■> + •»' ©+=vQ +-•■ c.) + -»' (f ) +-. 

OÙ les quantités, multipliées par les puissances de «A, sont ce que deviennent....»] 

h, T-, T-;;» , ctc. , i„ -7^ etc, lorsqu'on y substitue h an lieu de q. Il ne s'agit plu» 

alOTs que d'avoir les valeurs de ces derniers coefEciens différentiels. L'auteur parvient 
bien simplement à des relations qui déterminent ceuxdtt^remier ordre relatifs à b^, bz, etc., 
lorsqu'on connaît ceux qui se rapportent à & et b^\ la différenciation de la valeur de é„ 
_ en fonction des deux premiers coefficiens de la série , lui sert à déterminer aussi les dé- 
rivées de b et de b^ en fonction des mêmes coefficiens (^^), et il en conclut facilement^ 

(♦) Il fait . 

(•*) En effet, soit 

TequaUcn identique 

[1— ÇCOi(f'— f)]'^ 

donne » en y rabtiitaBnt de part et diantre, pour [i —9 co« (fi'— f}]]*^, et pooi fa diffcrenlidUc par sapi 
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CHAPITRE QtATRIÉMIL 181 

par la différenciation^ les valenrs des dérivées du second ordre^ qui» étant dé)à multipliées 
par «I*, sont les dernières auxquelles il ait égard. 

r^ous n entrerons pas dans le détail du développement des divers termes des équa- 
tions dilTérentièlIes suivant les cosinus des multiples des moyens mouvemens et de leun 
combiaaisons ^ auquel Fauteur consacre les trois articles suivans, et d*où il tire par 
l'intégration les valeurs de ^r, d.i)p et ^s, aux quantités près de Tordre «*. Nous de- 
vons remarquer cependant que jamais peut - être des calculs analytiques aussi pénibles 
n'avaient encore été faits 4vec tant de soin et exposés avec tant de détails. C'est 
à l'auteur de ce travail qu'on doit > plus qu'à tout autre , d'avoir introduit dans les re- 
cherches de ce genre cette précieuse exactitude qui , sans diminuer l'éclat du génie ^ 
consolide si puissamment les résultats qu'il fait atteindre. 

M. Laplace détermine, dans l'article ij, les termes de l'ordre m* qui sont propor- Yanadoni dîf' 
tionnels à t ^ dans les expressions de d.ff et ^r, et vérifie, en trouvant ff = o après Siemens, 
toutes les réductions , que l'équation séculaire du moyen mouvement de la planète est 
nulle dans cette limite. Il parvient ensuite, dans l'article 18, aux variations diffé- 
rentielles des autres élémens , en mettant les expressions de r et de ^ sous une forma 
analogue i celle de leurs valeurs elliptiques , et en les comparant mutuellement ; et la 
troisième loi de Kepler, indiquant que si après plusieurs siècles les grands axes des 
orbites devenaient plus ou moins grands , les révolutions deviendraient moins ou plus 
rapides, lui fait voir qu'on peut conclure, de la constance du moyen mouvement, que 
la variation du grand axe est nulle -, le calcul lui prouve en effet que les termes pro- 
portionnels au temps qui se trouvent dans l'expression de r, ne sont dus qu'aux variations 
de l'excentricité et de l'inclinaison , dont le carré se trouve dans la valeur de r , lorsqu'on 
suppose J)k«' = o. 

L'auteur remarque, dans l'article suivant , que si l'on a un argument tel que Remarque mt 

cos^ {n't — nt -f-B), q étant un nombre entier quelconque, on verra aisément 9^'il g^^n ^^JÎ!' ^^^' 
faut porter la précision j usqu'aux quantités de l'ordre m* pour en retrouver un pareil , et que si p^iodiqae». 

l'on en considère un autre de la forme me cos (n'<— -dnt-f-B — ê) , il faut, pour retrouver 

• 

port à 7, lears valeurs, et en comparant séparément les coeflkiens constans, ceni des cosinns de Tangle 
9' — f et de ses multiples, 

3-=^, + ^^, ^;25- = îiQf^-H93-;+fc*.+ç;j-, etc. 

On a d'ailleurs b% =: ■ j' J^^ ' *' \ cette valeur étant substituée , ainsi que sa dérivée par rapport à ^, 

db b dh 

dans la seconde des équations précédentes, la réduit à — = ^fjib •» -^ -h a^ ^ $ et l'on tire de là 

db^ ^ ^t(At*-i)H-%t*^y dbt ^ ayu^^f-^iCA^y* — 1) , 

dq "^ a(i— ^") * dq "" ^(i— Ç*) ' 

ce qui donne, dans le cas oii /u =s - , en remarquant que la partie constante de la nlear de ^ eif 
~—z:zh, etenfa.«int^ = ., ^=*==.;-p^. 

rA.^-iMi±i±?(*«)* rdh^\_ z{b){i^i*Y (a.)(i4i>)(fH»'-N' o .,. . 
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:»où pareil, porter U préciûon jusqu'aux quantités de Tordre «^; c est ce qui prouve qo^ 
réquatîon séculaire du moyen mouvement est nulle, même en ayant égard aux termes d(e 
J'ordre d^i'ft. De là on peut conclure généralement que le même argument ne peut être 
reproduit que par les quantités des ordres t^, «S ^tc. , s'il se trouve pour la première îoHm 
parmi les termes des ordres «% «*, etc. , ou par les quantités des ordres #^, i^, etc. , s'il 
se trouve pour la première fois parmi des termes des ordres «, »^, etc. Nous verrons danfi 
,1a suite [^importance dç cette remarque. 

Applîcadonde L*article 20 a pour objet l'application aux valeurs obtenues pour r, s, et —, qiiireiiP< 

lûjpoiétfaodc pour ^^ 

foire disparaître ferment chacune des sin, ou cos. multipliés par /if, de la méthode exposée dans la première 

" partie, pour faire disparaître les arcs de cercle. Pour cela, au lieu de chercher, comme dans 

ce qui précède^ àfaire entrer sous les signes périodiques la plupart des termes variables comme 

facteurs de nt, Tauteiu: décompose les sin. et cos. qui se trouvent multipliés par nt dans les 

expressions précé4entes , de manière à les réduire à la forme cos (nf+Bi) et sin (/iZ+B, ), 

Bt étant l'angle compris^ à l'origine du mouvement, entre la projection de la planète 

troublée P et la ligne fixe d'où l'on commence à compter les longitudes; il désigne 

par Pf g i h , l, p\ q^y etc., les quantités «e sinAj me cos A, «y sin C, «y cosC, 

été sin A', etc., où A, A', etc., sont les distances des projections des aphélies de P, P', etc.^ 

â la ligne fixe , et G , C\ etc. , les distances de leurs nœuds à la même ligne. Ces trans.* 

formations sont les mêmes que celles dont nous avons vu l'introduction au commence^ 

ment de ce chapitre, et l'emploi que l'auteur fait ensuite de sa méthode pour faire 

disparaître les arcs de cercle, le conduit aussi aux mêmes équations que celles queLagrange 

et lui avaient déjà troi^vées d'une autre manière pour déterminer les inégalités séculaires 

des mouvemens des nœuds et de l'aphélie , de l'inclinaison et de l'excentricité (*). 

Varianons «©• a II me resterait , dit-il ensuite dans l'article a i , à appliquer la théorie précédente 

lit! et de rexc<ni- Y* AUX différentes planètes ; mais la longueur déjà trop grande de ce Mémoire m'oblige 

eideSai ^^^^ ^ de renvoyer ces applications à un autre temps; je me bornerai donc ici à déterminer 



('^) Eln effet, les valeurs définitives de ret de i sont 
r I 



l + [>H-(o,î)<7«— (ô,T)<7'«] »in (nt -f- B,) + C<7 — (o,i) pu -+• (ôli) j/u] cos (r£-|-B.} -f*. etc. } 



9 = [/+(o,i)Ai*— (o,i)^tt]8iB(/it-f-B,) — [/* — (o,i)/tt-4.(o,i)rtt]oos(/i«+B.) 4-€tc., 
ea supposant 7 i(&,) ^f/ Mt = (o,ï)u, - ^ft») (i -f-i») — 3ï(5)] fy^,nt = (ôiî) u j si Ton fait 

-1. 



^=(o,i),-(o,.),', ^^-(o,t> + (5T)p', ^ = (0.0 A -(0,1) A', ^=(o,x)e-{o,x)l, 
la première éqnation donne, en y substituant pour^» -r- , etc. leurs valeurs tirëes des quatre antres, 
-7- =0, ce qui sert à vérifier que la rariation de la moyenne distance est nulle. Si Ton suppose autant 

de termes et autant d'équations de condition analogues qu'il y a de planètes, on aura, en intégrant ces 
équations, les valeurs de p, q, p\ etc., qui serviront à déterminer les inégalités séculaires de quatre 

élémens, et qui, étant substituées dans les expressîotis de ^^i < ^ jI» penaetlroot d'effdoer les arcs d« 
cercle qurs^y remçoDUeD(r 
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91 les inégalités séculaires de Jupiter et de Saturne ^ et parmi ces inégalités je ne con- 
» sidérerai que celles du mouvement des aphélies et des excentricités. ?» il trouve , eff 
exécutant tous les calculs qui se rapportent à ce cas , que les excentricités de ces deux 
planètes sont soumises à de petites variations, dont la période est de 347a3 ans , et que 
les moyens mouvemensde leurs aphélies ont pour expressions 3',888a7 et aa'jSBo x, en 
désignant par x le nombre d'années écoulées depuis le commencement de lySo. 

L'auteur détermine enfin le mouvement des planètes y en supposant qu'elles se meuvent 
dans un milieu très peu résistant, pendant un temps quelconque illimité, ce que personne 
n'avait encore fait* 

Le tome 16 dea'Novi Commentarii de l'Académie de Péter^bourg, qui contient les Mémoîm â*Ktif 
Mémoires de 1 77 1 , en renferme un d'Euler, sur les inégalités de laTerre causées par tac Y\ïu sur la thco- 
tion de Vénus. Après y avoir développé par ordres successifs les 'équations différentielles rie de la Terre, 
en coordonnées rectangulaires , par la méthode de sa seconde théorie de la Lune , qu'il 
a appliquée aussi, en 1778, à la recherche de l'anomalie vraie par l'anomalie moyenne, 
l'auteur désespérant de réduire l'expression de la distance mutuelle vt des deux planètes 
en série convergente , a recours à la quadrature mécanique des courbes pour la détermi- 
ner. Pour cela, il divise en intervalles de 5® l'espace compris entre deux conjonctions 
consécutives de ces planètes , et il prescrit de calculer la quantité >v pour toutes les va- 
leurs successives données à l'élongation p , de tirer de là celles des forces pertuibatrices 
qui y correspondent , de regarder ensuite ces quantités comme les ordonnées consécu-' 
tîves d'une courbe, et d'en conclure les valeurs de son aîre par la sommation arithmé- 
tique des accroissemens élémentaires. Il confia l'exécution de ce travail numérique à 
Lexell, qui construisit une table des perturbations qui en résultaient. Euler ayant repris 
ce sujet dans la première partie des Acla Petr, pour 1778, et comparé la table précé- 
dente avec celles queLacaille et Mayer avaient déduites de la théorie de Clairaut, trouva 
entre elles de très grandes différences , qu'il attribua à l'insuffisance de la méthode du 
développement en séries convergentes, dont il était cependant l'auteur. Il entreprit^ 
pour s'en assurer, le calcul des mêmes perturbations , en suivant cette dernière mé*> 
tiiode , et il chargea Fuss de la construction de la table qui résultait de ses formules. 
Ce fut alors que Lexell, ayant repris, sur l'invitation de M. Laplace, l'examen des 
calculs sur lesquels la sienne était fondée , ^'aperçut qu'il lui était échappé des fautea 
graves, et qu'il avait pris entr'autres une des intégrales avec un signe opposé à celui 
qu'elle devait avoir ; il en convint avec franchise ; il recommença d'après cela toutes les 
opérations , et parvint alors , par la méthode des quadratures , à des expressions numé-^ 
riqnes qui s'accordèrent assez bien avec les nombres que celle des séries avait donnés à 
Fuss. Celui-ci ayant refait aussi ses calculs, dans un Mémoire qui se trouve dans le 
volume de 1780 , partie I , obtint encore un plus grand accord, et fit voir l'avantage de 
son procédé pour la facilité et la brièveté du travail. 

On trouve aussi, dans le même volume de ce Recueil , deux Mémoires d'Euler : Tun 
sur les dilFérens genres de mouvement qui peuvent avoir lieu dans les satellites des 
planètes , et sur les caractères qui distinguent les planètes primaires des secondaires ; 
l'autre sur les mouvemens irréguliers qui peuvent exister dans le système du monde , et 
sur le moyen de les déterminer pendant un long espace de temps ; mais ces recherches 
étant de simple curiosité^ sortent par là de notre sujet. 
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CHAPITRE V. 

Mémoires de Lagrange insérés dans le Recueil de V Académie de Berlin, 
de 1776 a i784> etc., etc. 

pëmonstradon A.PB.ÈS avoir VU M. Laplace parvenir, par le calcul, à Finvariabilîté des moyens niouv»> 

SoScii^ des^mt ^®™®°* ^^^ planètes et de leurs distances moyennes au Soleil, en négligeant les qua* 

gali^du grand tri èmes puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites, et les carrés des 

moaremcni,^^*^" masses perturbatrices , nous arrivons à Tépoque mémorable où Lagrange , auquel ce 

résultat donna occasion de reprendre ce sujet, prouva, par wie analyse à la fois 

simple et lumineuse, que, quel que soit Tordre auquel on s'arrête par rapport aux ex« 

centr icités et aux inclinaisons , et par la nature même de notre système planétaire , les 

variations du grand axe sont périodiques. 

M. Playfair s'exprime à peu près en ces termes à ce sujet {Edimb, Aei^., janvier 1808, 
page 264) : u La découverte de ce grand principe , que nous pouvons co^sidérer comme 
lî le boulevard qui assure la stabilité de notre système , et qui ferme tout accès à la con- 
9) fusion^ et au désordre , doit rendre le nom de Lagrange immortel , et digne de la véné- 
7) ration de ceux qui se plaisent à contempler tout ce qui est excellent et sublime. Après 
n la découverte faite par Newton , de la loi générale des mouvemens des corps célestes, 
)) celle de Lagrange est sans doute la plus belle de TAstronomie physique; et, sous 
y) le rapport des causes finales, elle peut être envisagée comme la plus grande de 
» toutes. )> 

C'est dans un Mémoire de quatorze pages « compris dans ceux de Berlin pour 1776, 
daté du 24 octobre de cette année , et intitulé : Sur V altération des moyens mouvemens 
des planètes f que Lagrange parvient à ce grand résultat, et qu'il expose la méthode si 
Principes sur remarquable sur laquelle il repose. L'auteur considère, avec Euler, l'orbite des planètes 
l«t<niel8 elle est comme une ellipse dont les dimensions et la position varient d'un instant à l'autre ; il 
remarque que , comme dans les orbites invariables la durée des révolutions dépend uni- 
quement du grand axe de l'ellipse, il est naturel d'en conclure que dans les orbites va* 
riables , quand les variations sont très petites , on peut , sans erreur sensible , imaginer 
que les élémens demeurent les mêmes durant chaque révolution , et qu'ils ne changent 
que d'une révolution à l'autre, d'où il résulte évidemment que les variations du temps 
périodique ne peuvent venir que de celles du grand axe. 11 réduit ainsi la question pro- 
posée tt à déterminer les variations que doit subir le grand axe de l'orbite elliptique d'un 
j» corps mu autour d'un centre fixe , en vertu d'une force réciproquement proportion- 
rt nelle au carré de la distance, et dérangé en même temps par des forces perturbatrices 
i> données , très petites vis-à-vis de la force principale, y* 

L'auteur désigne par x^yy 2 les coordonnées rectangulaires du mobile au bout du 
tpmps t par rapport au corps central , par r la distance de ces deux corps , par X , Y, Z 
les composantes des forces perturbatrices dirigées suivant les trois axes , et par F Tatlrac- 
tion principale à l'unité de distance. II obtient alors les trois équations générales di) 
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jnoHvement en coordonnées rectangulaires, où Télément dt du temps est regardé comme 
constant (*). 

a Lorsque les forces perturbatrices sont nulles, dit-il, ces équations s'intègrent complète- VarUdondes 
ti ment, et donnent alors les valeurs finies de x , y, zen fonction de U avec six constantes âemen»parJ'ef- 

^* . . . , ' -^ fci des forces 

n arbitraires qui sont les élémens mêmes du mouvement elliptique. Si Ton dilFérencie les perturbatrices. 

n trois intégrales dont il s'agit, on aura six équations, à l'aide desquelles on pourra 

1» déterminer les six constantes arbitraires ena;,j^,«,t,-T--, J-, "17 >^^ ^'^^ ^^^^ 

n ainsi six équations différentielles du premier ordre, dont chacune renfermera une cons- 

i> tante arbitraire, et sera par conséquent une intégrale première des trois équations dif- 

« férentio-dilTcrentielles proposées. 

î» Soit donc V = ft une de ces équations du premier ordre , k étant la constante 

fi arbitraire, on aura, par la différenciation, dV = o, équation différentielle du se- 

» cond ordre, qui, ne contenant plus de constantes arbitraires, devra être identique 

» avec les équations proposées; d'où il s'ensuit que si dans l'expression de dV on 

9 substitue à la place des différentielles secondes d.-x-, d.-^, ^'Âf* ^®^* valeurs ti- 

yi rées des équations dont il s'agit , cette expression devra devenir identiquement nulle ; 
y* et la même cbose aura lieu à l'égard de chacune des six équations du premier ordre, 
j» qu'on aura trouvées. 

j) Cela posé, si l'on veut maintenant avoir égard aux forcés perturbatrices, il n'y aura 
» qu'à considérer que l'effet de ces forces consiste en ce que les valeurs des différentielles 
Il secondes de x, y, z augmentent des quantités — Xdt, — Ydt , — Zdt; si donc on 
n substitue ces valeurs ainsi augmentées dans l'expression de dV , il arrivera nécessai- 
n rement que tous les termes de cette expression se détruiront , à l'exception de ceux 
» qui viennent des forces perturbatrices ; et si l'on veut que l'effet de ces forces consiste i 
» faire varier les élémens , il n'y aura qu'à regarder k comme variable , et à égaler dk 
« à la partie de la valeur de dV qui provient des forces perturbatrices. On connaîtra 
9 ainsi les variations de k en vertu des forces X , Y, Z , et on aura des formules sem- 
j> biables pour les variations des six élémens de l'orbite du corps , supposée elliptique. 
. n On voit par là que les six équations différentielles du premier ordre , telles que 
1» V=ft, seront de la même forme, soit que les forces perturbatrices soient nulles ou 
91 non , la seule différence étant dans la valeur des quantités k , qui sont constantes dans 
n le premier cas et variables dans le second ; donc , si on élimine les trois dilFérences 
» premières , on aura les trois équations finies , qui seront encore de la même forme 
9) dans les deux cas ; ainsi les valeurs finies de a; , ^ , z, et celles de leurs différences 
19 premières seront toujours exprimées de la même manière par le temps t et par les 
i> six élémens de l'orbite ; par conséquent on pourra toujours regarder ces élémens comme 
p constans pendant un temps infiniment petit, n 

L'auteur applique ensuite cette belle théorie , devenue depuis si féconde entre ses 



{*) Ces éqaations sont 
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deAa'''?i'^^ mainâ ^ à U redierche des yariations du grand axe sa de l'orbite elliptique. Il tire de 
Itrtcédeate aux Téquation polaire de l'ellipse et de l'intégrale des aires , une antre intégrale première 
Sraod axe. ^ ^^ donne la yaleur de cet axe (^). Il la différencie en ne faisant varier que les dérivées 
de 07, j'^ s; il substitue ensuite, pour leurs différentielles, les parties de leurs valeurs qui 
proviennent des forces perturbatrices , et il obtient ainsi , pour la variation de l'inverse 
du grand axe , une formule très simple, savoir, la somme des produits de chacune d^ 
forces par l'élément de sa direction^ divisée par F(*^. II ne s'agit donc plus que de dé- 
terminer les valeurs de ces forces. Lagrange y parvient facilement pour le cas d'un 
nombre quelconque de planètes ; et il obtient, après les avoir substituées dans la for- 
mule, une fonction qui est différentielle exacte par rapport aux variables x,y, s. Il 
désigne par 12. son intégrale prise relativement à ces seules quantités ; c'est cette fono- 
tion des coordonnées et des distances, multipliées par les masses perturbatrices , qui réduit 
le calcul analytique, relatif à un nombre quelconque de planètes, à la même simplicité 
qu'il a dans le cas où il n'y en a qu'une , et qui depuis sa découverte, dont nous venons de 
voir l'occasion , a joué un si grand rôle dans la théorie des planètes, sous le nom de FonC" 
tion perturbatrice (***). 

{*) On trouve facilement cette raleor au moyen des équations précédentes, en j faisant X, Y, Z égaux 
i aéro. En effist, si on les multiplie alors respcctÎTement par d!ir, djr^ d^f qu^on les a)OUie, et qu^s 
intègre arec une constante C , on obtient l'équation 

dx* 4- dy* -h dz» F . r — -. ^ rfr' 4- r« rf«/« F . ^ 

«t Ton détermine G, en remarquant que Ton a à Paphelîe, dans le cas du mourement elfipdque^ 

i , \ àr «. . j • j 1 ^^^* F(i— e) • „ . . ,, 

r=ï=fl(i-f-c), 3" = ®» T'® rcquauon des aires donne alors , ■ = ■ ^ ^ , et .que l'on tire de là f 

F 
parla substitution, €:=— • 

^ aa 

l**) Lagrange j parvient en comparant la valeur trouvée pour — , avec Téquation A=s Y, et en mei« 
tant ensuite, pour le second membre de l'équation dk rs— / — -j- X + —7* t, "h -*7- Z \ du si^v»* 

" Vf. '% ^t ) 

leur dsns le cas actuel. 



On obtient le même résultat, en considérant qu'une intégration semblable à celle qui a prodoit, dan» 

, , .H- .• «' dx*-hdx*'hdz* F F , . 

le cas du mouvement elliptique , Tequation ^ ' ' ■ <■ 4- — = o , donneraii , 

dans le cas du mouvement troublé, 

c étant une constante. 

Si donc l'on veut que la première équation soit toujours satisfaite, et que la seconde y soit rëdac-- 
tible, il faut qu'on ait — = C^+/(X</x + Y<f^-f- Zeb), d'où Tpn tire, en diflKhvnctant et en regav- 

^ . J ^ -Kl ^' X</x-+-Yrfy- + Z€fe 
dant le grand axe comme variable , d — =- g , 

(***) En effet, reprenons lef expressions des forces perturbatrices que nous avons àë)k trouvées (Note VII, 
pag. laa), et appliquons-les h un syst^e de planètes T, T', T'', etc. , dont les distances au Soleil S sont 
r, /, r", etc., et les distance» à l'une d'entre elles T sont /', /^, etc., nous aurons F = S + T, 

x=T'(^-*-7;)H-T-(?^'+^)+.tc.. ï=r(^#+.r:) + e«.. 
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Ayant aînsî réduit Texpressioii de la yarîation de Tinverse du grand axe à la difFérex^- 
tielle de 12 , par rapport aux seules coordonnées de la planète troublée , divisée par Ui 
somme des masses de cette planète et du Soleil , Lagrange fait voir que Ton peut ^ à 
cause de la petitesse des excentricités des orbites , développer , d*après les formules 
elliptiques , les valeurs des distances au Soleil r, K, etc. , des coordonnées , et des dis- 
tances mutuelles ^ , ^', etc.^ de chaque planète^ en séries de sinus et cosinus des mul- 
tiples de son moyen mouvement, et réduire ainsi la fonction Cl à une suite de termes de 
la forme M sin ou cos ( mfl + /i9' + p^" + etc. ) , 9| Ô'.Ô", etc., étant les moyens 
mouvemens des planètes T , T', T", etc. autour du Soleil, durant le temps t. 

Or, comme toutes les quantités qui se rapportent à la planète T sont exprimées 
par le seul angle «, tandis que celles qui se rapportent à T', T", etc. , le sont par les angles 
6^, S', etc., il s'ensuit que pour avoir la différentielle de û, telle qu'elle a été définie, 
il faut faire varier simplement l'angle 8. Si l'on veut aussi' négliger les quantités de l'ordre 
des carrés et des produits des forces perturbatrices , on pourra regarder comme constans 
les élémens qui entrent dans les différens termes de û; ainsi, la quantité M sera constante^ 

et la valeur de dl2 se composera d'une suite de termes de la forme 

. mMdd cos ou sin (mA -f 7tfl'-f-p6''-f- etc.) , où l'on pourra substituer à la place de 9', 6*, etc., 
leurs valeurs, données par la troisième loi de Kepler, en fonction de I et du rapport des 
.moyennes distances regardées comme constantes C^). Si l'on intègre ensuite complète- 
ment l'expression obtenue pour di2 , l'on ne changera pas sa nature ; les inégalités qui en 
résulteront, dans la valeur du grand axe, seront donc toujours proportionnelles i des sinus 
ou cosinus d'angles , et seront par conséquent nécessairement périodiques. 

Lagrange observe cependant qu'il y a un cas où cette valeur pourrait contenir des Cajdehcom- 
arcs de cercle , c'est celui où les rapports des moyens mouvemens seraient commensu- <]„ rapport des 
râbles entre eux, de telle manière qu.'on aurait tti + n/» + pft," z±: o, en supposant "»oy«n» »<''*- 
ê'^zzféê, •* =^*#, etc., ce qui réduirait à mMdi lé terme correspondant de dl2, et 
produirait un terme séculaire dans la valeur du grand axe ; mais il montre que , puisque 
les nonibres m, n,p, etc. doivent être entiers, il faudrait pour que l'équation dont il 

d*oii Ton tire 

et de là , en faisant 

T\^ ^ jr)-^^ \ ,^1 FJ"+-*^=^^^ï;==gTT' 

ea indiquant par la cancteriitiqne d mite derant n , aa différenciation par rapport anx scales coordon- 
nées x,^,<. ^ 

(*) On a en eflfet, par les théorèmes connus, « : ô' : 8" :: X/^-J"^ : \/^4r^ : X/^-^T" * 
d^ohTon tire, en négligeant T, T, etc., vis-à-tis deS, ô^ = * y jfj , ô* = e \^^^^' On peut 

Ainsi rédoire nn terme quelconque de dn à la forme dî mMdd . [m'^^n y -7^ ^ P \ "ûl + «te. J S ; 
«t il en résulte, dans la valeur de -^^ quand on intègre, en regardant a, a' y etc. comme constans sous 

les signes pénodiqncs, la qnanute — -= .^-- 
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s'agît pût être vérifiée, que les valeurs de V^^ , V^^* etc. , fussent commensurables 
entre elles, ce qui^'a pas lieu dans notre système. 

Les grands axes des planètes ne sont donc soumis , lorsqu'on se borne à la première ap« 
proximation, par rapport aux forces perturbatrices , à aucune variation qui croisse avec 
le temps *^ et cette conclusion a lieu, en général, quel que soit le nombre des corps qni 
réagissent les uns sur les autres , et quelle que soit la forme de leurs orbites ^ pourvu que 
celles-ci soient renfermées dans. un espace fini, en sorte que leurs coordonnées rectangles 
soient uniquement des fonctions de sinus et de cosinus. 
Nonyeaiiz ^^^ Mémoires de 1* Académie de Paris, pour Tannée 1777, renferment de nouvelles 
Mémoires de recherches de M. Laplace sur rintégration des équations différentielles par approxi* 
Lagraoge,8urles motion. Le but de Tauteur, dans ce Mémoire , est d'exposer plus simplement sa méthode 
^OTimadon!^^ P®^ faire disparaître les arcs de cercle qui entrent flans les intégrales approchées des 
équations qui n'en renferment point elles-mêmes, et de donner une nouvelle théorie de ce 
genre d'équations différentielles. Il remarque que si après avoir, par des intégrations suc- 
cessives, obtenu la valeur de la variable j^, et Pavoir rendue complète par l'addition 
d'autant de instantes arbitraires qu'en comporte l'ordre de l'équation , on substitue cette- 
valeur dans l'équation difFérentielIe , on aura une équation identiquement nulle, et dans- 
laquelle par conséquent les termes semblables se détruiront réciproquement. Si donc on 
change en ^ -^ I l'arc t qui s'y trouve hors des signes périodiques , I étant arbitraire , 
l'équation restera toujours identiquement nulle. Or, il est visible que ce change- 
ment revient à en faire un semblable dans l'expression de y^ qui se trouve alors 
renfermer l'arbitraire I de plus qu*auparavant , et qui n'est cependant pas plus générale. 
Il est donc possible de faire coïncider ces deux valeurs de^ ; et c'est cette considération 
qui fournit à M. Laplace le moyen d'en faire disparaître les arcs de cercle. Nous devons 
renvoyer ; pour l'exposition des procédés délicats par lesquels l'auteur parvient à ce bat, 
au n® 43 du livre II de la Mécanique céleste , où il a repris cette théorie, en la perfec- 
tionnant. 

Il donne ensuite une méthode générale pour obtenir des intégrales de plus en plus 
approchées, a M. de la Grange , dit-il , a déjà rempli cet objet d'une manière très simple 
v et très ingénieuse, dans les Mém, de BerL pour Tannée 1776 5 mais la méthode que 
T) ]*expose ici a, si je ne me trompe, l'avantage d'être plus directe, r) ILy est également 
revenu dans les n^* 4^ et 4^ de l'ouvrage cité. 

Lagrange a donné aussi , dans un Mémoire intitulé : Sur la manière de rectifier les mé^ 
ihodes ordinaires d'approximation pour F intégration des équations du mouvenient des 
planètes (Mém. de BerL , 1783) , une méthode très remarquable et très simple pour faire 
disparaître les arcs de cercle par la variation des constantes arbitraires , et qui a y suivant 
, lui, l'avantage de s'appliquer , avec une égale facilité, au cas où Tune des constantes arbi^ 

traires de l'intégrale multiplie l'arc sous les signes de sin. et cos. ou d'exponentielles; mais 
l'auteur ne l'ayant pas appliquée au système du monde , il nous suffira de l'avoir citée. 
C'est dans leRecueil de l'Académie de Berlin, pour l'année 1781, que Lagrange fit paraître 
le premier de ses cinq beaux Mémoires sur les inégalités séculaires et périodiques des pla- 
nètes, qui font époque dans l'histoire de la science (*). Ce grand travail, le plus vaste 

{*) C'est «assi dans Tannée 17^1 que Herschel decouvric le mouvement d'une petite ëioUe , qa j1 pri» 
«i^abord pour une comète ^ mais Ton a reconnu depuis qu'elle devait être mise au rang des planètes principak^i 
et elle • recule' de plus de trois cent millions de lieues les limites pre'sumées de notic système planétaire. 
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qui eût encoi^ été entrepris sur cet objet , ne renferme pas de découvertes proprement Mémoires d% 
dites; mais il contient l'ensemble des méthodes déjà données par Tauteur^ et leur appli- JbSrie^es'pi 
cation à toutes les planètes; on y trouve un grand nombre de procédés nouveaux , et on nèces,donni£dt 
peut y voir le germe de la plupart des idées heureuses que l'auteur a développées daus *' ' '^^* 
la suite. Nous allons chercher à faire remarquer les principales , et à donner une légère 
idée du plan de cet ouvrage et de son exécution. 

L'auteur paraît n'avoir eu d'abord d'autre but ^ en l'entreprenant, que de donner une 
théorie complète des variations séculaires des élémens des planètes , qui forment la partie 
la plus importante et la plus difficile du calcul de leurs perturbations, et de reprendre 
cette matière en entier pour la traiter d'une manière plus directe et plus rigoureuse qu'il DiTîiîôn ék 
ne l'avait encoi;e fait. Quoique ses recherches appartinssent au volume de 178a, il crut, ^^ ^^ 
à cause de leur étendue, devoir en insérer, dans celui de 1781, imprime en 1783, la 
première partie, contenant, en deux sections^ les principes et les formules générales pour 
déterminer les variations séculaires ; et il ne conserva pour l'autre volume que la se- 
conde partie, renfermant, en trois sections, la détermination de ces variations pour 
chacune des planètes principales. Il voulut ensuite compléter son travail > en appliquant, 
pour la première fois , la méthode de la variation des élémens à la recherche des iné- 
galités périodiques de chacun d'eux; et il divisa aussi cette théorie en deux parties^ 
dont la première, contenant les formules générales, parut dans les Mémoires de 1783, 
et dont la seconde , renfermant en cinq sections le calcul des variations périodiques in-^ 
dépendantes des excentricités et des inclinaisons , pour chacune des six planètes prin- 
cipales, parut dans ceux de l'année suivante. Enfin, ayant vérifié par ces opérations^ 
qu'on trouvait , en portant la précision jusqu'aux secondes dimensions des excentricités 
et des inclinaisons, des termes qui donnaient des équations séculaires dans le moyen 
mouvement , il consacra à leur examen et à la détermination de leurs valeurs , dans le 
cas de Saturne et de Jupiter, un Mémoire particulier, inséré dans ceux de 1783, et qu'il 
donna comme un supplément à sa théorie des variations séculaires. 

Dans le premier de ces Mémoires , Lagrange reprend d'abord la méthode qu'il avait « 

donnée en i774> pour parvenir aux variations du nœud et de l'inclinaison de l'orbite^ 
au moyen des fonctions des forces perturbatrices , désignées par les lettres P, Q, R, et 
il cherche ensuite à exprimer , au moyen des mênies quantités et de leurs différen- Memoii^ de 
tiellesy les trois coordonnées oc^ y , z du <Sorps troublé, en désignant par f le rayon Jon^M^hT' 
vecteur, par g la force principale à la distance i , et par L, M, N des fonctions gWndc». ° ^ 
de P , Q , R et de leurs différentielles , précédées du signe /, et qui deviennent cons- 
tantes d^ns le cas où les forces X, Y, Z sont nulles (*). Il obtient ensuite, en com- 
binant ees valeurs, une équation qui détermine p, et qui donne, pour la projection 



(*) Notti atoos déjà uoaT<^, p. 167, lei ëquaiions 

SI Pon difierencie U$ quantités -, i, *, oîH f ■= V*» -h J^* + â^, et que l'on subftitae potir... 
jrdx'^xdjr, etc., —, etc., leurs valeun tirées de« <f<{.uatioii5 pri^c^enus et decelka du- mouTemeoty 
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iJlkiaS^' *' '"" ^® celle-cî , et prend simplement g = S =: i . Supposant alors que a , I ^ 9. et s soient des 
quantités très petites du premier ordre, il montre <)ue P, Q, M , N seront aussi du 
premier ordre, L du second ; qu'en négligeant les quantités du second ordre , la valeur 
deK ne dépendra plus que de A (*) •, et qu'ainsi , puisqu'on a trouvé relativement aux 
équations séculaires d!A =0, on aura aussi ^=0. Il développe ensuite les valeurs 
de dP et de dQ, comme dans le Mémoire de 1774* et parvient, par la même trans- 
formation , aux équations linéaires du premier ordre , qu'il avait déjà obtenues , et qui 
déterminent les variations séculaires de la position des orbites planétaires. 
Excentricité H ne lui reste plus qu'à développer et à réduire d'une manière semblable les valeurs 
de dN et de dM. Pour cela , l'auteur reprend l'expression de O , et représente par r, /, etc., 
p, p', etc., les distances et les longitudes moyennes; les valeurs des rayons vecteurs p, fV et 
des longitudes vraies ç, </, sont alors de la forme r (i 4"Msin p + N cos p) , etc. , 
p + am cosp — am sinp, etc. ; et il faut les substituer dans O, qui est une fonction de 
ces variables. Au lieu de le faire directement, Lagrange considère les différentielles par- 
tielles de Q par rapport à f et à 7 , comme fonctions de quantités o ^9 P> P > ®*c* » 
qui ont subi des accroissemens r (M sin p + N cos p) , ^tc. ; il les développe alors , 
d'après la série de Taylor, en se bornant aux premières puissauces des accroisse- 
mens (^^) ; et il les substitue dans les valeurs 4e dVi et dN, en ne conservant que les 
termes qui peuvent en produire de non périodiques. 

T>éTeIoppemeiit H développé ensuite les fractions irrationnelles C r* — ar/ cos (p — p' ) + »^* D" * ^^c- * 

mionneuT « ^^ entrent dans la valeur de û,en séries de la forme A'+B'cos(p— p') +C'cosa(p— p')+etc.; 

calcul dea co«^ il en prendjes dérivées , en ayant soin de ne différencier A^, B^ été, , que par rapport aux 
cien*. élémens r et /qui entrent seuls dans leurs valeurs; et puisque ces coei&ciens résultent du déve- 

loppement d'une fonction homogène de r et /de la dimension— 1 , ils sont aussi nécessaire* 
ment de pareilles fonctions de ret / de la dimension— i ; ainsi, la propriété connue de 
ces sortes de fonctions permet d'éliminer les différentielles prises par rapport à/ (^**); 

P O 

(*) En efibc, ayant tFOnvë, p. 168, Tr = 06in», ^ssOcoso», on voit ^e ces rapports sont dea 

/ P» Q» ^•~"*>* 

quantités très petites du premier ordre ; et comme on a d^ailleurs Ilr^R ^ *'*"S*"^ R»' A=^ „; • 

on tire de là, en négligeant les quantités du second ordre, at en faisant ^ = 1, A:=:|p^* 

(^^) Ainsi il substitue, au lieu de -r—, par exemple, le déTeloppcmeuc 

-^-h -T-^ (mcosp — /ismp) + j^2-7(^A'cosp' — ft'smp')H-clc.-#-5jg- (Msmp+Ncosp) 

+ ^(M'sinp' + N'cps;>')-f«c.; • 
el il remarque que lorsque XI sera déreloppé en une série de cosinus d'angles mnltîples de p— -p', 
p ^ p"^ etc. , les fonctions -^ > y^ , etc. , ne donneront de termes non périodiques qu'anunt qu'elles 
seront multipliées par des sinus de p— /?', p — p"» etc., on. de leurs multiples, et que -^- 1 . . > « 

TT'XT/' e'^v ^^e<^^<'''"^^o<^^ qu'autant qu'elles seront multipliées par des cosinus des mêmes angles j 

d'oè il suit que ces quantités soi\^t les seules auxquelles il faudra avoir égard dans les substitutions. 

{***) En effet, dit-il , soit # une fonction homogène des variables x,j^, t, etc., qui forment partout la 
même dimension du degré m ; si l'on substitue ax, ay^az au lieu deX|^,2, la fonction deviendra a*# ; et ai 
l'on fait a = I •!« 4 , « étant infinizae&t petit, il faudra qu'en faisant croître' les Tariabks de cz , «/, «a. 
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et la même diose ayant lieu pour les coefiiciena des autres séries , on peut ne conserver qu9 
des ditférentielles relatives à r. L'auteur indique enfin comment on parvient aux relations 
qui déterminent tous les coeiEci'ens et leurs différentielles par rapport à r, en fonction de 
deux d'entre eux^ tels que A^ et B', et comment on obtient les valeurs de ces derniers en dé-» 
-composant le radical en deux facteurs , et en développant ceux-ci en séries^ au moyen dei 
exponentielles imaginafres ; il donne aussi les formules par lesquelles^ connaiâsant les va- 
leurs des deux premiers coelficiens du développement de la puissance s de l'inverse da 
carré de la distance mutuelle , on peut avoir celles qui conviendront à l'exposant .$ -f" ^ > ^ 
comme les séries qui expriment ces coeificiens ne sont pas très convergentes , lorsqu'on ta 
5 = 1, aiiisi que cela a lieu dans le cas actuel , il prescrit de les calculer d'abord en y sup*- 
posant 5 == — ^ , d'en déduire les coefficiens qui se rapportent à l'exposant— ^ + 1 ou ^, et 
de faire ensuite s=z{ dans les mêmes formules, qui donnent alors les valeurs cherchées (^)-. 

a Jusqu'à présent , dit l'auteur, nous n'avons mis aux formules des variations sécu- ^ 
n laires qu'une seule limitation; c'est que l'on puisse négliger les carrés et les produits 
91 de plusieurs dimensions des excentricités et des inclinaisons. Gela supposé^ nos équa-* 
n fions sont entièrement rigoureuses ; et comme elles sont linéaires et ont tous leurs 
n coeificiens constans , elles peuvent toujours être intégrées exactement par les méthodes 
rt connues. Mais , dans le cas du système solaire , on peut les simplifier encore beau-^ ' ' ^ 
yi coup, en négligeant les termes où les masses des planètes montent au-dessus de la 
9) première dimension.... Les équations qui donnent les valeurs de dM, et dNy ou dx et dy, 
ii servent alors à déterminer les variations séculaires des excentricités et des aphélies é 

3) comme les précédentes donnent celles des inclinaisons et des nœuds L'analogie det 

D deux systèmes est telle, qu'après avoir trouvé leè intégrales de celui-là on aura , san^ ' 
31 aucun autre calcul^ celles de l'autre^ en changeant seulement les lettres x,y en s, u^ 
rt les crochets carrés en crochets ronds, etc. )) ' -, 

Lagrange , après avoir développé cette théorie , fait voir l'accord des formules qu'il a 
trouvées avec celles qui résultent de l'intégration immédiate des équations du mouvement 
en coordonnées polaires. Pour cet effet, il désigne le rayon vecteur par r (i + {), la lon-# 
gitude vraie par p + 4^, l'ordonnée z par rÇ, et obtient trois équations du second ordre L*iniArratioa 
en (, 4^ et Ç. Après les avoir intégrées dans le cas où les forces pertu];batrices sont nulles y immédiate don- 
îlsupposeen général, dans les deux premières, {?=:Fcos(p—at — «1), 4==/**^ (P""^^'^*) > formuÎM™]»^ 
en marquant d'un , de deux traits > etc. , ce qui se rapporte aux autres planètes* Pour vé*» J?J?T**''^°* 
rifier ces suppositions et déterminer en même temps les constantes arbitraires , il substitua 
ces valeurs dans les équations relatives à i et à 4^; et après avoir égalé entre eux lea 

la fonction p croiise en même temps de mof \ ce qui donne évidemment l'équation 

~1 X + -r- r '^ -r* 'h «te. s=: m#: d'oU l'on tire danf le cas actuel 
dx ajr "^ €tz 

jkB' «, JB' .d*W dB' d*W .... 

(*) U trouve par là en tappoiant 
y^r* — art' co» u -h /• = A -f- B cos u + eic^r* — arr' cet u -f- r'*)" * = ( r, r^y'hO'f r^'eûBu-^tc. >» 

A 3B 
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termes constans ,'€t développé les produits des sinus et cosinus , il égale i zéro j dans Is 
première > la somme des eoeffieiens de cos (p — a<— -«), dans la seconde celle des 
eoeiHciens deaIn(/>— *0<— #), et retrouve par là , tontes réductions faites , les mêmes 
^équations de condition entre les coefficîens et les multiples qui avaient servi à les dé- 
terminer dans Tautre méthode. L^application du même procédé i l'équation en Z» lui 
donne un semblable résultat, a Cette manière de résoudre le problème des variations 
9 séculaires est^ dit*41^ plus courte et plus facile que celle que nous avons suivie ; mais 
ji d'un ailh?e côté elle ne paraît pas tout--â-^ait si lumineuse ni si directe; d'ailleurs elle 
» demande qu'on connaisse défà la forme générale des intégrales ; et si on voulait cber- 
fi dier directement cette forme » ainsi que nous l'avons fait dans le chapitre 4 ^^ 
ji Recherchas sur hs satellites de Jupiter , on retomberait dans une analyse plus ou moins 
9f longue et compliquée, m 
Mémoiie de Nous passons à la seconde partie de la théorie des variations séculaires^ où Lagrange 
1782. 2^ J^* fait une application détaillée de ses formules à chacune des planètes principales, en repré- 
rentielle«dei?a- «entant par les mêmes lettres, sans trait ou marquées d'un, deitac, trois, quatre et cinq traits , 
mÎ' drchwmc ^^ q««i*»t*» q«î se rapportent à Saturne , Jupiter , Mars , la Terre , Venu» et Mercure. 
àfsf çlanètet Les données astronomiques dont il a besoin sont , i*. les distances moyennes des pla- 
priocipsio. nites au Soleil ; o*. les rapports des masses des planètes i celle du Soleil ; 5*. les excen<« 
tricités et les inclinaisons des orbites , ainsi que les lieux des aphélies et de» nœuds , 
pour une époque donnée. Les données de la première et de la seconde espèce entrent 
dans les équations différentielles mâmes , et sont par conséquent la base de tout le calcul ; 
les autre» ne sent nécessaires que pour déterminer les constantes arbitraires dee inté- 
tégrales, et ce n'est qu'après l'intégration qu'on en a besoin. L'auteur prend, dans le» 
Table» de Ualley , les premières et le» dernière» , qui sont le» seules sur l'exactittide 
desquelles on puisse compter jusqu'à un certain point ; et quant aux masse» des pla- 
nète», il entre dans une discussion étendue sur leurs valeui^ , dan» le but de déterminer de 
Ikonveau celle» qui sont connues d'après les élémens qui paraissent les plus sûrs, et d'en 
«onclure les autres par analogie. 

tf On sait , dit-il , par les théorèmes de Newton , que la force attractive absolue d'un 
» corps autour duquel un antre corps décrit une ellipse quelconque , est en raison 
9 directe du cube de la distance moyenne et inverse du carré du temps périodique , 
f» et cette proposition est vraie Busài lorsqu'on a égard aux Tariatîon^ aéoiilalres de» 
n élémens. Or, les forces attractives -absolues étant proportionnelles aux masses ou 
% quantités de matière , on tire facilement de là l'expression du rapport de la masse F 
n d'une planète principale à celle du Soleil S , et celle de la densité D de la pla-r 
» nète (*). n Ce» formules lui montrent que les densités de la Terre , de Jupiter et de 

(^) Ea efièt, toit r la duunce moyenne ile la v^^éte nu Sokil et t ion temps périodique; toit, de 
plut, p la disUAce Moyeene d'uo aatellito de la mtee plaaécc k ccU^i et $ son temps périodique, on au» 

et pniag[ne les Tolamet des «pbèrcs sont comme les cubes des niyons, en npmmant^f le demî-^îamètre delà 
planète : d^ sera proportionnel an volume de k planèie P , et D sera pvoportioDBeUe ^ C 3 J Z7* 
Dans le cas oii P est la Terre, il fait ^=s "V/aiy » «ttire delà, T^s= ^^^ i en faisant Ss^i; 
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Çatttna- lont oomm« Ida nombres i , 0,90 1 56 et o, 1 1 a 1 5 ; dt cotaime tei nombres sont i 
peu près en raison inverse deâ distances moyennes (la différenoe étant moindre qu*iia 
vingtième de la densité pdur Jupiter , et étant environ d'un ^inzième pour Saturne ) > il 
regarde cette loi comme la plus plausible » tant par sa simplicité i}ue pat son adcotd avec 
les densités connues j et il Tadopta aussi potur Mats ^ YénUs et Mercut^ , ce qui» avec les 
diamètres observés , lui donne les masses de ces planètes exprimées ep parties de celléf 
du Soleil. Mais comme dans les équations différentielles; dont ces quantités doivent être 
les coeffieiens ^ la variable t est Pangle du mouvement moyen de la «Terre autour dii 
Soleil , et qu il est plus commode d*è:tpnmer le temps en années Juliennes de 365 )oui9 
6 heures, il change t eximt, ce qui revient à multiplier les masses par l'angle «^ que la Terre 
ou le Soleil parcourt, relativement aux étoiles fixes , dans une année Julienne ; et comm^ 
ces valeurs pourraient. encore avoir besoin de quelque correction , il les multiplie aussi 
par des coefficiens indéterminés m, m% etc., et obtient ensuite les valeurs numérique^ 
de tousses coefficiens marqués par des crochets , qui entrent dans les vingt-quatre êquar 
tiens linéaires du premier ordre que l'on a dans le cas dont il s'agit ; équations séparées 
en deu;E systèmes indépendans» dont l'un donne les variations des aphélies et dee 
•xcentricités de» six planètes , et l'alitre celles de leurs nceuds et de leufs încIinaisciiSt 
U fait voir ensuite comment ces formules j où l'on suppose les orbites r^>porté0s â une 
écliptique fixe, peuvent servir à déterminer direotem^t , selon l'usage des astronomes , 
la position de ces orbite» par rapport au vrai plan de récliptique^att naoyen des rela<T 
tiens (a) et* (&) auxquelles non» eommes parvenus page loo. 

Les formules précédentes donnent immédiatement les valeurs des variations annuelles ^^T%*^''^°' 
des élémens, puisque ce» variations étant très petites, il est permis de les supposer égales nudles des «lé- 



aux rapports de leurs différentielles k celle du temps ; on peut même regarder ces varia? 

tionsr' comme constairtes pendant un ou deux siècles, Lapange les détermme pour le 

commencement du 18* sièole, en exécutaat en entier les calculs, laborieux qui se rapi* 

portent à cette application -^ il fait ensuite m es 1 + A* j m'=i 4-^» etc. ; et, comparant 

les valenrs qu'il vient d'obtenir par la théorie avec celles qui résultent des observât ione 

bien discutée» , il en conclnt les petite» corrections fé, fi^ etc. > qu'il faut faire aux masse» 

pour que le» valeurs s'accordent entre elles. Il propose cependant de s'en rapporter uni-- 

qnemeiit à celles que donne la théorie / d'après le» valeurs les plus probables des masses ^ 

i l'égard des mouvemens de» aphélie» et des ncBiids/»wr lesquels les ^servations laissent 

encore trop d*incertitude. 

* L'auteur passe ensuite à» l'intégration complète de» équations différentielle» qui ren- 3« Section. 

ferment la k>t des variations »éGulaire» , afin de déterminer la période de ces variations ^ raksTt'com^î^lè. 

leurs limite» et la valeur de» élémen» au bout d'un temp» quelconque. Il commenc^f tes de cet rari»- 

Cions |K>ur un 
par se livrer, sur la forme de» intégrale^ et la nature des Variation» qm en résultent , ceraps mdéfini. 

iqoelqae» conndcraticm» générale». qu*il ^vaît dé)à en partie présentée» dan» »oli Méteoii'e 

de 1774» ^ ^^ i\skA. en oufre 4ttx Variation» de l'at^Âélie et de l'excentricité. Il 

s'occupe ensuite de l'intégratioft dee huit équation» relative» i Saturne et à Jnpit»>y 

a obtieA de aémt T' =3 * ^ ^^ ^ Tse j^^^» ti coisdac ds lu loi dei ddlfeiictt, 

^-Ï54S^' '^."''^^StTî' "^'^iSoS' 
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et il constate par là, que les plus grandes et les plus petites excentricités et inclinaisons delii 
première^ répondent aux plus petites et aux plus grandes de la seconde « que ces élémena 
demeurent toujours très petits, et que leurs variations ne consistent que dans dee espèces 
d* oscillations. Ufait Toir aussi que les coefficiens de ^, sous les signes de sinus etdeco^ 
nmiis, sont nécessairement toujours réels^ quelques valeurs qu'on donne aux masses de ces 
ideux planètes , puisqu'en augmentant ou diminuant ces masses , on ne fait qu'augmenter 
IDU diminuer proportionnellement les coefficiens, sans en changer les signes. Il en conclnt 
que le système de Saturne et de Jupiter, en tant qu'on le regarde comme indépendant 
des autres corps > est de lui-même dans un état stable et permanent. 
* Lagrange considère ensuite , comme il l'avait fait en 1774 , Taction mutuelle et simul- 
tanée de Mars, la Terre, Yénus et Mercure, qui, à cause de l'éloignement des deux 
antres planètes , Ini paraissent constituer aussi un groupe à part. L'intégration des huit 
équations de chaque système le conduit à une antre équation du quatrième degré , pour 
déterminer le multiple c ; équation qu'il réduit au troisième degré , après avoir fait dis- 
paraître son second terme , et qu'il résout ensuite par les tables trigonométriques, en la 
ramenant à la trisection de l'angle , ce qui permet de pousser .l'approximation aussi loin 
qu'on veut. Il voit par là que les racines de cette équation sont toutes réelles , et que les 
expressions des variables ne sauraient contenir d'arcs de cercles, a Comme les racine» 
f) que nous venons de trouver, dit-il page â65, dépendent des valeurs supposées aux 
yi masses des planètes , on pourrait douter si en changeant ces valeurs on ne tombe-* 
91 rait pas dans des racines égales ou imaginaires. Il est vrai que dans le cas présent , 
3» les racines trouvées sont trop différentes entre elles pour qu'un petit changement 
f) dans les masses puisse produire cet effet; mais, pour lever tout-à-fkit ce doute, if 
» faudrait pouvoir démontrer que , quelles que soient les valeurs des masses , pourw 
v seulement qu'elles soient positives , les racines de l'équation dont il s'agh sont toujours 
> nécessairement réeHes et inégales , et il ne parait pas impossible de parvenir , par 
9» quelqu'artifice particulier, à résoudre cette question d'une manière générale, n Nous 
Verrons bientôt M. Laplace réaliser cette conjecture avec un grand succès. Lagrange 
ajoute que , quoiqu'on puisse avoir des expressions générales . et directes des quatrer 
élémens, il serait fort difficile, peut-être même impossible, de déterminer exactement 
leurs valeurs moyennes , leurs maxima et minîma et les périodes de leurs variations , 
comme il l'a fait pour Saturne et Jupiter; mais que l'on peut du moins, relativement 
aux excentricités et aux inclinaisons , fixer des limites au-delà desquelles il sera imposa 
sible qu*elles puissent croitre , et qui sont données par la somme des coefficiens de tous 
les sinus ou cosinus, pris chacun positivement. La petitesse de ces valeurs extrêmes justifi» 
la supposition d'où Ton est parti sur ces élémens , pour simplifier les équations , et 
' permet^ sous ce rapport, de prononcer que la constitution du- système solaire est inal- 
térable. L^anteui' s'attache particulièrement à la détermination du déplacement de 
récliptique, et il prouve que la longueur de l'année ne peut varier par lefFet du mon«' 
vement des éqninoxes en longitude , que d'one quantité moindre que 5' 40'. 
Mémoire de *" Après avoir très rapidement passé en revue les deux Mémoires précédens i dont le 
'enéraTwdcrla-P'^®™®'^ a 78,et le second 124 pages, nous arrivons à celui de 1783,. qui, n'ayant 
riations pcrio» que 3o pages, est peut-être, sous le rapport analytique, le plus intéressant de tous, 
meni? ^ ^ comme contenant le premier et l^m^que essai qu'on, ait encore^ fait dans la théorie des 
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)>1àiiète8^ ponr calculer les variations périodiques de chaque élément en particulier^ 
>> Plusieurs géomètres , dit-il , se sont déjà occupés de cette classe d'inégalités ; mais 
-1» leurs travaux se trouvedt épars dans divers ouvrages , et les résultats de ces travaux 
n dépendent de méthodes et de données différentes ; d'ailleurs on n'y a point tenu compte 
91 de l'eiFet des variations séculaires , et quoique cet effet ne puisse être que très petit , 
9) la rigueur ne permet pas de le négliger, sans avo% auparavant démontré qu'il n'en sau- 
9> rait résulter que des altérations insensibles dans le mouvement des planètes. 

r) L'analyse par laquelle nous ayons déterminé les variations séculaires > donne aussi 
n directement les variations périodiques ; car nons avons commencé par réduire tout l'effet 
9» des perturbations à la variation des élémeos des orbites ; nous avons ensuite séparé c« 
i) qui^ dans ces variations^ n'était que périodique^ de ce qui était indépendant des lieux des 
9» planètes. H ne s'agit donc que d'avoir égard à la partie périodique des variations de 
9> ces mêmes élémens , et de tenir compte des termes négligés dans le premier calcul , 
> pour avpîr leurs variations totales dues à l'attraction mutuelle des planètes; et en 
9> employant les élémens corrigés par ces variations, on pourra calculer^ pour chaque 
91 instant, les lieux des planètes par les règles ordinaires". 

n A la vérité^ comme les variations périodiques demeurent toujours très petites , et 
)i n'ont pour ainsi dire qu'un effet passager et alternatif > il est peu important pour l'As^ 
91 tronomie de connaître en particulier les alternions qui en résultent dans chacun des 
9» élémens des orbites , et il suffit d'avoir l'elTet total de ces variations sur les lieu^ des 
9» planètes.... Mais après avoir déterminé par nos formules générales la partie périodique 
9) des variations des élémens , rien ne sera plus facile que d'en conclure les inégalités 
ji du rayQu vecteur de la longitude et de la latitude. Il est vrai qu'on peut calculer ces 
9» inégalités d'une manière plus simple ^ en les déduisant immédiatement des équations 
9» dilférentielles de l'orbite; mais cette méthode a> d'un autre côté, l'inconvénient de 
9) ne donner les variations séculaires qu'indirectement et par des réductions particu^ 
9» lières; et ne doit- il pas être plus satis&isant de trouver toutes les inégalités du 
91 mouvement des planètes par une même analyse, et par des procédés directs et uni-* 
9> formes? 9> 

' Lagrange commence par faire tm changement dans la manière dont il a déterminé Variation d« 
l'anomalie vraie q par la moyenne p dans l'ellipse variable , afin -de rendre les formule^ cpoqv«, 
plus simples et plus exactes , sans que cela influe d'ailleurs en rien sur les résultats • 
trouvés pour les équations séculaires. Pour cet effet, il laisse le premier membre de 
l'intégrale, qui est une fonction^ de </, composée de plusieurs termes multipliés par des 
coefficiens qui sont des fonctions des élémens , sous la forme qu'il aurait si ces élémens 
étaient constans ; et il applique à la valeur de p , qui constitue le second membre , les 
corrections résultant de la variabilité des mêmes élémens. Il* désigne par 2 la somme 
ide ces corrections (* ) ; £ devient alors la variation du mouvement moyen due aux forces 
perturbatrices : variation indépendante du grand axe de l'ellipse , et qu'on pourra rap- 
porter à l'époque du moyen mouvement , laquelle , dans les orbites invariables , contient 
la sixième constante arbitraire des intégrales , et par conséquent le sixième élément dtf 

" " ■ ' ' .; ' "^ 

(*) Ainsi, an lieu de faire osage de Pcquation g — ( C) cos q + (y) sin q -^ etc. ■= p , où {Cy, • 
•(>)» etc.. sont variables, il emploie celfe*ct : q — Ccoa47 +> sinç — etc. ï=p-4-2, en re^rdani^ 
C9 >, etc. coniae ctsnt conatans^dans le premier niembrc , et en tupposant cfi&^s;* CQêqdC+alnqdy-<tok' 
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mouvement elliptique. Pour ayoir la formule de cette variation» Tauteur substitne di&i 
l'expression de dz les iraleurs dés variables qui y entrent et qu*il avait déterminées 
dans son premier Mémoire , de manière à la réduire à une suite de diiFérentielles par^ 
dielles de il par rapport i r, q, etc. , multipliées par ces mêmes élémens et par les 
lettres M, N , etc. > en se bornant à leurs premières dimensions (^). U désigpe par p^ la 
valeur moyenne de Vangle p 4* S> c*g9t-à-dire la partie indépendante des sinus et Cosinus 
et proportionnelle au temps ; par r, le demi-grand axé de Tellipse .invariable dans lequd 
le moyen mouvement serait p,; et, reprenant les valeurs de 9 et r en fonction- de p 
«t des sin. et cos. de p » pour les substituer dans la valeur de Js , il remplace , dans les 
termes dus aux forces perturbatrices , p -f- z par p^, et lé demi-grand axe par r,; ce qui 
revient à négliger le carré de ces forces. Il remarque alors que si fon réduit en série les 
radicaux qui entrent dans Texpression de Q, qu'on la substitue ensuite dans, £22, et quon 
intègre , on n'aura jamab , en fait de quantités non périodiques , que des termes qui , 
étant joints à un terme semblable provenant de la valeur de p, se réduiront au terme 
unique p^ , et cela tant qu'on n'a égard qu'aux premières dimensions^des excentricités et 
des inclinaisons. L'auteur néglige, dans l'expression àedX, les termes dus aux excen- 
tricités ; il substitue dans ceux en cos (p^ — p/) > ços (p^— p/)> etc. , au lieu de dp, son 
expression en fonction de rfp, — dpj , ou de dp, — dp', etc. , donnée par le rapport 
des moyens mouvemens ; et l'équation lui donne alors, en l'intégrant , la valeur cherchée 
de £• Il observe que si l'on voulait aussi tenir compte àea excentricités , il faudrait subs^^ 
titnerles raleun de x,y, x', etc., déterminées dans la théorie des variations séculaires, ce 
qui ne donnerait que des termes en sinus et cosinus d'angles proportionnels à t on p^ et par 
conséquent tous intégrablet ; mais que, pour simplifier le calcul , on pourrait regarder les 
quantités x, y, etc. comme constantes , puisque leur» différentielles étant du premier ordre 
des forces perturbatrices, se trouveraient aussi multipliées par fi, qui est du même ordre. 
Il iait voir qu'à cauàe delà petitesse des termes dont il s'agit , il suffirait d'avoir égvd à 
ceux qui, contenant des mu. ou cos. d'aaglés dont la variation est très petite vis-anvis 
C0lle de l'angle p,, peuvent augmenter beaucoup par l'int^ation, à cause du carré du 
multiple qu'ib acquièrent en diviseur ; et que ce n'est qu^ par les rapports Connus des 
xaoyens mouvemens des planètes, qu'on peut jugjer, dans chaque ca^) de la valeur du 
rapport dea variations. 
Grand axe et Lagrange GCAsidère ensuite les variations périodiques du demi-grand axe >, qui sont 
miyen mouve- ^xprijanée» en fonction de la difFéreotielle partielle de o, relativement aux seules va« 
riâbks de la planète troublée. Il développe son expression, qui devient rigoureusement 
intégrable quand pn néglige le» excentricités , puisqu'elle se réduit alors à la différentielle 
de Q pAr rapport à p, seulement ; il développe 90a intégrale en série suivant les cosinus 
^ p^ *-^/> Pt'^Pi f etc. ', et comme la^rotsième loi de Kepler âabUt un rapport entre 
les grands axes et lea moyena mouvemens , il obtient à la foie le» expressiona des quan- 

(*) Il obtient dS =:iÀr* "jI ^'^Z + * TH ^'"'^ 3r t- (N ain ^ — M cosç) <iqr -Heic. , et fl en tire aprc* 
1(6 cWrdoppement et rintëgralioa, en faiaant (r/ — ar// cos C/>^—;i,0 +''/■)" '=C''y7'vO+Co,r/JiCoa (p,~r!) 
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ixtès f et IF, qai expriment la partie périodique des yariatiôxis du grand axe et du moyen 
mouvement (*). 

U passe de là àlarechercfae de celles des excentricités et des aphélies > et reprend » pour ^|]Su"^^ 
cet effet ^ les formules qui donnent les variations des quantités H et IT ou x et jr. Si on *^^* 
y substitue la valeur de O en série ^ de même que celles de q et de r, en fonction de p^ 
et de r^ , et qu'on développe les divers produits de sinus et de cosinus , on aura des 
termes proportionnels à sinp^ et cosp^, lesquels, étant ensuite multipliés par sinp^ 
.et cosp^j donneront dans les valeurs de d!r et c^ des termes sans sinus ni cosinus ; ce 
sont ceux auxquels on s'est borné dans la théorie des variations séculaires. Maintenant 
il faut aussi tenir compte des autres termes qui restent alTi^ctés des sinus ou cosinus des 
multiples de p^ y p/, etc. ; leur introduction ne change pas la nature des équations qui 
déterminent x et y , et y fait naître seulement des seconds membres composés de 
termes tous périodiques , que l'auteur désigne par (X) et (Y), a Gomme dans les pre-» 
9» miers membres de ces équations , dit-il , les variables sont linéaires y et que les seconda 
9> membres peuvent être regardés comme des fonctions connues de la variable t, l'inté* 
T gration est toujours possible par les méthodes connues. Dans la théorie précédente » 
19 nous avons donné les intégrales complètes pour le cas où les seconds membres seraient 
7i nuls ; et ces mêmes intégrales, en y faisant varier les constantes arbitraires^ donne- 
9) ront celles des équatiolis dont il s'agit (*^). n Lagrange suppose ensuite qu'on fasse 
abstraction des excentricités , et intègre alors sans difficulté les équations qui donnent les 
parties périodiques des valeurs de x et dey. Il ne lui reste plus maintenant qu'à déterminer 
les inégalités des nœuds et des inclinaisons^ au moyen des valeurs de ds et du, qui sont 
données en fonctions de P, Q, B.^ et de leurs différentielles dont on a déjà les expressions Nœud etîa» 
générales. Il commence par réduire les équations qui donnent ds et du, à une forme ***** 



{*) En efièt , soient toujonn p, et r^ les parties coikstantes de f^ et de r , P^quation d^ :s2( dÛ) donst 

I ss -^ — ^/(dn) ; «t de U en iainoit r asr^H- f> et en o^ligeuit ^«y ^ =s •^«r//(<^a}. 

^ dt dg 3édt 3 

OnaalorsJf?=-7=:-i— ^, et en intégrant, p =p, j /^ ^« = P. + 5^/*, /(<?n) j d'oïl 

Ton lire, enfiOsant pH-^ =s p-f. «> «r osX -f- ^rJdp,J{^Sk),ti û fitodie^ ^ot dus oetitcxpccaiiçna n'entré 
«nciui terme proportionnel ^ p^ 

Si Ton soppose ensuite dp^ = ^^^ '= ' ^^ n'~ ^ *^'' *"* ""^ 

X ^Unt une constante arbitraire qu^on déterminera en égalant à ze'ro la somme des coeffidens de p dans la 
Taleorde er. 
(*^) Gee équations ëunt 

^-[(o,i)-#-«lfr3r-KCo,i3r'+«tc.=»î^\ ^+C(o,i) + etcO*-C«,i3«'-.etc.=:^>. 

r" r* 

Soient Ç et 4 les partiel périodiques de x et de ^y on anra^ en se bornant à ces parties, et en négligeant les 

carrés des forces pertuibauices, ^ = L^-i , ^ =5 L_s, d'oîi l'on tire f = /(X)dfp^, + sa/(Y)</'p^} 

r" r* 

Tsleurs qai te réduisent & la forme { ^ E sin py -* i^cos p^ •i^sScoêp'^Tùnp^i en dàîg«aat jfkt f et tf 
des suites de sin. et de cos. des multiples dep^-^p/, p^ — -p//etc« 
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plus simple et plus générale, à quelques égards ; il y fait ensuite les mêmes subsdtntioiii 

que dans le cas précédent , en négligeant les quantités du second ordre , et en dé%'elop- 

^ pant les produits des sinus et cosinus {*) ; et comme l'analyse dont il fait usage est 

indépendante de la condition dR = o, qu'il avait employée d*abord, il s'ensuit que les 

équations dont il s*agit auraient également lieu quand même le grand axe de Torbite 

ferait sujet à des variations séculaires; et qu'ainsi ]s^ théorie des nœuds et des inclinaisons 

des orbites planétaires subsiste indépendamment de l'inaltéral^ilité des distances moyennes. 

Les expressions des variations périodiques auxquelles il parvient , ont une forme tout-4- 

fait analogue à celle des formules qui se rapportent aux deux élémens précédens . si ce 

n'est qu'elles sont nulles lorsqu'on fait abstraction, dans l'eiFet des forces perturbatrices, 

des inclinaisons des orbites. Connaissant la longitude du nœud «, dans le plan de pro« 

jection, sa longitude dans l'orbite sera donnée par la formule /cosû/«, i étant l'angle 

d'inclinaison ; car il est évident que tandis que le nœud avance de l'angle dm dans 

le plan de projection , il n'avance dans le plan de l'orbite que de l'angle cos idm , qui est 

le côté adjacent à l'angle i, dans le triangle rectangle dont dm est Thypothénuse. 

Gooraonneet Lagrange iadique enGn comment, lorsqu'on connaît les altérations que les élémens 

po aiw», doivent subir par l'effet des variations périodiques , on peut déterminer celles qui eç 

résultent dans la distance accourcie r , la longitude vraie g , et la tangjente / de la latir 

tude , en substituant dans leurs expressions , calculées pour une ellipse invariable , les 

valeurs des élémens augmentées des corrections dues aux forces perturbatrices (**); et 

il exécute ces opérations dans le cas où l'on néglige les excentricités et les inclinaisons 

des orbites , ce qui rend nulle la correction de la latitude. 

9* Mémoire de Avant de passer à l'application que Lagrange a faite de toutes ces formules à chaque 

^on/ Formula Planète, nous devons dire un mot du Mémoire sur les variations séculaires des moyens 

p'ncralet pour mouvemens dés planètes, qui se trouve à la suite du précédent, et dans lequel l'auteut 

cuUire da reprend la recherche de l'expression de dx , en faisant d'abord abstraction de l'inclinaison 

Timmu ^^^ ^® l'orbite, et en poussant le calcul jusqu'aux secondes dimensions de M, N, M', K' ou 

x,y,x'yy\ Il représente pat r(i +«),p+C, / (i +«),// -f-^' les valeurs des 

rayons vecteurs f, /et des longitudes vraies q, <f des planètes troublée et troublante; 

il change alors dans û , p , / en r , / ; (/ , ^ en p , p^, et y fait croître ensuite r de r« , 

1^ de /«, p de C, p' de C', en poussant la série de Taylor jusqu'aux secondes ditaien^- 

(♦)SaitZ==T'(^^43)cC«-^«')r'-(---00-f-«c.jaB«ttr«rf,= Z/^, da='i&sc^; 
si Ton désigne par (S) et (V}les termes ea sinus etcosinos de la Talearde r/Z sin Py , r/ Zcosp^, les équc- 

lions deviendront -|; +( o,i )(tt—w')-f. etc. ax:^, -j-— (o,i )(« — *')— etc. s= i-J, et se i^niront 

à ^zzf{S)dp^ V =/(V) dp, , «n représcoUnt par «• et v les parties périodiques des valeurs de s et deu. 

(**) En effet, soient toujours p, ( y -^^ 0-^ v etirle» corrections de» 'élémens r^, '/. T*i *,» u, ," et de la 
longitude moyenne p, ; celles de la longitude, du rayon Tecienr «t de la langenie d« |a latitude seionti en 
B^ligeantles carres de ^, {, etc., 

•t les deux premières se réduisent , quand on néglige les excentricités et les inclinaisons , \ 

w^9( coêp, - î4 sinp^ = «■ — aY, et fc^+ O (f «np,-f4 cùsp,) =f + r^K 
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^0X18 de «1 ffy «^y ff. 1] tire de là les valeurs des dilFérentielles partielles de O, par rap-* 
port à f et kq, transformées de la même manière , et les substitue dans Js , en ne con- 
servant , parmi leurs multiplicateurs , que les termes de la forme de ceux qui entrent dan« 
les expressions de ces dilFérentielles , lorsqu'on y développe la fraction irrationnelle -, il 
obtient par là une expression qui ne contient plus de sinus et de cosinus des multiples 
de p, p\ etc., mais qui est affectée des carrés et des produits àe x,y , x\y* (*). Lors- 
qu'on y met pour ces variables leurs valeurs A sin {ai + «)-}- B sin (6f + ff) -f- etc. , 
A cos (af + «) + etc., données par la théorie des variations séculaires , et contenant' 
autant de termes qu'il y a de planètes qui agissent les unes sur les autres , cette formulé 
donne pour S une valeur composée de deux sortes de termes : les uns sont proportionnels 
9tp ^fX se confondent avec le moyen mouvement ; les autres , proportionnels aux sinus 
des angles (a — h) < + «— C , {a''^c)t'\'* '^y y etc. , ont des coefficiens beaucoup plus 
grands que ceux des cosinus correspondans dans l'équation -différentielle , parce que l'in- 
tégration les a augmentés dans la raison de a-— 6, a^^c^ etc. à i. Ces termes donnent 
donc de véritables équations séculaires dans le mouvement moyen de la planète, et 
il ne s'agit plus que de voir si elles sont assez sensibles pour être appréciées par les ob-» 
servations. "* 

L'auteur examine aussi ce qui peut résulter de rinclinaison mutuelle des orbites , et 
sur-tout de la variation de cfette inclinaison, en considérant immédiatement l'orbite réelle 
de la planète , et en cherchant la variation du mouvement moyen d'après celles des 
élémens de cette orbite. Il indique à cette occasion une nouvelle méthode pour déter- 
miner les variations de ces élémens , et ne trouve qu'un seul terme , provenant de l'inclî- 
liaison, à ajouter à la valeur de iz déjà déterminée. Il applique ensuite cette formule à la* a* et 3* see- 
recherch« de la variation du mouvement moyen de Saturne produite par l'action de ^^"'•j^'^P^*^ 
Jupiter , et trouve par là un terme donnant une équation séculaire dont la période est et Japitcr. 
de 70414 A^d ) vàsàA dont la quantité est presqu'insensible ; il en est de même de celle 
de Jupiter produite par l'action de Saturne ; et quoique , par une erreur de calcul numé-' 
rique assez singulière , sur laquelle nous reviendrons peut-être par la suite , Lagrange 
ait trouvé ces quantités bien plus petites qu'elles ne le sont en effet , les inégalités qui 
en résultent seront fort long-temps inappréciables par les observations. 

n ne nous reste plus à parler que de la seconde partie de la théorie des variations pé- Mémoire de 
riodiques, qui date de l'année même où M. Laplace publia sa Théorie du mouvement el- i^riaiSnspériol 
Upiique et delà figure des planètes y et dans laquelle Lagrange traduit ses formules en diques de cfaa^ 
nombres pour chacune des planètes principales, u Un défaut commun à toutes les mé* ^^ 
p thodes déjà suivies, dit-il, est de donner, dès la seconde approximation, une expression 
ti inexacte du rayon vecteur, en y introduisant des termes proportionnels au temps , qui 
» ne doivent point s y trouver sous cette forme ; et parmi les différens moyens qu'on a 
ii employés pour se débarrasser de ces sortes de termes , et les faire servir à la détermi-^ 
» nation des variations séculaires , les uns sont ou trop compliqués ou trop indirects , et 

(*) Celte <îqaaiion est ^ = (o)+(i) C«'+r' ) + W(a'« 4-y») + (3)(**'+^ ), 
cnsupposant (0)=-- 1- jf^, (0 = -r {-J-^-i + 2_-L.'_^, _^_j , etci 

les symboles [ r, / ] , etc. étant les cocSicicns du dcyeloppemeot de FinTcrse de la distance mutaelle. 
{je tenneproVenaat de rinclinaisoii est de la forme + (4) [ (* — s^Y -h ( « — u' )»]. 

q6 
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» les autres ne sont pas assez rigoureux.... Noos commeDcerons par calculer, àFaide des' 
» formules quidoiuaent les corrections delà longitude et du rayon vecteur , les variations 
}) périodiques qui dépendent uniquement de la distance ou commutation des planètes 
91 entre elles , et qui auraient lieu également si leurs orbites étaient sans excentricité et 
9) sans inclinaison. Nous pourrons même négliger entièrement les corrections du rayon 
99 vecteur, comme inutiles pour les applications astronomiques, tant à cause de leur 
y) petitesse, que parce que les observations immédiates des longitudes sont les seules dont 
7) on fasse usage , et sur lesquelles on puisse compter. Nous passerons ensuite à la déter- 
91 mination des autres variations qui dépendent tôut-^-Ia-'fois des distances des planètes et 

7) de leurs excentricités et inclinaisons n L'auteur n*a exécuté que la première partie 

de ces calculs. Chacune des six sections qui composent son Mémoire est consacrée à la 
détermination des variations périodiques de Tune des six planètes principales, depuis 
Saturne jusqu'à Mercure , dépendantes de ses distances héliocentriqnes aux autres pla- 
nètes ; et Lagrange y calcule les termes qui sont affectés des cosinus des huit premiers 
multiples de ces distances. 

Ce travail, utile pour F Astronomie pratique, est intéressant aussi pour la théorie, soit 
parce qu il fait voir la convergence des séries qui expriment les inégalités, soit par la com- 
paraison que Fauteur y donne de ses résultats avec ceux obtenus par les autres géomètres^ 
dans leuiB recherches sur le même sujet. Ainsi Lagrange vérifie que les calculs d*Euler, 
Clairaut et Lalande, sur les théories de la Terre et de Mars, s'accordent assez bien avec les 
siens , lorsqu'on les corrige de l'erreur commise par les premiers dans l'évaluation de la 
parallaxe du Soleil. Il obtient un terme sensible, de plus que Lalande, dans la formule 
qui exprime l'action de Mars sur Vénus. Il trouve ± 33" pour le maximum de la cor- 
rection de la longitude de Saturne , qui provient de l'action de 'Jupiter , tandis qu'Euler 
trouvait pour le coefEeient de cette inégalité , 4' dans sa première pièce, et^— lâ* dans 
la seconde. Il obtient un plus grand accord pour les inégalités du mouvement de Jupiter, 
en ayant égard à la différence de la valeur de la masse de Saturne , et il calcule les 
inégalités qui en résultent dans les éclipses des satellites de Jupiter; enfin, quant à 
Mercure I il trouve les corrections trop petites pour qu'on pût y avoir égard dans Tétat 
d'imperfection où étaient encore les tables de cette planète. 



CHAPITRE VI. 

Travaux remarquables sur la Théorie des Planètes^ qui datent des dernières 

armées du i8* siècle. 

Hecberchesde A.VANT de nous occuper de la grande décoiiverte qui fait le sujet principal é^ ce 

le» inë^iîîtë»' ë- chapitre, nous devons dire un mot de la méthode ingénieuse et indépendante de toute 

euWmB(Mém, h3rpothèse., par laquelle M. Laplace est parvenu, dans les Mém, de Paris, pour 1784; a 

€ ar,, 17 4.} ^^^^jUj. d'une manière générale , qu'en vertu de l'action mutuelle des planètes, les excen» 

tricités et les inclinaisons de leurs orbites sont toujours peu considérables. 

Il reprend, pour cejt effet ^ le principe du chevalier d*Arcy; il l'applique aux aires 
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^âccrites anr in trou pl«n$ coordonnées p«r les projections d^s rayons yeoteurs de cfanque Relations m- 
pianète^ et en conclut trois équations auxquelles leurs élémens doivent satisfaire après ^^ ^uvênt'^ 
un temps quelconque (*); les deux dernières lui donnent^ en se bornant au «eco»d^"«'énrs varia- 
ordre, deux relations très simples entre les variaUes dont nous avons yu l'introduction peutes. 
dans Tintégration des équations séculaires relatives aux nœuds et aux inclinaisons. La 
première équation est la même que celle que Tauteur avait déjà obtenue en 1773 ; il la 
déveloj^ en négligeant les quatrièmes dimensions des excentricités et des inclinaisons; 
et comme les mojezmes distances des planètes au Soleil n'éprouvent, par leur actioi^ 
mutuelle , aucune yariation séculaire , la partie ou ces distances entrent seules rest^ 
^oosUate , et peut être comprise dans le second membre de l'équation. Les autres termes 
forment deux groupes distincts , l'un contenant les carrés des excentricités , Tautre les 
carrés des inclinaisons ; et comme ces yariables sont données par des équations indé*- 
pendantes les unes des autres , en sorte que les formules qui déterminent les excentricités 
«ont les mêmes que si les inclinaisons étaient nulles » on voit que cbaque groupe doit 
eatisfaire séparément à Téquation dont il s'agit; ce qui fournit deux relations , Tune qui 
«xprime que la somme des produits des carrés des excentricités de dbaque planète , par sa 
«nasse etpar la racine carrée de sa moyenne distance, estime quantité constante ; l'autre^ 
qui établit le même rapport pour les inclinaisons. Or, les planètes étant supposées cir^ 
culer dans le même sens , tous les termes des premiers membres de ces équations sont 
positifs y et par conséquent chacun d'eux est moindre que la constante des seconds 
membres. U sui&t donc qu*à une époque quelconque les excentricités et les inclinaisons 
te sment trouvées très petites , et que leurs valeurs , è cette époque , aient servi 1 

(^) En eSet, soient a et ae le demi-grand axe et Texcentriciië de l'orbite dVine planète dont la masse eti 
«R, k tanfenle de aon mcltnaison b «a p1^ des x^* , I Tangle de la ligne de» neeiida atec Taxe dea «^ 
•safio àénpÈQOM psr 6, y, h" les nigieai du plan de l'orbite atbc \m trois plans des coonlonnées, oowaer 



«• y === sîn * cw I== -i^2i^, ce» i* =: atn * «n 1 == --fji?i:=^ 

. Si Tmi nprcKnte par les mêmes kttxes, accentuées, les variablea xeUtivesaiix aotces plaaèiea, et que Vam 
lasse sin I=s J9, Ocos I=:<7, etc. , le principe des aires rapporté page i63, fournira les trois ë^uatipos 



Les denz démîmes donnent , en négligeant pe*, pAs qe*, etc. « 

^ml/fl + ç^m'i/?-H^'m* V^?* -H etc. = const. , pm^Z-i-p'm' ^^^p'm" l/ô^-f- eic =5 ooast, 

La première derient, en négligeant les «4, e>9*,etc. , 

m V/ÛH-m' V/y+m" V^+ etc.— J m \/'a{e*^*y^\ m' V/7'(</«-M'-)— f w* V^Pce^'+fl'») — etc. =: C . 

et se décompose en ces trois cquaUons : m ^ a + rii! y a' H- "»'' V^a' + etc. s= const, 

( Voyez Mée* céleste , tome I^ pages 3i i et 3i5. ) ' 



Digitized by 



Google 



no4 SECONDE PARTIE. THÉORIES ©ES PLANÈTES, 

déterminer cea constantes , pour qu'on en puisse conclure que diacun des termes des pre- 
miers membres de ces équations restera toujours fort petit, qu'il ne pourra pas crokre 
indéfiniment, et que par conséquent les orbites seront toujours à fort peu de chose près 
circulaires , et leurs plans peu inclinés à l'éclîptique. 

M. Laplace se sert de ces relations pour démontrer généralement que les expressions 
des excentricités et des inclinaisons des orbites des planètes ne renfemient ni arcs de 
cercle, ni exponentielles réelles. Pour y parvenir, il suppose, pour un moment, qu'il 
6e trouvât des termes de ce genre dans les valeurs des excentricités ; il les substitue dans 
la relation obtenue entre ces élémens ; cette équation devant avoir lien , quel que soit le 
temps t , il est nécessaire que les coef&ciens des exponentielles , et des puissances sem-- 
blables de t, disparaissent d'eux->mémes *, et cette considération lui sert à prouver que les 
coefilciens de ces quantités , dans les valeurs supposées , doivent être nuls chacun sepa* 
rément {*) , ou , ce qui revient au même, que ni les exponentielles, ni les arcs de cercle, 
ne se rencontrent dans les vraies valeurs des excentricités ; et il en est de même pour 
les inclinaisons, a Ainsi, dit l'auteur, en vertu de l'action mutuelle des planètes, leurs 
T orbites s'aplatissent plus ou moins, mais en ne s'écartantque très peu de la forme circu- 
9) laire , et en conservant toujours les mêmes grands axes ; les positions respectives de leur» 
n plans et de leurs aphélies varient sans cesse , elles s'inclinent plus ou molna les unes 
» aux autres, mais elles sont toujours renfermées dans une zone d'un petit nombre 
f> de degrés , et tout le système planétaire est contenu dans des limites invariables, n 
Annonce delà C'est dans le Mémoire qui contient ces recherches de M. Laplace, et qui renferme aussi 
ffr*nde«°îS/** '^ démonstration de deux théorèmes bien remarquables, relatifs aux premiers satellites de 
lites de Satarne Jupiter, que se trouve l'un des plus beaux titres de ce grand géomètre à l'admiration et à la 
«€ upiter. reconnaissance du monde savant ; je veux parler de la véritable explication des grandes iné- 
galités de Saturne et de Jupiter , qu'il donna à l'Académie des Sciences le lo mai 1787^ 
à l'époque même où l'on commençait à désespérer de pouvoir jamais y parvenir par Tat- 
traction Newtonienne. Yoici comment il s'énonce à ce sujet dans le Mémoire actuel, page 4} 
9) Une propriété générale de l'action des planètes entre elles, est que, si l'on n'a égard qu'aux 
91 quantités qui ont de très longues périodes , la somme des masses de chaque planète , 
n divisées respectivement par les grands axes de leurs orbites, reste toujours à très peu 

(*) En effet soit 

e tin V = «i/ï» -!->«»• +etc. + A, ecos V=iu/»' H-^^f 4-etc.4-/,eic. , 
«nanra «• = (*•+/«« J/^'* 4- (y* H- ^» )'"-*-«'«• + *■ -*-^> tf'» = («'• +/u'«)/^" 4* etc. j 
Yaleun qui ^tant sobttitnëes dans raTant-demièie équation , la réduiront à 

-f. m yâ{h* -f /•) + m' V^7( V« •+- /'« ) -f-etc. = consi. 
Or , celle-ci se décompose d*eUe-m^e en trois autres, saroir : 

m V^(**4-iuOH-m'i/?'(«'«H-/0H-«tc.==:o,mV/^(>«4-^V + w'l/ï^ =0, 

m l/â{h*'hi*) -*- m' V/û' (V«4.r») + etc. zzo; 

et comme m V^y ^^' ^^ etc., sont des «piantités positives ^ et que a , /u , y , «^ etc. , sont des quantités réelles^ 
les deux premières équations ne peuvent subsister, à moins qa^on a Vit séparément ct= o,/<'sso,>ssO' 
a'sso. ( Vojea Mécanique céleste, tom. J, pag. 3o6.) 
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m pràs conatante (^ ; d*oà il suit que les carrés des moyens moQvemens étant réciproques 
9» aux cubes de ces axes , si le mouvement de Saturne se rallentit par l'action de Jupiter, 
7) celui de Jupiter doit s'accélérer par l'action de Saturne , ce qui est conforme à ce qu'on 
y observe. On trouve de plus^ en employant les valeurs des masses de ces planète»^ 
91 données par M. de la Grange, que le retardement de Saturne doit être à l'accélération 
yi de Jupiter , à très peu près comme 7 est à 3 ; ainsi , l'équation séculaire de Saturne étant 
P supposée de 9® 16', celle de Jupiter doit être de 3*» 58', ce qui ne diffère que de 9' du 
r résultat de Halley. 11 est donc fort probable que les variations observées dans le» 
9> mouvemens de Jupiter et de Saturne sont un elFet de l^ur action mutuelle ; et puis^ 
9» qu'il est constant que cette action ne peut y produire aucune inégalité, soit cons** 
I» tamment croissante, soit périodique, mais d'une période très longue et indépendante de 
9> la situation de ces planètes , et qu'elle n'y cause que des inégalités dépendantes de 
V leur configuration entre elles , il est naturel de penser qu'il existe ; dans leur théorie, 
^ une inégalité considérable de ce genre , dont la période est fort longue, et d'où résultexxt 
f> ces variations. 

91 £n examinant les circonstances du mouvement de Jupiter et de Saturne , on aperçoit 
9 aisément que leurs moyens mouvemens approchent beaucoup d'être commensurables , 
9> et que cinq fois le moyen mouvement de Saturne est à très peu près égal à deux 
9) fois celui de Jupiter; d'où j'ai conclu que les termes qui , dans les équations diiFéren- 
9> tielles du mouvement de ces planètes, ont pour argument cinq fois la longitude 
9» moyenne de Saturne moins deux fois celle de Jupiter, pouvaient devenir sensible» 
9> par les intégrations , quoique multipliés par les cubes et les produits de trois dimenr 
7) sions des excentricités et des inclinaisons des orbites. J'ai regardé conséquemment ce» 
7) inégalités comme une cause très vraisemblable de» variation» observées dan» le» mou- 
9» vemèns de Jupiter et de Saturne. La probabilité de cette cause et l'importance de cet 

(*) En effet , rë^[cuit]oii g^n^rale des forces vÎTes, pour nn système de planètes m , ly/, mff etc. , qui toumenC 
«Qtonrd'nn corps central dont la masse est prise pour unité, se réduit, lon^'on néglige les canes et le» 
prodniu des masses de ces planètes , à 

f étant nne constante arbitraire. 

Or , les équations dn mouTement trouBlé de la planète m donnent aussi 

a étant le demi-grand axe de son orbite, 4 ^^^ fonction périodique de Tordre des masses perturbatrice»} 
et Ton a des équations semblables pour chaque planète. Si Ton substitue pour les premiers menbces leurs 
valeurs dans Téquation générale, elle donnera, en négligeant les quantités de Tordre m* qui ne sont que pé- 

riodiqnesott constantes, la relation — + -7 -I* -7 + «te* ==^/> TÛ se léduit dans- le cas de deux ^nètes 

à mn^'^ m'nr^szf, en faisant -^=s n% ~^=: n'* ; elle donne alors, en la différenciant par rapport à /, 

réquation •} nuT^la 4- 1 mV**^ />i^ =:o; d^oh Ton tire, entte les variations à longues périodes d«i moyens 
mouvemens, qui dépendent du premier ordre des masses perturbatrices , la relatîoa 

^a' = — ""Vr ^' ( V oyei me. céleste, tome I , page 334- ) 
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« obJBty m*6nt déterminé à entreprendre le calcul long et pénible, nécesiate pour m'es 

n assurer. Le résultat de ce caknl a plebement confinné ma conjecture , et l'accord 

S) entre nés fonnules et les obserratians in*a fbnrni une nouvelle preuve de Uadmin^le 

ft théorie de la pesanteur nnÎTerselle. »• 

rw d^Ju M^r ^'*"**"*' pouwttît en ce» termes , dans les Mémoires de Tannée de 1785 , pag. 55 : « La 

dcSatarnedon- ^ p)iisconsidénd>le de toutes les inégalités de Saturne, dépend de cinq fois le moyen mou- 

1^1^^ (^mm, ^ vement de Satome moins deux fois celni de Jupiter ; sa période est d'environ 9 19 ans » 

e* ^Se*) ^^^^ ^ ** valeur , qui diminue par des degrés insensibles , était , au milieu de ce siède , 

'^ '^ -» de 48' 44". Le mouvementile Jupiter est soumis à une inégalité correspondante , don! 

n la période est exactement la même , mais dont la yaleu: , affectée d'un signe contraire « 

V est d'euTÎron ao' 49''- On doit rapporter à ces deux grandes inégalités, jusqu'à pré* 
r\ sent incouBfues , le ralentissement apparent de Saturne , et l'accélératioa apparente 
9) de Jupiter. Ces phénomènes ont atteint leur maximum vers i56o : depuis cette 
ji époque, les moyens mouvemens apparens des deux planètes se aoot rapprochés 
91 sans cesse de leurs véritables moyens mouvemens. Yoilà pourquoi ^ lorsque Toa « 
9) comparé les observations modernes aux anciennes , le moyen mouvement de Saturne 
n a paru plus lent, et celui de Jupiter plus rapide, que par la comparaiaon des obser- 
ft vations modernes entre elles ; tandis que ces d^nières ont indiqué une acoélératioa 
p dans le mouvement de Saturne , et un ralentissement dans celui de Jupiter. Si l'As* 

V troaomie eût été renouvelée trois siècles plus tard, les observations auraient présenté 
r) des phénomènes contraires. Les mouvemens que l'Astronomie d'un peuple assigne 
a à Jupiter et i Saturne peuvent donc nous éclairer sur le temps où elle a été 
M fondée 

D La théorie de Saturne renferme encore une inégalité remarquable dont la valeur 
-Il est à peu ^ès de 10', et qui coïnoiderait avec les inégalités du mouvement dliptiqne, 
9) si le ddiMe du moyen mouvement de Jupiter était parfaitement égal à cinq fois celai 
n de Saturne. Cest d'elle que vient en grande partie le dérangement observé par M. de 
^n la Lande, dans le mouvement de Saturne , et qui rend , depuis un siècle , son moyea 
y) mouvement, conclu des oppositions de cette planète vers Téquinoxe du printemps, plus 
n rapide que celui qui résulte des oppositions obsen'ées vers l'équinoxe d'automne ; c'est 
n aussi à cela que tient le peu d'accord des variations de l'aphélie de Saturne avec la 
y> théorie de ses inégalités séculaires. » 
Pw?amlmle cl L^ Mémoire qui contient le passage précédent » et dont la seconde partie se trouve 
uaTail. dans-le Recueil de Yjévad, de Paris , pour 1786 , comprend , outre le développement des 

calcub relatifs à la belle découverte de M. Laplace , la première théorie complète de 
Jupiter et de Saturne qui ait paru » la seule à laquelle on n*ait rien ajouté depuis , et 
dont les formules générales aient été appliquées dès-lors aux autres planètes. L'auteur 
y a fait usage àe tous ses travaux précédens, en adoptant aussi quelques procédés de 
Lagrange : u Cet ouvrage, dit-il, est divisé en trois sections. J'expose dans la première, 
y) une théorie analytique des inégalités périodiques et séculaires de Jupiter et de Saturne, qui 
I» naissent de leur action mutuelle. La seconde section a pour objet la théorie de Saturne, 
7) la troisième la théorie de Jupiter ; on y trouve l'application, à ces deux planètes, des for»* 
}> mules analytiques de la première , la correction des élémensde leurs orbites, et la compa- 
I) raison des résultats avec les obscr^'ations aacieimes et modernes. Je me sui^i sur-tout 
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n ittach^ À donner âmes résultats, une forme simple et conutiocle poqr lecaîcuT; et^ comme 
9» jelesai yérifiés avec beaucoup de soin et par différentes méthodes, fe croîs pouyoîr ré-« 
V pondre de leur exactitude. Ce qui distingue principalement cette théorie de celles 
I» qui l'ont précédée , est la considération des inégalités dépendantes des carrés et des 
9> puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons des orbites , que f ai cal- 
» culées en poussant l'approximation jusqu'au quatrième ordre. . . • Les méthodes ordi- 
p naires conduiraient , pour les déterminer , à des calculs d'une excessive longueur ; 
n heureusement la même considération qui force de recourir à ces inégalités , simplifie 
i» leur détermination , et fexpose une méthode facile et très approchée pour ypanrenir. )v 
Nous allons nous borner à donner une idée générale de ce beau travail , en entrant 
cependant dans quelques détails au sujet des inégalités à longue période. 

L'auteur, après avoir déduit des équations générales du mouvement de deux planètes , ^^« •cciion.' 
les quatre intégrales premières, qui sont les seules qu'on puisse obtenir, et après en tiqu«'^clc« p«r* 
avoir conclu, comme dans son Mémoire de 1784, les équations de condition qui en '" ' ^y | y y^ 
résultent entre les élçmens , transforme les coordonnées rectangulaires en polaires , en planèics. 
désignant, conune dans son Mémoire de 1773, par m'^r, m'/V, m^^, les accroissemens du 
rayon vecteur , de la longitude sur le plan de l'orbite , et du sinus de la latitude au-dessus 
de l'orbite primitive , dus à l'action réciproque des planètes , et en représentant par R 
la fonction Q de Lagrange, sans 7 comprendre la masse perturbatrice m\ Il obtient alors , 
par le procédé que nous avons indiqué page ia3 , les expiassions générales de ces accrois- 
semens en fonction des élémens elliptiques , et des diiFérentielles partielles de R par rap^ 
port à X, ^, z, précédées d'un ou de deux signes d'intégration (*). Le calcul se trouve 
par là réduit à des quadratures que l'on peut toujours obtenir par les médiodes connues 
d'interpolation, ce qui est avantageux dans la recherche des perturbations des comètes 
dues à l'action des planètes ; mais dans la théorie des planètes , la considération de9 
orbites peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres , peut conduire à des expres* 
aions analytiques de ces perturbations , et faire connaître la nature des orbites qu'elles 
décrivent, par des équations fort approchées qui embrassent les siècles passés et à venir. 

L'auteur reprend, pour y parvenir, les deux premières équations précédentes , en lais- 
sant celle en /y sous la forme d'une équation du second ordre ; il prend pour plan fixe 
des ay celui de l'orbite primitive de m , et désigne par v l'angle formé par le rayon r et 
par l'axe des x ; et par / l'angle que fait avec cet axe la projection de / sur le plan fixe. 



/♦) Ctt Taka» loot, m toppocant 4ï ^— — ./n r^ =^ . "" a» ». 
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U s'occnpe ensuite du développement de la fonction R , qu*il réduit à une dérie dont lé 
premier terme S, est ce que devient R quand on y met, pour r, /, v, v\ leurs valeurs cons^ 
tantes a, a', nt-^i, n't 4- %\ et dont les termes suivans sont les différentielles du pre-* 
xnier, par rapport kt^/^v,v', on simplement par rapport à a et àixf — n't; quant au 
terme S ^ il le développe suivant les cosinus deTangle n'^ — • n^ + 1 ' — - 1 ^ en remarquant 
qu*on peut mettre son expression sous la forme \ S A^O cos / (»'/ — n* + / — 1) , dans 
laquelle S est le signe intégral des différences finies ^ qui y dans ce cas , se rapporte à la 
variable i , et qui embrasse toutes ses valeurs entières depuis i = — 00 jusqu'à 1 = 00; de 
manière que AC~0 soit égal à A^O. li considère d*abord à part les termes indépendans 
des excentricités , et il obtient, par l'intégration , les parties u et Y des valeurs de fr et 
de i'v qui s'y rapportent. Il traite de même séparément ensuite les termes qui dépendent 
de la première puissance des excentricités , et dont la détermination exige de très grands 
calculs. 
Détennînfttion ^ Les différens termes des expressions complètes de r, v et 5, dit-il page 63, sont 
^rmM't^Tic^ n compris dans la forme K sin ou cos [}{n't — nt +•'—•) + rnt + ri] ; i étant nn 
i|ues. D nombre entier positif ou négatif, ou zéro, et r étant un nombre entier positif, ou zéro;. 

9) K est une fonction des .excentricités et des inclinaisons des orbites , de l'ordre r. On 
n peut juger par là de quel ordre est nn terme qui dépend d'un angle donné. Pour sa- 
9) voir, par exemple, dans la théorie de Jupiter et de Saturue, de quel ordre est le tenue 
V) qui dépend de l'angle bn't — uni -|- 5/ — 21 on mettra cet angle sous cette forme, 
» 5 (n'^ — «/ + /— 1) + Znt -f- 3i; et comme alors r = 3, il en résulte que le terme 
n dont il s'agit est du troisième ordre y ou qu'il dépend des cubes et des produits de trois 
9) dimensions , des excentricités et des inclinaisons des orbites. r> 

Ayant de passer à l'examen particulier de ces termes, M. Laplace s'occupe, dans les 
Vticles i3 — i5, de la détermination numérique des coefficiens A^**), A^'>, etc., des 
séries qui expriment l'inverse de la distance mutuelle des deux planètes et l'inverse de 
son cube ; il expose avec étendue les diverses psopriétés de ces fonctions, et présente 
cette théorie d'une manière analogue à celle qu'il a employée depuis dans la Mécanique 
céleste. Il détermine ensuite les inégalités séculaires de l'une et de l'autre planète , en 
faisant disparaître les arcs de cercle par la méthode qu'il avait donnée dans les volumes 
de 1773 ; et il fait usage des équations de condition entre les élémens, ponr prouver U 
constance des grands axes aux quantités près du quatrième ordre. 
In^alitëtdes ^^^ rapports des moyens mouyemens de Jupiter et de Saturne rendant insuffisantes les 
ordres supë- approximations précédentes, l'auteur consacre les articles 21 — 28 à la détermination 

neiirs an pre- ,* i..,/!-. it . /. . ^ 

i»ier,iiniacquiè-ues perturbations qui dépendent des ordres de petitesse supérieurs au premier, u Repre^ 

2ts' dîviMuJT' " ^^°^» dit-il, les valeurs précédentes de ir et ^i/, et supposons que dR renferme ou un 

I>ar rintcgra- rt terme constant, ou le sinus d'un angle proportionnel au temps , et croissant avec une 

» grande lenteur, en sorte qu'en exprimant cet angle par *f + C, « soit un très petit coeffi- 

r^ cient; la double intégrale fndlfàK renfermera un terme proportionnel au carré du 

9) temps, ou un terme dépendant de l'angle ttt -f C, et qui aura «* pour diviseur. Il est 

n clair qu'en faisant « = o , ce second cas rentrera dans le premier ; ainsi nous consi- 

99 dcrerons , pour plus de généralité , le cas dans lequel • est quelconque , mais très. 

99 petit ; et nous chefcherons les termes de ir etde i'v, qui dépendent de l'angle ut-^-C^ 

n et qui ont tt^ pour diviseur, d II ç»t évident que ces termes ne peuvent résulter que 
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d*ane âcnbk intégration; Texamen de tons ceux de l'expression de /r ne loi «n fournit 
qu'on seul qui soit dans le cas dont il s'agit (*) , et il en conclut que , pour avoir égard 
à la partie des perturbations du rayon vecteur et de la longitude de m, qû est divisée 
par «% il suffit d'augmenter de la quantité Sam'fndtfdR^ la longitude moyenne nt,+ 1 dea 
expressions de ces variables dans l'hypothèse elliptique. Si dR renfermait un terme cons- 
tant, cela produirait une équation séculaire « et ce serait le cas de la commensurabilité 
Jies moyens monvemens , qui n'a pas lien dans notre système ; mais si les moyens mouve- 
mens approchent beaucoup de cette commensurabilité ; si^ par exemple > 5n' -» 27» est 
seulement jjde n, comme dans la théorie de Saturne et Jupiter , la double intégration 
des termes qui auront cet argument , amènera le très petit diviseur {5n' -* 3n)% qui 
rendra ces termes très grands quoiqu'ils soient du troisième ordre. 

Pour déterminer ces inégalités, l'auteur suppose que la partie de R, dépendante d« 
l'angle 5/i't— > j^nt -f- 5/ — 2t, que nous représenterons, pour abréger, par {, soit 
isin Ç— ft'cos Ç; et il voit ce que cela produit dans Zani fndtfSSi, Les coefficiens k et hf étant 
des fonctions des excentricités , des inclinaisons , des positions du nœud et de l'aphélie , 
doivent varier avec ces élémens ; et vu la lenteur avec laquelle croît (, il n'est pas permis 
de les regarder comme constans dans la double intégrale ci-^dessus ; mais leurs périodes 
étant beaucoup plus longues que celles de cet angle , on peut n'avoir égard qu'aux diflFé* 

(^) En effist. Il Ton fiie Forigine de Tangle v à Taphâie ds k planète m, oa a, par la nature da 
BOQTement elliptique, 

fl(l— e«) , _ _ y-_ . «(i— e*)<fr |/i— «»A*^ 
'' = i^co«^ »•«'=»» r«i£p«a«nAV/ï:=?, et de là aini^s '—Q^=^ SSaT"' 

4m a anaii , en désignant par x ^^^ *^^ ^ eosînai des umltiplea de Tangle ii(-f*f»' 

r = «(i+5e. + e;k\ d'oh rcoii.= ^=12^^=^= ''(î * ■*-* )• 
On tire de là 

//Mft.r«Jnj'/dR5= — -i.V^îîII?/r<£r/dR = i/m? (r*/dR — /r«dR ) » 

fndi.reoêufdK^0fndtÇ^e+x)f^ =s ;fl«/«/«/dR+a(;t7aR— /;^dR), 
ta faiisnt ^ ^=^ fnxdi\ ce qu. amène dans la Taleor de — dn bas delà page 207, le terme 

qui est le aenl qui oooienre le donUe signe intégral, et d^oà pniseent résulter par oonsé9[aent, dans Tez* 
pression do rayon "vectenr de la planète troublée , des tenues qui aient «* pour diviseur. 
Si Ton met cette Taleur de Ir dans Tcxpression de A', on aura, en n^ayant <^ard qu'aux tenncs di« 

visa par «S /^ 5= J_, ^ïï:^^!!^. Asa/iMft/dR j et comme Ton a 

dr ^^ ennu rdtr ^^ i— e cos c (1 — ecosp')* ^ ^ dt^ . 

cette cspresûon derient 

(Vojes Mé: eé/., t. I, p. 5191—993.) 
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rentielles premières de k et k\ par rapport an temps ^ cpii^nt lé cobe de Snf — « su es 
diviseur ; et aégliger les difFérentielles des ordres supérieurs^ ainsi que les termes qui 
n'ont en diviseur que la {Hremjère puissance de cette quantité (^. 

Quoique les valeurs générales de R soient différentes , dans la théorie de Jupiter et dans 
celle de Saturne ^ les termes par lesquels, elles diGFèrent ne peuvent en produire aucun qui 
ait (pour argument, lorsqu'on n'a égard qu'aux cubes on aux produits de trois dîmensiona 
des excentricités et des inclinaisons des orbites. On voit alors que l'expression de la cor^ 
rection Za'mfn'dtfSSi de Ja longitude moyenne de Saturne , est à celle de Jupiter dans le 
rapport de hn^dw! à an^am , ou de 7 à 3 ; ce qui permet de conclure immédiatement dea 
termes qui ont (5n' — an)* en diviseur, dans le cas de Jupiter > ceux de la même 
espèce qui se rapportent à Saturne. Il ne reste donc plus qu'à déterminer les valenri 
générales de k, k\ et de leurs premières diiFérences. L'auteur j parvient en reprenant 
l'expression de la fonction R ; et en n'en considérant que la partie qui est symétrique 
par rapport aux coordonnées de Tune et de l'antre planète, il y substitue, pour cet 
trariablesi leurs valeurs elliptiques, et trouve que l'angle (peut entrer sous le si^e cosinus, 
dans les terme:» du troisième ordre , de six manières différentes , et qu'il y est suivi de 
différentes combinaisons des premiers multiples des longitudes «- et «^ des aphélies, on de 
«elle du nceud de Saturne n. Il décompose alors ces cosinus de manière i mettre eu 
^videxice cosiî^ etain Ç, dont les çpefficiens lui donnent les valeurs générales de k et A'(**) ; 
et obtient ensuite, en développait les divers termes de la valeur de R, et par un calcul 
très laborieux, dont il ne donne que le résultat, les valeur» des ooeflkiens constans de 
cbaque combinaison différente. 

L'auteur passe de là à la recbercbe des inégalités sensibles qui dépendent du rapport 
approché de commensurabilité des moyens mouvemens des deux planètes. Telle est celle 
qu'introduit le terme A sin ou cos ( Znt — hn!i + 3f — 5/) dana l'équation différentielle 

{*) Comme la difiercatielle da R n*est prÎM qao par rapport aux coordonnées de m, on & fit, on • 
dR = — aJbiAcoif — aV/Mf/âinÇ, d'oîi 3am'/iMi//dR =— 6«mV/«*<'«*(A<?oi{4-A:'sin{> 
Or, rint^ation par parties donne en général 

/ucoimi..rff'==^««nmf.+ ^(^)coimM-;~(^)ammi' + 
ffucmmu.di'* as— — j ttcoii»i'4- — j ( j- ) sin mp -fi etc. , 
ft de même ffum mv.dv* = — — uainmi' — — T-r- J cot mp 4- «ic. $ 

on anra donc, dam le cas actnel, en int^rant par rapport ans nt et ans n'<, et en né^etnt les £(• 
férentieilet dn second ordre de k et A', 

On tronvera anssi, pour la correction SafmfnfdtfdR relative à m', en snppoaant qne la Talenr dtf 
R reste U même, et en ne la difil-rcnciant que par npport kn'e, une formule tont-à-'fait semblable, & 
Fezception du coefficient Sam'n* qui se trouvera cbanqé en •—•^Sa'mn'*, 

(**) En eff«t, la valeur de R est, en n^ayant égard qa^auz termes qoi ont ( pour aignroent,de laforms 

R = M(»V»cos{Ç— S^O + MCOc^'ecosCÇ — 04/— •) + MtOe'e«cos((:— 4^— îiiir) + MO)e»cos(C--^3^ 

4. M<«c'>»co8((; — an— 4/)-h M^^ey» coa ( { — an — -w), 
ce qnî ^onne 

A = MC'VJ sin34^' 4- M(«V»esin (a<»'+ •)-4- ctr., *'=— M<« )</»€« 3^— MC«V*ecos(a«'+^)— etc., 
el il ne reste pins à calculer que les Yalcora numériques de M(^>, M<'>, etc. en fonction des demi-grands ajtcs* 
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«n d^.rir, relative i Jupiter , qui acquiert^ par l'intégration, le dÎTÎaeur n*— (5n— 5/i')% 
ou (Sit'-p-an) (4/1— >5/i'); et comme ce terme n'est que de l'ordre des carrés dea 
excentricités , on voit qu'il peut en résulter des inégalités sensibles dans les valeurs de ^r 
et J^i/. Ces inégalités sont liées à celle qui dépend de l'angle (, par un rapport assez 
remarquable, qui les donne fort simplement au moyen des valeurs de k et de k'. Les 
termes qui dépendent de l'angle ant — j^n't -f- si -— 4«'> acquérant par Fintégration le 
diviseur»'* — (a» — 4»' )*> ou (an — S/i') (5»'— an), deviennent sensibles aussi dans 
la théorie de Saturne, et résultent, comme les premiers , des variations de l'excentricité 
et de l'aphélie de Saturne qui dépendent de l'angle Ç. L'auteur détermine leurs coeiEciena 
par le même procédé. Il s'occupe ensuite des termes correspondans qui entrent dans les 
expressions de ^s et fs\ et qui dépendent des carrés et des produits des excentricités, et- 
des inclinaisons ; il remarque enfin , que la substitution de la longitude moyenne corrigée», 
dans les expressions du mouvement elliptique des deux planètes , produit des inégalités 
dont les argumens sont, Bn'f — nf + 5/ — ^ • , 6/i't — ant + Gi' — ai , et qui sont fort 
sensibles, quoiqu'elles dépendent des quatrièmes puissances et des produits de quatre 
dimensions des excentricités et des inclinaisons ; ce qui prouve la nécessité de pousser 
l'approximation jusqu'aux quantités du quatrième ordre, u Toutes ces inégalités , dit-il , 
9 peuvent être considérées comme le résultat de variations dans les élémens des orbites 
9» elliptiques , dépendantes de l'angle Sn't — sint + 5/ — ai. 

t) Pour réduire en nombres les inégalités précédentes, il faut connaître les constantes V S«^?* 
91 arbitraires qui entrent dans leurs expressions analytiques., ou les élémens du mou- fminériqne de» 
j» vement elliptique de Jupiter et de Saturne. Les observations ne donnent que les «»^«1*««*^S*- 
yi mouvemens vrais des planètes ; pour en conclure les élémens précédens , il faudrait 
91 connaître d'avance l'efFet des perturbations , et le retrancher du résultat des observa- 
n tions ; ainsi, la détermination des inégalités, et celle des élémens des orbites, dépendent 
D réciproquement l'une de l'autre , et Ton ne peut parvenir à les bien connaître , que 
11 par des approximations successives. C'est dans cette vue, que j*ai commencé par tirer 
9> de l'analyse précédente , une formule de correction des Tables de Saturne de Halley. 
9» En comparant ensuite cette formule à un grand nombre d'oppositions , je suis parvenu 
9» à les représenter avec exactitude, et j'ai reconnu en même temps, 'que les élémens des 
91 Tables de Halley avaient besoin de corrections considérables. Quant à Jupiter ,. j'ai suivi 
91 une marche différente : les Tables de Wargentin représentaient assez bien, à l'époque 
y» où elles ont paru , les observations faites depuis un siècle ; ce savant astronome a eu 
9 égard aux inégalités indépendantes des excentricités des orbites , et à celles qui ne 
V dépendent que de leurs premières puissances ; mais les grandes inégalités qui altèrent 
91 le moyen mouvement, Texcentricité et la position de l'aphélie, lui étant inconnues ^ 
9) il a dû les comprendre dans les élémens elliptiques de ses Tables. Ainsi, pour corriger 
n ces élémens , il suf&t d'en retrancher l'effet de ces inégalités, n 

L'auteur rapporte ensuite les élémens qui sont le résultat de ces calculs, en prenant pour 
époque le commencement de 1760, à Paris, temps moyen; il adopte la valeur de la 
masse de Saturne , donnée par Lagrange , et qui réduit à i3 jours la diff^érence de aS'* 
trouvée par Glairaut , entre l'instant calculé et l'instant observé du passage de la comète 
de 1759, par son périhélie. II détermine ensuite les inégalités séculaires des deux planètes, 
en cherchant leurs variations annuelles pour 1760 et pour Taa 760, et en concluant de là 
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les deux premiers termes de leurs yaleors générales , déyeloppées suivant les puissances 
du temps : ce qui donne des formules qui peuvent s*étendre à plus de deux mille ans 
avant, et à miQe ou douze cents ans après l'époque que Ton prend pour origine (*). It 
passe de là aux inégalités périodiques de Saturne , et en conclut les perturbations m^/ 
et m/»// du rayon vecteur , et de la longitude comptée sur l'orbite , en négligeant celles 
dont TeiFet est au-dessous de 8'. Comme le terme qui dépend de Tangle 3/1^^—111+ a/ —s 
est à peu près de / dans cesiècle^ et que les changemens des excentricités et des aphélies 
«Itèrent sensiblement sa valeur » il Tévalue aussi pour deux époques différentes , afin d'en 
avoir une expression qui puisse s*étendre à un grand nombre de siècles. Il détermine d'une 
manière analogue les différentielles premières de k et k* par rapport au temps , en substi'- 
tnant alternativement^ dans les expressions de h ttk', les valeurs des élémenspour 1760 
et 1950, et en prenant la différence des résultats correspondans. Il calcule de plus la 
grande inégalité de Saturne pour deux autres époques , afin d'en conclure la loi des 
accroissemens de son coefficient et de son argument ; il trouve que ce dernier diminue 
de SS^'^SS par année julienne; et comne l'accroissement de l'angle (Ç — i. 58', 88) est 
de i4io%6par an, il en résulte qu'il faudra gi8 ans f pour que cet angle soit égal 
A 36o* , ce qui donne la période de l'inégalité. L'auteur réduit aussi en nombres l'inégalité 
qui dépend de l'angle ant -— 4"^U -|- 91 -— 4<' ; il examine ensuite les termes de la valeur de 
/f/, qui, étant dépendans de l'angle ( , ont pour diviseur Sn' — an, et il prouve qu'il suffit 
pour j avoir égard , dans l'expression de la grande inégalité de Saturne , d'augmenter a' 
de sa aaS* partie, ce qui montre qu'ils n'ont qu'une influence très petite et du m^me 
ordre que les carrés des excentricités. H fait voir enfin que , dans le calcul de la latitude 
de Saturne , il suffit d'avoir égard aux inégalités séculaires de la position de sou orbite. 
GookpftTtîtoB ^^ articles 4^ — 4^ 9 qui terminent cette deuxième section , contiennent la comparai- 
deto^mdons ^^ ^^ '* théorie de Saturne avec les observations modernes et anciennes. L'auteur choisit 
d'abord vingt-quatre oppositions de Saturne, observées depuis i5g8 à 1785, et disposée» 
d'une manière avantageuse , pour les comparer avec les longitudes calculées à chaque 
époque , et il en déduit des équations de condition qui servent à déterminer les correc* 
tions des élémens de cette planète. Il vérifie par là que ses formules font presque entiè- 
rement disparaître les grandes erreurs des tables, et les réduisent a moins de a'; il 
trouve aussi qu'elles représentent , avec une grande précision , une observation faite par 
les Chaldéens, aa8 ans avant notre ère, et quelques autres oppositions de Ptolémée; 
d'où il conclut que le moyen mouvement sidéral de Saturne est uniforme, qu'il faut 
bannir de la théorie des planètes les équations séculaires des moyens mouvemens, et que 
les comètes n*ont point d'influence sensible sur notre système planétaire. 
Travail de M. Laplace s'exprime en ces termes , dans le préambule du Mémoire, imprimé dans le 
•or CCI objet! Tolume de 1786, qui est la continuation du précédent : a II était à désirer qu'un astro- 

(*) En effet, aoîent /e la Tariation cherchée d^an ëUment correspondante au nombre î d^annëe* {uliennei , 
et ~ » ^ let Tariations annuelles de cet clément, à deux époques âoignéet de 1000 ans j on a, par la théorie 
ées suites, 

de, _^ de 1 d*e jl. _ • «'^ , «• ^'« _. — " ^ jl '* ^^ —\ 
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n nomei fwstcé dans \% calcal des observations , reprît tontes les oppositions de Japitet 
il et de Saturne, observées dans le dernier siècle et dans celui-ci , et qu'il les discutât 
Y) de nouveau, en y appliquant les corrections dues au mouvement des étoiles, et à leurs 
Il poeitions aujourd'hui mieux connues. M. de Lambre a bien voulu entreprendre cette 
» discussion pénible et délicate ; il Ta faite avec tout le soin qu'exige l'importance de ce 
)> travail ; et je reconnais avec plaisir, que si mes recherches sont utiles aux astronomes > 
p c'est principalement à lui qu'elles devront cet avantage. De mon côté , j'ai déterminé 
p les petites inégalités de Saturne, que j*avais d'abord négligées, et j'ai calculé avec 
» précision celles de Jupiter. En comparant ensuite mes formules à un grand nombre 
rt d'observations , M. de Lambre en a conclu les élémens elliptiques des orbites de cej 
9 deux planètes , et il a dressé , sur ces formules, des tables de leurs monvemens. Ce^ 
n tables sont uniquement fondées sur la loi de la pesanteur ; je n'ai emprunté de l'obser-^ 
m vation que ce qui est nécessaire pour déterminer les constantes arbitraires introduites 
fi par l'intégration des équations différentielles. M. de Lambre a comparé ces tables à 
9) toutes les bonnes observations qu'il a pu rassembler j et il a trouvé le plus souvent Ter-» 
9» reur au-dessous de ^o", 

Tfi Ces tables auront cependant besoin d*étre retouchées dans la suite, i cause de quel-^ 
yr ques inégalités sensibles dépendantes des carrés des forces perturbatrices , et auxquelles 
D je n'ai point eu égard ; telle est entre autres une petite inégalité, qui a pour argument le 
1» double de celui de la grande inégalité de Saturne , et dont le coefficient est+ 3o' pour 
9» Saturne, et — i3' pour Jupiter. J'ai reconnu aussi que les quantités de l'ordre du carré 
n des masses des deux planètes , produisaient des variations sensibles dans leurs équations 
SI du centre , et dans la position de leurs aphélies ; mais j'ai cru pouvoir les omettre , 
D parce que l'erreur qui en résulte est jusqu'à présent insensible^ Je ne puis non plus re-^ 
n pondre qu*à une demi-'minute près de la valeur du coefficient de la grande inégalité de 
91 Saturne, n 

Les deux premiers articles de ce Mémoire sont consacrés à la détermination des iné^ 
galités de Saturne qui dépendent des angles 3/i'*^- nt + 5/— • , ant — 3n'^ + Si — 3/, 
nt -— n'^ + I -— /. Les quantités du premier ordre lui avaient déjà donné une inégaliti 
analogue à la seconde ; et pour en retrouver une semblable, il faut avoir égard aux quan* 
titéa du troisième ordre. Les termes indépendans des excentricités en contenaient aussi 
un qui avait pour argument le troisième angle , et l'auteur a recours aux quantités du 
second ordre pour trouver une nouvelle inégalité de cette nature. Il reprend ensuite les 
inégalités qu'il a précédemment déterminées, pour leur donner plus de précision. 

La théorie de Jupîtef occupe les articles 54 — ^ de cet ouvrage. L'auteur y applique ^* Section, 
i cette planète le même procédé qui lui a servi pour déterminer les inégalités de Sa- pite^'*' * 
tume j il compare ensuite ses formules avec trente-deux oppositions modernes et avec 
une ancienne observation , et leur accord lui sert à vérifier de plus en plus la précision si 
remarquable avec laquelle les deux plus grosses planètes de notre système ont obéij 
depuis les temps les plus reculés jusqu'à nos jours , aux loix de leur action mutuelle. 

Nous avons vu, au commencement de ce chapitre, M. Laplace parvenir à prouver que, Noatean M<^ 
par cela seul que les planètes se meuvent toutes dans le même sens, et dans des orbites près- Sact! ' 

que circulaires et peu inclinées les unes aux autres^ les variations de leurs excentricités et de 
leurs inclinaisons sont renfermées dans d'étroites limites. Il était arrivé à ce résultat ati 
moyen de différentes équations déduites du principe des aires^ et qui sont indépendantes de 
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la petitesse des excentricités et desinclioaîaoïis ; il reprit ce snjet dans les dférn* de Paris ^ 
pour 1 787 *, il Et yoir que les mêmes équations de relation entre les élémens , résultent aussi 
directement des équations différentielles qui déterminent les variations séculaires des' orbites; 
et il démontra de nouveau, qu*en vertu de l'action mutuelle de deux planètes, Tinclinaison 
respective de leurs orbites reste toujours la même , et que , dans le cas de notre 8]rtème 
planétaire, les racines de Téquation, relative aux multiples du temps qui entrent sous les 
signes périodiques dans les valeurs de p et f, ne peuvent être ni égales ni imaginaires» I 

TraTaox di« C'est aussi en 1787 que parut Y Introduction à F étude de ï Astronomie physique de j 

^"' Cousin, dont le chapitre a contient l'exposition des théories de la Lune de Clairai^t, j 

Euler et d'Alembert, et de quelques-uns des travaux postérieurs, sur le problème des | 

trois corps , et dont le chapitre 6 est consacré au développement des diverses méthodes j 

d'approximation auxquelles ce problème avait donné lieu. Jean Trembley avait onrvoyé j 

à l'Académie de Paris, en 1783, un Mémoire dans lequel il cherchait à compléter la | 

méthode d'approximation , fondée sur des dilTérenciations et des intégrations successives, ^ 

donnée par d'Alembert (^lUém, de Par, , 1769), et que Lagrange avait reconnue être 
fautive. Il s'occupa de nouveau de cet objet, dans les Mém. de Berlin j pour 1786, et 
releva une erreur qui était échappée à Cousin , dans son exposition de ^es méthodes. Il 
fit voir aussi , dans un. petit Mémoire inséré dans ceux de la même année , et intitulé ': 
Examen d un Paradoxe analytique, qu*en regardant les termes affectés d'arcs de cercle , 
qui se rencontrent dans les intégrales , comme provenant de certaines fonctions de sinus et 
de cosinus que les substitutions successives ont développées , on pouvait grouper ces termes 
de manière à former des séries dont la marche régulière fît reconnaître les fonctions qui 
les avaient engendrées ; et il appliqua avec succès ce procédé à quelques exemples que 
Lagrange et M. Laplace avaient déjà traités. Le volume des Mém. de Berlin , de cette 
année , contient aussi une Théorie géométrique du mouvement des aphélies des planètes , 
donnée par Lagrange , pour faire suite aux Principes de Newton. 

M. Delambre envoya à cette Académie, en 1787, un Mémoire imprimé dans le volume 
de 1785 , contenant des élémens pour les Tables du Soleil, établis sur trois cents quatorze 
observations de Maskeline, et qui ne s*en écartaient jamais de i5'. M. Laplace lui fournit 
ensuite le moyen de les rendre plus précis , en calculant de nouveau la partie due aux 
perturbations , et en évaluant, le premier, les effets de l'attraction de Mars. Il lui donna 
aussi l'idée d'employer à la correction des élémens elliptiques, la méthode des équations 
de condition qui seule permet de diacuter à la fois tous les élémens , et de faire usage 
d'un nombre illimité d'observations. M. Delambre calcula alors (au mois de juin 1788) 
de nouvelles Tables du Soleil, dont les erreurs ne montaient jamais à 10". Ses Tables de 
Théorie Jupiter et de Saturne parurent vers la En de 1789 , et ce fut , dit-il , le dernier ouvrage 
d*Uraaiu. Jq^^ l'Académie des Sciences pût ordonner l'impression. Cette illustre société, qui a 
contribué peut-être plus que toute autre à l'avancement de la science , tant par les - 
travaux de ses membres que par ceux que ses encouragemens ont provoqué , proposa la 
théorie de la planète d'Herschel ou d^Uranus pour sujet du prix de 1790. On avait 
d'abord calculé son orbite dans l'hypothèse parabolique qu'il fallait modifier continuel* 
lement ; le président de Saron avait eu l'idée de supposer l'orbite circulaire *, on avait 
enfin reconnu que la véritable était elliptique , et on avait vérifié que Flamsteed , Mayer 
et Lemonnicr avaient, en 1G90, 1756 et 17S5, observé cet astre comme une étoile» 
Duval le Roy avait appliqué à cette planète^ dans les Mém* de Berlin^ pour 17879 
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knpTÛnrfa §n 179a > la noayelle tbéorie des yarmtions séculaires et périodiques de La- 
pange 9 en se bornant, dans le calcul des inégalités périodiques ^ à celles qui dépendent 
de la distance héliocentrîque d'Uranus à Saturne et à Jupiter. M. Delambre ^ auteur do 
la pièce couronnée, commença par établir sa théorie sur les seules observations posté** 
rieures à 1781 ; il calcula les perturbations d'Uranus par la méthode de M. Laplace, 
et trouva que l'action de Saturne produisait une équation à longue période , i laquello 
il était très nécessaire d'avoir égard. Ce fut alors qu'il examina les observations an-« 
ciennes , et qu'après s*^tre assuré de leur justesse , il les fit concourir à la détermination 
de ses élémens. Les tables qui en résultèrent représentaient les observations à S' près , et 
elles ont conservé depuis une précision i peu près égale. M. Orianî fit paraître d'autres 
Tables d'Uranus fondées également sur la théorie de M. Laplace , et qui , un peu moina 
exactes peut-être que les précédentes pour la partie elliptique^ sont les mêmes pour celle des 
perturbations. On lui dut également» de même qu'à Triesnecker et à M. le baron de Zach, 
de nouvelles tables de quelques anciennes planètes \ et Duval le Roy calcula aussi, par la 
méthode de Lagrange, dans les Mem, de Berlin de 1732, les inégalités d'Uranus qui sont 
de l'ordre des excentricités des orbites. 



Nous arrivons â la fin d*un siècle bien fécond en découvertes mémorables , et dont la Mécanique eé* 
dernière moitié est , sous le rapport de l'application de l'analyse au* mouvemens des '*•'• * 



corps célestes ^ la période la plus remarquable qui se soit encore écoulée^ La publication 
d'un ouvrage qui présentât , sous un même point de vue ^ les théories de tous les phéno-* 
mènes connus du sjrstème du monde, et qui contint l'exposition complète des dé^ 
couvertes nouvelles , tracée par 1 auteur même d'un grand nombre d'entre elles , de-* 
Tait ajouter un nouveau lustre à cette époque déjà si brillante. C'est à M. Laplace 
que les sciences durent ce service signalé, et ce fut le 6 septembre 1799 que pa-^ 
rurent les deux premiers volumes de son Traité de Mécanique céleste* u Développer 
SI les relations qui existent entre les mouvemens et les forces qui les produisent ( dit 
9) M. Bioty Mag. EncycL , 5* année > t. HI, p. 4^3), en déduire la nature de la force 
in qui doit animer les corps célestes , pour que leurs mouvemens soient tels que l'obser* 
9) vation les présente , s'élever ainsi au principe de la pesanteur universelle, et redes* 
9 cendre de ce principe à l'explication de tous les phénomènes célestes jusque dans leurs 
91 moindres détails ; tel est l'objet de cet ouvrage, qui honore la nation française , et qui 
9> est du petit nombre de ceux qui paraissent à des époques éloignées sur l'horizon des 
9) sciences , pour y répandre une lumièra que le temps et Tignorance ne sauraient 
9 éteindre. 91 

L'idée de réunir en un seul corps les théories de toutes les planètes , dont chacune 
en particulier a fait le sujet des études d'un grand nombre de géomètres > et de déter-^ 
miner leurs mouvemens en poussant la précision plus loin qu'on ne l'avait jamais fait , 
parait d'abord colossale ; et l'exécution de ce travail , qui ne forme qu'une partie de celui 
de M. Laplace , semble déjà supérieure aux forces d'un seul homme. Il est vrai que les 
g;rands rapports qui existent entre ces diverses théories , lui ont permis d'adopter pour 
toutes une marche uniforme ; et qu'après avoir établi , dans son second livre , les prin- 
cipes et les formules générales, il ne lui est plus resté dans le sixième, qu'à pousser encore 
plus loin ses approximations, à les appliquer aux planètes principales, en ayant égard aux 
circonstances particulières où se trouve chacune d'elles , et à faire ensuite des substitutions 
numériques dont il a pu confier une grande partie à d'habiles calculateurs. Cependant j la 
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réunion m^me de tout ces trayaux, la généralité, la richesse^ Toriginalité et la profondeur 
qui régnent dans les méthodes et les formules analytiques , l'importance et la multiplicité 
des applications, leur utilité pratique , et l'exactitude ties tables qui en sont le résultat , 
assurent à l'illustre auteur de cette vaste entreprbe la reconnaissance du monde savant, 
l'admiration des âges futurs > et doivent placer la Mécanique céleste au rang des monu«» 
mens les plus imposans et les plus durables de l'esprit humain. 



NOTE 

Relatiue aux formules du bas de la page iGfl. 

Lis valeori elliptiqiies de la Iongiiad«y da njon vecieor et d* la taiigeate de la laiitnde, doonocipir 
M. Laplace, pag. ao3 de «od Mcmoiie , eont : 

^s»n«4.A'— a«e«n(nt+i)+eic., rssa [i+«eco»(ii< + 0+«c.], essAysmCfit + a); 
et il Cint le rappeler ^[ue A' dëûgoe la disunce moyenne de la planète à une ligne (ae , lonque t = o« 
que — 9«e fin ( #i< + f ) esi ce ^*on appelle Tëquatiott du centre , et que • et 9 lont les quantitct dont la 
planète est plut avancée que ion aphélie ei ion nosnd, quand I as o, oo, en d'autres tenues, la diffÉtence ^m 
la longitude A' de Tépoque , et les longîtndet de Taphelie et dn neend. 

Let expressions des nuîablcs dans le cas du mouvement tronblé , et lonqn*on néglige les tonnes périodiques » 
à Tdoeption da premier de ceux qui entrent dans la seconde et la troisième valenr , sont 

^ss/i t+ A-«.aA4u'nt + 2«'//(B— eD}n«<S 

r = a[i— AJ>/4.«{e-^fJ^D/it)coêCi»< + i)^«J>,'(3eA-fiîCii«)wi(irf+s)J» 

• =(«>— ÎFJ>.'/iO sin(/tt + e)^.(ayA-*-iE)J)^««coi(iiS+l)i 
et les dtnx dernières peuvent être mises soits la forme • 

r = a{i-AJîu'H-«(e-f.{VI>«0cof[/t<(i+3AJ>»'+^J>/)+«]}» 

• = (#>-.iFJ>*'/iO«n |^/.t(n.aAJ>«' + ^') + a]. 

pnisqa*elies se réduisent anz précédentes lorsqu'on développe les sinus et cosinus compotes, d*aprèslessen«t 
de la page 1 13 , en se bornant à la première puissance de la masse perturbatrice. 

6i Ton compare maintenant ces valeurs à celles du mouvement elliptique, on voit que Torbite troublée peut 
être regardée comme une eUipse k élémens variables, dont la disunce moyenne esta(i-AJJu'),la partie uniforme 
du moyen mouvement est nt (i + aA^K ) > ^^ Taccélération de ce moyen mouvement est }«*^(B-^eD}n*i", 
quantité qui , après un nombre i de révolutions, et lorsqu^on a nt =s i.36oo, devient, en substituant au caité 
de 36o* son produit parle rapport de la circonférence au rayon, f ««^'f|}(B— eD)(*.36o*. 

On voit de même que Taccroissement de Tezcentricité , ou de la moitié du coeflkient de Téquation du 
centre, sera \ dDJjfAnt, et que la diminution de rinclinaison sera | Ti//nt, Enfin, si Ton met à part sous les 

•ignés périodiques la partie nt ( 1 4- aA4^ ) > qui appartient au moyen mouvement, on trouveT A+ -^J^'^K 
«t =^ ntf pour exprimer lesaocroissemens de s et de d; d*o(k Pou conclut, en te rappelant ce que représentent 

ces angles , et en supposant que A' ne varie pas, que ces quantités prises avec un signe contraire, donnent ki 
accroissemens des longitudes de Tapbéiie et du nœud. 

Le terme qui est afiêctéde la masse perturbatrice dans Texpression du demi-gnud ajK et dans celle dn moyen 
mouvement , indique que , quoique dans le mouvement troublé le premier tîémeat reste ooustant , et le se* 
coud uniforme, leurs quantités ne sont pas les mêmes qu'elles seraient dans le mouvement dfiptiquej mais 
il est inutile de tenir compte de cette diffcrence, lorsqu'on emploie dans le calcul les valeurs app»* 
rentes de ces élémens telles que les donnent les observations , c'esi-ft-dire déjà modifiées par l'action 
. mutuelle. C'est pour cela que nous avons vu , {lag. i33 , Enler négliger une inégalité considérable qui prove» 
nait de l'intégration des équations do mouvement troublé, comme étantoomprise dans le moyen mouvement 
observé , et que M. Lsplacc a supprimé ici dans son expression analytique dn rayon vocttor le teiae -^iA^« 

fin P£ LA SLÇQhVE PAATIE. 
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. ÊLÉMENS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE 

DES MOUVEMENS DES PLANÈTES ET DES SATELLITES, 

ABSTRACTION FAITE DE LEUR FIGURE. 

ApR^ès ayoîr cherché à faire l'analyse historique des principaux travaux des géomètres 
da 18* siècle sur les mouyeme;ns de translation de la Lune et des planètes, nous allons 
reprendre la partie analytique de cette théorie^ en suiyantles méthodes les plus nouyellesi 
et en cherchant à les présenter avec la simplicité et la brièveté qu'elles comportent. Nous 
exposerons d*abord en peu de mots le cas où il n'y a que deux corps qui s'attirent mu- 
tuellement ', nous indiquerons ensuite comment on peut y ramener le problème relatif à 
un nombre qi^elconque de corps > en regardant l'orbite troublée comme changeant à 
chaque instant d'espèce et' de position. Nous développerons les propriétés de la fonction 
pertarbatrice , et la marche qu'il faut suivre pour calculer les variations périodiques et 
séculaires de tous les élémens. Enfin, après avoir démontré les théorèmes généraux les 
plus remarquables qui ont lieu dans les mouvemens des planètes , de la Lune et des 
satellites de Jupiter, nous terminerons cette exposition par l'indication capide des sources 
4>à nous avons puisé pour récrire. 

tsssssssss I ■...',■„ ■ p— a . 

CHAPITRE PREMIER. 

Équations générales* Moui^ement elliptique. 

VJONSIDÉRONS un système de corps sphériques, qui s'attirent mutuellement en raison a^ . 
directe de leurs masses M, m, mf, rn, etc., et en raison inverse du carré des distances; nënJesdamou- 
et supposons les corps m,ni,^m", etc., en mouvement autour de M.Soient x, y, z,x\ y, z\ ^•"'**'' 
^"yy^, z", etc. , les coordonnées des corps m, m', m*, etc. , au bout du temps t, en pre- 
nant le centre du corps M pour origine ; r, /, r^, etc. , leurs distances à ce point ^ 
et f, f', etc. , les distances mutuelles des centres des corps m et m', m et m", etc. : les for- 
mules (B)^ de la page laâ, deviennent^ en les étendant à U4 nombre quelconque de 
corps , et en adoptant les notations précédentes : 

$ + î^-=»' (^-^) + --(^ - ^) + "c.. 

■5F+— ïr-*='^ VT Pî;^"» (,-^--73;+ etc., 

ce sont les équations générales du mouvement relatif du corps m autour de M. : 

a8 
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Or Ton a 

Y/x^+y-+z\ p= »/ (af^xy+ly^yyMz'—;^y, /= i/j/»+y+*^ etc. ; 

cequidonne ^^ -7-'. "AT = 7^' "^ = V^' ^T" =>*'**' 

ei Ton suppose doue 

a = m;{^^ ^^ -; + "»'' (-. > ; + ^""r 

les éqtiationd précédentes se réduisent , en faisant M 4- m =:/»^ à 

i/«* ^ r^ ~<ia;' d^^f'—dj' di'^^ ^~ dm ^^ 

et lei valemn d« r, K^ f , etc., donnent aussi 

On peut obtenir autant d'équation» semblables pour détermioer le mouyement i€ 

chacun des corps m\ m" y etc« , et elles se déduisent immédiateiueiit de tdies q«i soSiC 

relatives à m» en y changeant m^x^y^sb^rtn m% s^^y^ ^9 ^t ^ "^^^ VÊrsâ^ crto* Leur 

intégration rigoureuse étant impossible, par les méthodes G<yraiiies^ on est obligé de recourir 

à des procédés d'approximation pour les résoudre. On peiit caspendant , mmi qse aons 

l'avons déjà vu , parvenir à quatre intégrales premières de ce système d'équations. Nous 

ne rapporterons que celle qui tient au principe des forces vives ^ qui nous sera utile par 

la suite , et nous ne supposerons , pour plus de simplicité , que trois corps m, m' et 1d^ 

tniéftnXe d«» Les deux premières équations du mouvement des corps m et m' étant alors 
force» TÎycfk 



-dF + yr-^V^ + 1^) ? — =^' 




si l'on multiplie la première par âmtfx *— sa» ^ - ^« - ^ — y^ la seconde pdr.r^ 



wndx ^^i^m =rj-- ; — >, et quon aioute les recMltals ;^ les prodmlB des dermei» 

termes des équations par les seconds termes des facteurs se détruiront identiquement; 
la somme des produits des seconds et troisièmes termes des équation», ^ar les second» 
termes des facteurs, sera égale et de signe contraire à la somme des produits dé» troisième» 
termes des équations par le premier terme des facteurs. On aura dono simplexaent- 

^ "^"ar" "^ '^ ~d? (M-fm + m')^ — ' — 

+ M (-p— + — 7T— ) + ^ / " '" ' =^- 

Les équations qni »e rapportent aux coordonnées jf, y, z^ t! donneront deux relation» 
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analogues ; et oq aura, an les a}oataot à la précédente et en intégrant ; 

*" ^ +"* If 

(,mdx+m'd3^y+(mdy+m'dy'y-i-(mdz+m'dz')* Fm/''» i '»'Nj wn»'"! - 

C étant que ooostante. On tire de là> en multipliant par M + m 4- n»'> et en réduisant,^ 

^ v" — 5? — +"* — 3F — ; 

Gomme dans le système du mçnde , la Qiasso M 4u oprps central est toujours très consi- . MonTement 
dérable par rapport aux masses des autres corps, on peut d'abord, dans la déter-'"**^^^^'*** 
minatioA du mouvemeat de m, supposer »»'ç=5 0, m" =50, etc., ce qui réduit les 
équations (A) à celles-ci : 

qui donnent , conmie les équatiQS3 générales , quatre intégrales premières. 

En effet, si Ton multiplie (1) par dx, (2) par dy , (3) pardz, qu'on ajoute et qu'on int^ralesde» 
intègre avec une constante arbitraire h , on obtient TéquatioB des forces vives J^^ ^»^e» «' 

en désignant par dv l'angle décrit par le rayon vecteur r dans l'instant dt. 
On obtient aussi ^ e» multipliant (2) par x, (1) par j^, en retranchant et en intégrant « 

'JLÇJË^^U- etonademême îî?£=f^ = ft', ^ÉtlZJ^^W: 
ai at (U 

k\ ft*, k" étant des constantes arbitraires qui représentent le double des aires décrites , 
dans l'unité dç temps, par les projections du rayon vecteur sur les trois plans des coor- 
données. 
Si l'on multiplie les trois équations précédentes respectivement par ^, y 9X x, et 

GVL on. les fùoute , on obtient 

^ h'z+ky + k'xz^o, 

équation d'un plan pastoit par l'origine des coordonnées , qui prouve que la trajectoire 
est une coqrbe plane. . . 

Soit h le double de l'aire décrite dans l'unité de temps par le rayon vecteur lui-même, 
on a, d'après la théorie des projections, A*r=A'*4. /t"*-f-i**; et oomme réqvation 
des aires a lieu sur un plan quelconque , on a aussi sqr le plan de l'orbite , en exprimant 
en coordonnées polaires le petit secteur décrit dans l'instant dt,, la relation 

qui exprime que le rayon vecteur décrit ^es aires proportionnelles au temps. 
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Si l'on élimine dt entre les équations (a) et (&) , on obtient ^ en faisant - = 2, 

kdz 
du = — ■ • , équation différentielle de la trajectoire. 

yskh -f Sfêz — A»a* 

Le signe de 2* indique que Tintégrale de la yaleur de dv est une fonction circnlafre^r 

Supposons , pour la trouver, ah -f- «^s— A*2* = a -— f % a étant une constante» et q une 

fonction linéaire de z : on a, en différenciant cette équation, et en remarquant qu'on doit 

dq 
avoir —^ = A pour que les dérivées du second ordre dé chaque membre soient identiques,. 

—k*zy ^• + 3A&* 



.ft-2=-i7ft; d'où g*=(<î::^y, a= 



ce qui prouve qu'on peut réduire la valeur de Ji/à la forme 

k'dz 



rfi/=. 



On tire delà, en intégrant. 



V=4f-\'9IC 



(cos==— ^-T V # étant une consfanfe; 



Équation d# Réciproquement , »i l'on remet - à la place de 2, et qu'on tire la valeur de r. on aur« 
rorlttte. ^ 

fc» 

/• + V^/»* + a/i^ COS ( V — #) 

équation d'une section conique rapportée à son foyer. 

Dans le cas actuel , on sait que le corps m doit décrire une courbe fermée ; ainsi, il faut 
que ce soit une ellipse dont M occupe un des foyers ; et copune l'équation polaire de 

l'ellipse est en général {voyez note 1 , p. 97), r = ^ +eco7lv'^^ '' 

en désignant par a et ae son demi-^and axe et son excentricité , et par v et « les angles 
que font le rayon vecteur et la ligne du péribélie avec un axe fixe situédans leplan de l'orbite: 

on a, en comparant ces deux équations , les relations h = (/^ ( ^ ** ^* ) > fr =: — — , 

qui déterminent les constantes A et A de l'intégration en fonction des éléméhs a et e du 
mouvement elliptique. 

Si l'on élimine dw, au lieu de dt, entre les équations (a) et (&), on aura l'équation 

7I+'7~~~ = ^^> ^^^ donne , en mettant pour A et i leurs valeurs >. et en ti^ 

rant la valeur Aedt, A= \/ - — — " ■ 

Cette équation devient iutégrable lorsqu'on y fait r = a(i — c cos u), et elle donne 

alors , en supposant \/ -3 = », ndt = ( i — e cos n) du^ 

d'où l'on tire, en intégrant, n/ -f- c = u — e s\nu^ 

c étant une constante arbitraire , et u Tangle qu'on appelle anomalie excentrique. 

La comparaison de cette équation avec l'équation (9) de la page 98, montre que dans le 
cas actuel ^ tU + ^ est ce qu'on appelle \ anomalie moyenne , tandis que v — «est YanO' 
malie vraie. Si l'on égale la précédente valeur de r à celle que fournit l'équation polaire 
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oe l'ellipse , on obtient une relation entre les anomalies yraië et excentrique , savoir , 

COS U ^^ 6 

cos (v — év) == , d'où Ton tire aisément l'équation (3) de la page 98. 

On peut donc exprimer r et v — « en fonction de ii; mais la relation qui a lieu 
entre u et rU étant transcendante, les valeurs de r et de v en fonction de l'anomalie 
moyenne, et des élémens fournis directement par l'observation, ne peuvent être qu'appro-^ 
chées. Ainsi , quoique dans le cas du mouvement elliptique le problème de calcul in- 
tégral soit complètement résolu , il n'en est pas de même du problème astronomique^ 
Cependant une circonstance particulière, savoir, la petitesse des excentricités des orbite» 
de presque tous les corps de notre système , permet de développer les valeurs cherchée» 
en séries très convergentes qui procèdent suivant les puissances de cet élément , et le» 
»in, ou cos. des anomalies moyennes ; on peut même y parvenir sans recourir à l'angle 
auxiliaire u, et nous allons en faire le calcul, en nous bornant au carré de l'ex-» 
centricité. 

: L'équation de l'ellipse donne d'abord , en la développant et en négligeant les e^, ete. , Valent* 

approcher» d« 

I* = a* ( 1 — e*)* C 1 — 3CC08 (v — •) + 3c* cos* (v — •)] rayon vecteur 

y ■ et de la longi- 

= a' V^l— C*L* — flecos (1/— •)+!€* cos 2(1/ — •) J ; l«de aur le pla» 

l'équation dca aires r^'dy = ^ftaÇ^i — e*) dt = a^n v/i — ê* dt^ donne, en y substi-^ 
tuant cette valeur , et en intégrant , v— ac bin ( v — • ) + ^ e* sin 2 ( f — ») en n^ -f* «• 
, La constante i eut la valeur de v quand <=o, ou ]sl longitude de l'époque; n est la 
vitesse angulaire dans l'unité de temps ; et l'angle nt -4* * étant ce que devient v quand . 
c=o, représente le mouvement uniforme d'im corps tournant autour de M dans une orbite 
circulaire: c'est ce qu'on nomme la longitude moyenne, par opposition à v, qui est la 
longitude vraie dans l'orbite, 

Si l'on substitue dans le second membre de l'équation 

V = nf -|- » + ^^ 3^" (*'""•) — |e* sin a ( !/ — •), 
la valeur de v quand e = o , en se bornant à la première puissance de e , on A 
V == nt + f «f- ae sin (nt + I — « #) ; la substitution de cette dernière valeur, dans \% 
second terme de l'équation , et de la précédente dans le troisième , donne ensuite 
v = nt + < +aesîn[|nt + *-—» + ae sin (nt + •— «^)j — ^ e*sîna (nt-(-i — #»), 
d'où Ton tire , en développant, et en se bornant aux e*, la valeur cherchée 

v = 7it4- * + ûe-sin (nf -f- 1 — i^) + î ^ sin a (ut + i — *). 
L*angle nt -f- 1 — « , ou la longitude moyenne moins la longitude du périhélie étant ce 
que nous avons désigné plus haut par nt -4- c, on tire de là c = 1 — #. 

Si l'on substitue la valeur de v de l'ordre e dans l'équation de Tellipse , on obtient 
r=sa(i — e') { 1 -f-^cos [/7t+ § — • + ac sin (nt-jr» — •)3j"V 
ou en développant et réduisant, en se bornant aux e*, 

r = a{^i +îe* — ecos (nt+i — ») — -Je* cos a (nt4- 1 — •)]. 

On voit que dans les termes périodiques des expressions de r et de t^, le numéro du 

multiple de nt -4- * — * ^^^ ^^ même que Texposant de la puissance de e qui multiplie 

le sinus ou cosinus de ce multiple. Cela tient à ce que ces termes proviennent de la 

réduction des puissances de e sin ou cos {^nt -^ %^^tt) en multiples^ et à ce que^ dans 
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cette réductio^, le plus haut multiple qui puisse être produit e$t égal, d'apr&s la tb^o^ 
lie de la multisection des angles, à l'exposant même de la puissance, et, dans ce cas 
par conséquent, à l'exposant qu'acquiert Texcentricité e. Si l'on voulait pousser plus loin 
ces déyeloppemens , la réduction, opérée pour les puissances supérieures, amène- 
rait les sin. ou cos. de tous les multiples inférieurs,, savoir, ceux de numéro pair si' 
Texposant était pair, et ceux de numéro impair si l'exposant était impair ; et si l'on ras- 
semblait les résultats, les coeffioiens des sin. ou cos. de chaque multiple pair for* 
meraient une série ascendante composée des seules puissances paires de Texcentricité, ou 
réciproquement, et dont le premier terme aurait toujours pour exposant le numéro même 
du multiple ; de manière qu'en s'arrétant aux e% par exemple , on pousserait rapproxima-* 
tion aussi loin, pour les termes dont les multiples sont pairs, que si Ton allait jus-" 
qu'aux 0^. On peut aussi démontrer â priori, que les déyeloppemens doivent avoir cette 
forme , pour que les valeurs de r et de v ne changent pas de forme , selon qu'on place 
l'origine des anomalies ^u périhélie , ou à l'aphélie. (Voyez Méc. cél, , t. I, page i8i ).' 
Position du Quant à la détermination de la position du plan de Torbite, par rapport à un plan 
• o » • g^g . gQ-^ y Vificlinaison du premier plao au-dessus du plan des j:jr , et # la longitude du 

nœud ascendant , ou l'angle que fait avec l'axe des a: la ligne d'intersection de ces deux 
plans , compté dans le a^ns qui- va des x positifs aux^ positifs ; les formules (5) et (7) de 
la page Gg^^auxquelles on peut parvenir par rintégration, ainsi que nous l'avons vu 
pour la seconde, page i55 , servent à déterminer la longitude du mobile comptée sur le 
plan &xe , et sa latitude au-dessus de ce plan , lorsqu'on connaît la longitude sur le plan 
. de l'orbite , l'inclinaison et la position de la ligne des nœuds. 
Fig. 17. Soît m le mobile , et & sa projection sur le plan des xy ; menons du centre C comme 
origine, les coordonnées rectangtilaires Ca, ab, bm, parallèles aux trois axes CX, CY,CZ; 
abaissons les perpendiculaires md et ^Jsur la ligne des nœuds CN, nous aurons 
wbd=,yy XCN = ct, z=mi s= idtangy, 6rf=:o5cos*=Çy — xtangot) cos «; 
d'où l'on tire l'équation du plan de l'orbite a == jf tangy cos * — x tangy sin«. 
Nous avons déjà trouvé pour ce même plan l'équation k'z + Vy + V^x r= o : 

et comme l'on a Ar' z= A: cosy , la comparaison de ces deu^ équations donne 

ft" = — A sin y cos * , fc^ == A sin y sin et ; ainsi puisque A* et A* sont les projections de 
k sur les plaqs des xz et des jnc, on voit que les cosinus dea inclinaison» de ces plans, 
avec celui de l'orbite, ont pour expressions ^^ siny cos « , et siuy sin «. 
fi ''^'■"'*^°*'*^*" On peut transformer les coordonnées Xxy^ * ^^ deux autres p et ç , situées sur le 
^onnv'es. ' ' pl^ de l'orbite , et rapportées à deux axes rectangulaires CP et CQ , passant par l'ori- 
gine , et dont le premier , dirigé suivant la lignç du périhélie , £asse un angle PCN = C 
avec la ligne des nœuds. 

En effet, si l'on désigne par A, A', A'' les cosinus. des angles que font les axes 
CX, CY, CZ avec l'axe CP, et par B, B', B* ceux qui se rapportent à Taxe CQ,. on 
aura, d'après les formules connues, 

X = Ap 4- B(7, jf = A p + B'^,, z t= A> + BY 
Or, si l'on considère la pyramide triançulaire CXNP , dont le sommet est en G , et où Ton 
a XCN = «, PCN = C, XNP =180* — y ^ on aura , d'après la formule fpndameû* 
^ale de la Trigonométrie sphérique , 

A = cos PC3t = cos # cos ^ -<- sin « sin f cos y ; 
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«(delà, «ithâsigeahtÇtîiigô'+C, B=ir co8QCXts=^côs*«iûC— sïn«c6s5cosy; 
la pyramide CYPN, où NCY = go» — « , donne de mêtae 

A's= cosPCYsas sin«t cosC^^-^^osttsinCcosy, 
^ de là^ «n cîiangeânt tf en tp* 4» C, B' = co8QCY=±:— - sina sinC + tes» cosCcosy -, 
fenGn la pyramide CZPN, où l'angle plan ZCN est droit, et où Tangle dièdre PNZ=9o'»— y , 
donne A* = cosPCZ = sinC siny, et de là B** = coa QCZ =3 cos» siny. 

Quant aux valeurs de p et de ^, comme Ton a dans le plan de Torbîte 7?iCP = v — 0, 
on tire de là p = r cos (•'"—«»), ^=r8in(i/ — 4^), ou en mettant pour les second» 
membres leurs expressions ea fdadioa de TanomaUe excentrique ^ 

^ = a ( cos « -^ é ) , ç 3=s a y/ 1 -*• c* sin u. 

Ces équations servent à déterminer x, y » s en fonction des élémens et de Tanomalie 
excentrique > et elles font voir que l*on peut , au moyen de la relation qui lie les ano«- 
Wlies moyenne et estcentriqtie , développer aussi tes valeurs de ces Co6xdonnées en 
fbnttion des simks «t cosinus de Taïigle nt + c. 

On voit, en résumant ce qtrt précède, qu'on peut regarder les six quantités ie> e, 4», m, y> t 
comme étant des constantes qui proviennent de l'intégration des équations du mouvement 
«Uiptique, et que c'est de la valeur du moyen mouvement nt, jointe à celle de ces six 
élémens , dont le premier ^t use ligne , le seoond un nombre» et dont les quatre autres sont 
des angles comptés à partir de lignes fixes , que dépendent la détermination du lieu du 
mobile , de la nature et de la position de son orbite. 

CHAPITRE n. 

Mouvement troublé. Variations des élémens, 

^ TANT de revenir à la Considération du mouvement troublé , nous allons établir une Lemme foii« 
proposition importante, relaâve aux constantes arl>itraires qui proviaiUiaat de TikitégEation ^^^^'^^ ^ ^ 
des équations du mouvement elliptique. , eonsuDieiarbi* 

/. • j j j • *^*'** 

Supposons» pour cet effet , j- tesor, » -^ =^ti JT ^^ **»*' *«» Y** *< ***** *"*** 

les composantes, parallèles aux trois axes, de la vitesse dâ corps m a» bout du temps t-, àèaw 
gnons aussi par V Tintégrale dé l'expression de la force du corps central M, regardé comme 
imittabflè , sur le eoips m*» OMldpliéé par Téiément de aa dkeotîon» en eorte qâ'on aif 

J f" T 

Les équations (4), (a), (3) da la pag. ai 9 , où l'élément du temps est regaldé comme 
constant, et où les variables op, y, z sont indépendantes^entre elles, deviendront aloc» 

rfx, + ^-A = o, 4y» + 5r* = ^> &, 4-^& = o -•..(c). 

Supposon j-ks intégrées aviftc stx constantes arbitraires , que nous désignetons générale-* 
ment par les lettres tf , i, c, a,/*, gf : ià substitution des valeurs qtii en résultent pouf 
lit» variables > datts «es mêmes éqtiations , devra rendre ceilt5-<:i identiques ; le temps 
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€t les constantes devront se détruire, sans prendre de valeurs particulières J pour que 
les équations soient satisfaites. Puis donc que les constantes doivent demeurer arbitraires, 
on peut les faire varier, et il est permis de diiférencier les équations du mouvement, par 
rapport à une ou plusieurs d* entre elles, sans que ces équations cessent d'avoir lieu. 
Désignons par ^ une espèce de variations des constantes arbitraires , et par A des va- 
riations différentes des mêmes constantes , en conservant la caractéristique d pour expri- 
mer la variation par rapport au temps t. Comme x,y ,z sont des fonctions supposées 
connues de t, a, i, c, e, f, g". Ton a 

dx dx j dx dx dx /• dx 

£t ainsi de suite. 

Faisons varier successivement la première des équations (c) par rapport à J" et à A , et 
retranchons le second résultat, multiplié par i'x , du premier multiplié par Ax, noua 
Murons , en remarquant qu'on a en général-/". c?u z=id,fu, à.du^^d.ùu: 

Axd.i'Xi — ^d.Ax^ + Ax^. -j ^xA. -7- = o. 

Or, on a Axd,^^ = d(Ax^i) — ^^d.Ax, ^xd.Ax^ = ii(#xAx,) — Ax^d.i'x; 
on a aussi, par la nature de x^ , et des variations A et ^: 

d.Ax r=: Lx^dt y d.ix = t'x^dty 

ce qui réduit Téquation précédente à d ( Ax^,' — ^Ax, ) + Ax^. -y- — ^xA . -p = oj 

et .comme les variations des équations relatives à^ et 2 donnent de semblables relations^ 
on a , en les réunissant, 

d^Axfx, — ^xAx, + àyly^ — ^y^yt + ^*^t — itAz^) 

La quantité Y étant une simple fonction des coordonnées x, y, z, ne contient les 
constantes qu'autant qu'elles entrent dans les valeurs de x,y, z, ce qui donne 

et ainsi de suite. Ces valeurs font voir quêtons les termes de la seconde ligne de l'équation 
précédente se détruisent mutuellement; et on tire de là, en intégrant l'autre partie, 
la relation cherchée 

Ax^x, — ^xAXi + 4y^r — ^4yi + à^z^ — IzAZf = const. 
Ainsi la fonction des variations des coordonnées et des vitesses , prises par report aux 
constantes arbitraires , qui forme le premier membre de cette équation, jouit de cette pro- 
priété singulière, qu'en y substituant les valeurs des variables exprimées par le temps et 
par les constaates arbitraires , elle doit devenir indépendante du temps, et ne plus con« 
tenir que ces mêmes constantes , aVec leurs différentielles premières. 

Sqpposons maintenant qu'on ajoute respectivement aux seconds membres des trois 
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^quatioxtf (c), les termes 7- ^^ > -r- J/ > -y- d^ . afin de rendre ces équations analogue» RédaetîM da 
ax dy az ^ ^ moaTem«nttnMi- 

à celles du mouvement troublé (A); on pourra {voyesk pag. 119 et i85) satisfaire à la^*3li^^T 

totalité de ces équations , an mojen des expressions de x ^ ^ , s « en fonction du temps et 

des constantes arbitraires > qui proviennent de Fintégration des équations sans dernier 

terme , pourvu qu*on rende variables ces constantes arbitraires ; mais celles-ci étant 

en nombre double de celui des variables > et des équations ausçquelles il faut satis* 

faire ^ on pourra les assujétir de pins à un nombre de conditions arbitraires égal à celui 

de ces variables. 

Les conditions les plus simples et les plus convenables , sont que les valeurs de x^ , 

Ji p 2| conservent aussi la même forme que si les constantes ne variaient pas ; c'est-Â-dira 

qu'on ait, en désignant par J^ la variation par rapport à toutes les constantes arbitraires, 

les équations hc =z o, jy = o, /^=5 0. De cette manière , non-seulement les es* 

paces parcourus par les corps , mais encore leurs vitesses , seront déterminés par des 

formules semblables , soit qu'on considère ou non l'action des forces perturbatrices ; 

l'ellipse variable deviendra osculatrice de la véritable orbite du mobile , et les équa^p 

tions différentielles entre les nouvelles variables seront en nombre double, mais du 

premier ordre seulement. Nous avons déji posé les trois premières ; il en résulte que 

les différentielles secondes de x,y,z, par rapport au temps, seront augmentées lorsque 

les constantes deviendront variables, des seuls termes tx^, ^\, f'Zi, Si l'on substitue 

leurs valeurs complètes dans les équations du mouvement troublé : comme la partie 

des premiers membres de ces équations , qui ne provient pas de la variation des cons« 

tantes , a lieu séparément, puisque les équations (c) se vérifient identiquement, quelles 

que soient les valeurs des constantes , l'autre partie doit satbfaire aussi au reste des 

équations ; d'ailleurs Y , qui est une fonction des coordonnées et non des vitesses , n^ 

prend pas d'accroissement quand les constantes deviennent variables; on a donc sim-» 

plement 

équations qui donnent, en les ajoutant , après les avoir respectivement multipliées par 

àxi^x,+ùyty,+ùzi^z, = (^^àx + ^ùy + ^A^di^ùadL 

On tire de là, en retranchant du premier membre la quantité txàx^ + ^y^yx + /^S| ; 
qui est identiquement nulle , en vertu des équations J^ = o, /y = o, /^=o: 

ÙQdt = Ax/U?, — txùx^ 4" ^y^yi — ^y^Ji + A«/«, — tzàz^ ; Pwprietrf de la 

•^ '^ fonction pertiu^ 

et le second membre de cfttte équation étant précisément la même fonction que nous ^^i<^* 
avons vue être constante ou indépendante du temps, on voit que la fonction O des 
masses et de^ distances , dont les différentielles partielles expriment les composantes des 
forces perturbatrices , a aussi la propriété remarquable que sa variation , par rapport aux 
seules constantes arbitraires, est indépendante du temps : de telle manière, qu'après avoir 
substitué dans son expression les valeurs de a; , jr , & en fonction du temps et des cons^ 
Untes arbitraires , on peut 7 faire t nul ou égal à une valeur quelconque. 
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Soient donc «, Ç, y, a, /«, ? les yaleura de x, j^, z, Xi, y,, «, quand ^ = ! on 
pourra les substituei* dans le second membre dç Téquation précédente > qui se réduira 
ainsi à la fonne 

Vanatîonfl des Particularisons maintenant A , et supposons d'abord qu'il désigne une variation par 
da'^iteMw* ini- rapport à « seul , en sorte qu'on ait AA z= o , ^ = o^ etc. : nous aurons alor» simplement 



•^ àmdt^àÊuhi, d'oùl'ontire /a = -^ *; 

le second membre de cette équation étant une fonction de l'élément du temps, on voit que 
la yariation marquée par la caractéristique l^ peut maintenant être rapportée également 
au temps t ; ainsi il est pennis et même convenable de changer le i" en d, ce qui donne 

ddL 

Les mêmes considérations, appliquées successivement aux variations de ?, r> ^jf*> 'i 
donnent aussi 

équations qui , étant jointes à la précédente , peuvent éervir à déterminer d'une manière 
bien simple les variations des coordonnées et des vitesses initiales, dues à l'action des 
forces perturbatrices. 
Exonnimit ;^ Cependant comme l'usage astronomique, de même que l'intégration, introduisent, 
SoM de (^"cn ^*^°*® ^^^^ l'avons VU, d'autres constantes arbitraires , savoir, les six élémens du mou- 
fonction de oelles vement elliptique, ce sont leurs variations dont il faut obtenir les expressions, et on 
peut y parvenir aisément , au moyen des équations précédentes , en regardant ces élémeos 
comme des fonctions de «, C, y, a, ^, f , ainsi qu'ils doivent l'être nécessairement. 

En effet, désignons , comme au commencement de ce chapitre, ces élémens par les 
lettres Op b , c , e,f, g,ona. alors 

<to , /dQ det dcïdC . dady . dQdx . dQ dfê\ da df\ j^ 

ou en mettant pour gj » ^> ®te. , leurs valeurs tirées des équations précédentes , 
^O .. ^ j^ t dQ j , dy . dx j dfê ,^ A , 

onad'aiUeur, *.=^ da + | i^ + ^ ic + ^>+ ^d/+ |*. 

et il en est de même pour les variations de toutes les autres constantes; si l'on suppose donc 
da dx _dxdA dQ dfê dfédS dy d' d' dy . 

Ikdb dall'^dilh'^TaTb^dàlb'^li'dh — L^**-* 
dfidx^dxdtt^d^ df^dS dydf df dy ^ , ^ 
dS da dblâ'^ db da^lhdâ'^ dbdâ'^'SBda'^ ^"^^ 
dttdx dxdA . dS dfé d^de , ^ ^ ... , 

35 3c~35 3;+a2^-Sâ^ + ®^^-=='^^>^^'****°"^""'**' 
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onanra ^ A = [«,&](» + [«;c]ifc + Za,e}de + Ca,/]rf/ + la,g} dg, 

gd^ = lb,d]da + Ci,c3dc + lb,e2de + [b,f}df+ Zb,g} dg, 
etc. 

Les coei&cîens représentés par des lettres entre crocliets earrés, sont, par leur na-' 
tare , indépendans da temps ; la valeur de ces symboles est nulle lorsque les deux lettres 
sont les mêmes , et elle change seulement de signe quand on y change Tordre de ces 
lettres , en sorte qu'on a Ca,aJ = o , [b,à} = — [a,6] , etc. 

On voit ainsi que les expressions générales des différentielles partielles de la fonction Q, 
par rapport à chacun des six élémens du mouvement elliptique, multipliées par Félément da 
temps, sont données par la somme des différentielles des cinq autres élémens, multipliées 
par des coefHciens indépendans du temps, qui sont égaux et de signe contraire pour les 
élémens correspondans ; de manière que si Von représente par l le coefficient de db dans la 

valeur de 'jidty'^l sera le coefficient de da dans la valeur de -«▼ dty et ainsi de suite. 

Une conséquence qui résulte de ces formules, c'est que la variation de la fonction Q, en 
tant qu'elle dépend de celle de tous les élémensa, fr, etc. du corps troublé, doit être nulle. 

En effet, si dams la différentielle complète ^ ^"^"Sk ^^ "f" ^^^* ^® ^ P^ rapport aux 
élémens de m , on subititue les valeurs précédentes de ^ , etc. , tons les termes se dé* 

truisent mutuellement. Ce résultat remarquable tient à ce qu'on peut supposer, ainsi 
que nous l'avons vu page i85 , que l'orbite reste constante pendant l'instant dt, et qu'elle 
ne varie que d^un instattt à l'autre. 

Les formules précédentes donnent les valeurs des différentielles partielles de O , en 
fonction des variations des élémens , tandis que le problème proposé est inverse , puis- 
qu'il consiste à déterminer les variations de chaque élément en fonction des forces per-« 
turbatrices ; mais comme on doit prévoir que le calcul des coefficiens de chaque terme 
en fera disparaître uh grand nombre , et qu'il suffira ensuite d'une simple élimination 
entre les expiations définitives , pour obtenir les variations de chaque élément en parti.* 
culier, on peut se servh: des formules dont il s'agit pour la détermination cherchée, 
et cette marche, quoiifu'un peu indirecte, est la plus stmi^e pour le calcul. 

Ces foiùmles, au nombre de six, contenant chacune les vanations de cinq élémens» 
le nombre total des coefficiens qu'on doit déterminer est de trente; m^iis il suffit, 
d'après la remarque faite plus haut, d'en connaître la moitié, pour «neobcfaorre l'autre 
immédiatement par un simple changement de signe. Le calcul de ces quinze premiers 
coefficiens étant encore un peu long, on a cherché à le simplifier en déterminant direc- 
tement quatre des équations dont on a besoin , au moyen des intégrales premières du 
problème , et nous allons exposer ce procédé d'après M. Poisson, 

Nous avons trouvé, dans le mouvement elliptique j les équaitions Recherche dî- 

rscte de quatre 
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Dans le cas du mouyement troublé > les seconds membres de ces équations > au lien d*(filB 

nuls, sonty(£rfa:+^rfy+^&) pour rune, etf(^x^-y ^) dt p(na 

l'autre. Pour exprimer que les équations ont la même forme dans les deux cas i il suffit de 
supposer que les constantes h et hf deviennent variables dans le second^ par l'effet dea 
forces perturbatrices > et de poser 

On peut mettre ces valeurs sons une forme plus convenable , et y substituer les coor- 
données polaires aux rectangulaires. En effet , la première est la différentielle com- 
plète de O par rapport aux coordonnées du corps troublé. Or , nous avons vu que 
ces coordonnées pouvaient être exprimées en fonction de la seule variable nt + c. Si 
donc on regarde comme constant le coefficient n qui multiplie t, supposition que 
nous vérifierons dans la suite ^ on aura simplement 

dQ j ^ dQ . \ da . da j^ 

li^ + J^^y + d£^^='7Jt'^'^ 

ce qui donnera, en remarquant que si R est une fonction de n^ + c, on a en général ^ 

dK dK •. , . „ dCl - 

' --^ =: -1- , 1 équation an := n'-r- dt, 

. Pour transfonner d'une manière analogue la valeur de dh\ il faut reprendre les exprès*^ 
sions de x et y en fonction dep et de g, données à la fin du chapitre précédent , en y met- 
tant pour A, B, etc., leurs valeurs. Elles donnent alors, en observant quep et q ne sontpais 

djc flV 

fonctions de «, -^ = — ^ , ^ =s x ; et comme l'on a, en regardant • comme fonction 

da dCïdv , dady . . ^.dCï dCi dCï 

dexetdej.,^=3^3^+^^, ontiredelà-2.=ap^-jr3^. 

On peut parvenir au même résultat sans recourir aux formules de la tnuisformatio& 

des coordonnées, en remarquant que puisque ^ ^^ "j" désignent les composantes dea 

forces perturbatrices suivant les axes de^ x et des y , la quantité ^ 733 ~~ ^ 77" exprime 

le moment de ces forces autour de l'axe des z. Ce moment est indépendant de la coor- . 
donnée s , et il serait le même dans le cas où l'on aurait s = o , et où le mobile se trou- 
verait sur la jigne des nœuds. Or on a, sur cette ligne , x = r cos «,^ := r sin« ; d'où l'om 
tire, en transformant les différentielles partielles ( ainsi que nous l'avons déjà fait p« ia6 ^ 

da, da da ^ , 1, •„ da . 

Cette formule fait voir que la différentielle du double de l'aire décrite dans l'unité de 
temps paria projection du rayon vecteur sur le plan des xy, est égale au produit de l'élé^ 
ment du temps par le moment des forces perturbatrices autour de Taxe des s, ou par 
la différentielle partielle de a par rapport à l'angle m : angle dont le sommet est A 
l'origine , qui est situé dans le plan des xy , perpendiculaire à l'axe de rotation , et 
qui varie daAs le mouvement autour de cet axe i et comme ce théorème a lien , quel que 
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ioii le plan qae Ton considère » pourvu qa*il pasae par Torigine âes èooirdènnto , 6n peut 
en profiter pour obtenir deux nouvelles formules, sans recourir à la considération des deux 
dernières équations que donne le principe des aireSé 

En effet » si Ton prend le plan même de l'orbite pour celui sur lequel a lieu le mouye^ 
ment, et (pour angle variable : le moment des forces perturbatrices autour d^un axe par" 

pendiculaire ice plan sera -g. Taire élémentaire correspondante ^era dk^ et Ton aura 

I^ar conséquent dk= ^ dt. 

De même, si l'on considère le plan de rangley, ou le plan mené par Taxe CZ et 
par une perpendiculaire CR au plan de l'orbite , le moment des forces perturbatrices sur 

ce plan sera -r * o° ^^^ ionc^ en désignant par dg la projection de l'aire élémentaire dh 

sur ce plan » d^ = -^ cft, et il ne s'agira plus que de déterminer dg^ 

Or Ton sait, d'après la théorie des projections, qu'étant données celles d'une aire plane 
sur trois plans rectangulaires, on aura sa projection sur un autre plan passant aussi par l'ori- 
gine , en prenant la somme des premières, respectivement multipliées par les cosinus des 
inclinaisons de ce plan aux trois plans coordonnés. Dans le cas actuel, une aire élémentaire 
est donnée, savoir dk ; ses projections sur les trois plans des ay yXzeXyz sont dV^ dk", 
dir ; le premier plan est perpendiculaire au plan de l'angle y, le second fait avec lui un 
angle complément de «, mais qui , étant situé du côté des ^ négatifs, doit être pris avec le 
signe — *; enfin le plan desyz foit, avec le plan de l'angle y, l'angle 4 ; on a par conséquent 

dg :=z dk" cos (« — 90*) + dk" cos «t = rffe'' sin «e + dliT cos« ; 
et comme nous avons trouvé pag. 222, A' ss — A siny cos « , A* = A siny sin« ; 
on tire de là 
dg='^ ïïuuJ[d(ksmy) cos«— «ft sin>^in4iIfle3-Kos«i[cf(ftsiny) sin«-|4siny cosculee^ r=sh5inydùt, 

ce qui donne enfin l'équation cherchée h sinyc2« z=z ^dt» 

Rassemblons maintenant les formules précédentes , qui ont lieu pour une loi quel" 
conque d'attraction, et substituons-y, pour h, k tt k\ leurs valeurs dans le cas du 
mouvement elliptique, savoir. 



noue aurons lAss ^— ?=5~Aï, dl^ ^s dk cosy — * sinyc^. 




dk=.iy/t<L'^da^ 

etdelà^*=fAi, 

dC a ^ |/i— e* dy 

•^dtzs— l/T^QOêyda-^ '-r=== coeyds— a*;»V^i — «• siny dy. 
d* a ^^- '- V^i— «* 
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Dëcenikhifttioa La loi que notDayons observée^ p. 22jy dana les expressioiu générales des différentielles 
roî toîtion?,'1î partielles deO, nous permet de conclure presque immédiatement, de ces quatre équations» 
dentés, ^'*^ les deux dernières. En effet, puisque layaleurde -r Apar exemple, contient le terme — du, 

celle de ^li^de^neontenir le terme-— — de-, la valeur.de ^ J^ ne contenant point d^ 

tferme multiplié par da, celle de rr ^ ^^^ renfermera pas non plus de tenUe en ify ; e( 
ainsi de suite. On voit par là que les expressions des différentielles partielles de O, ptf 
rapport aux deux élémens a et e , seront de la forme 

^ A = ^^dc^^ v/nr? (de + cosyAt) + [a,e] de, 

n- dt = — (df -h cos ydit:) — \a,ê\ da, 

de |/i — e» 

... ^ r -11 te ' dxdx^ dxdx, , dydy^ dy dyx , <{£J2« <{£<&, 
endé«gnantparC«,e]le coefficient^-^— ^^+^-^-^^+3^^-3j3^. 

qui est le seul qui ne puisse pas être déterminé parles équations précédentes,et ne puisse l'étro 
que par le calcul direct. Or, si Ton reprend les valeurs x = Ap + B<;f , jr = A'p +B'^ , de la 
page naa j en remarquant que les cosinus A, B , A', B', etc. ne dépendent nullement de a ni 
de e, qui sont le* dimensions de Fellipse , et que Ton a d'ailleurs A* -(- A'* -f- A** = * » 
B» 4.B'* + B'*== I , AB + A'B'4. A^ B'= o : on aura, en faisant ^=p^ , ^ =9,, 

el — ^ ^ — -^ dp, dq dq,_dqdq, 
^ ^ -^ ^ 2â de delà '^2â de de 3a"* 

Maisp=: a (cosu — c), ^ =0 V^i — e*sinu, d*où l'on tire p, = — asîniiT-,* 

ç, =a V^i— -e* co« « jt > 0*1 en ayant égard i l'équation ndt = ( 1 — e cos n) Ja do 

lapag.nao: ansinu an^ i — -"î^cosu 

■^ 1 — ecosi* ^ 1— ecosu 

On voit par là que tous les termes du coefficient cherché auront sin u en facteur corn-* 
mun ; et comme ce coefficient doit être indépendant du temps , on peut y supposer par 
exemple /i<=— c, ce qui donne m=o, et de là C^,e] = ô. 
TransfoTBMtion Les équations précédentes sont maintenant en nombre suffisant pour la détermination 
cherchée ; mais avant d'en tirer , par l'élimination , les variations des élémens, il faut 
substituer aux quantités cet C^ introduites par l'intégration et par la théorie des momens , 
leurs valeurs en fonction des deux élémens i et m, qui désignent la longitude de l'époque , et 
la longitude du périhélie, comptées à partir d'une ligne fixe située dans le plan de l'orbite* 

Nous avons trouvé pag. nai, c =: i — «, ce qui donne dc=d% — dm. Quant à l'angle m, qui 
est indépendant du- lieu du nœud, son accroissenient provient uniquement du mouvement 
du périhélie pendant l'instant dt ; tandis qu'il est aisé de voir que celui de l'angle C, qui ex- 
prime la distance duj>érihélie à la ligne des nœuds> se compose du mouvement du périhélie, 
moins le mouvement du nœud sur le plan de l'orbite , ou de l'acci^issement de l'angle m, 
moins celui de tt projeté sur le plan de l'orbite ; on a donc dC^^dm^^ cosydtt. Or , si l'on 
considère alternativement H comme une fonction de ç, ff et ic, ou de 1 ,• «p et ic, et qu'on 

dédigne par (-^z) ^^ différentielle par rapport à «r, prise dans la première hypothèse. 
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on obtient Téquation identique , 

CB qni donne, en mettant dans le premier membre, ponr de et âS, lenrs yalenrs , et en 
comparant séparément les termes multipliés par dt, dm et dêi, , 

da _da dCï _dCï dCï da /dQ\ da 

X-a?* 5#-3f~3r* di—KdiJ'^dS''''^'^' 

Si Ton r^net pour les seconds membres lem» yaleurs, et qu'on substitue, dans les troi# 
antres équations , celles de <ic et de dS, on aura le système de f<»mules suiywit : 



dû - an 

de Sà ' da n'a 



^dt = — da, _ J^=.— _rf.4. — (i-l/i— e*)A^, 



•^^ df= — o*nl/i — e^siny dy, T--d< = û*» V^i — «• sinydce; 

d'où l*on tire, ayec une grande facilité, les yaleurs définitiyes desystiations des six élément, 

^ . ■ a dû . 

jayoïr: da^=i — -y^» 

^^ «* Ëtprcttîoiis det 

n dû , . VI — e* . y ■ ■ dû • Tamtion» des «ix 

an da ^ xa*7ie "* •^ ' de ' Tcmcnt cUipti- 



, l/i — e*r. ,y cfti , dûn . 



q«e. 




dû- -_ 1 dfa^, 

a^nyï — 6* smy ày a^n ^/j _ «• sîny d* 

On peut remarquer dans ces expressions la même symétrie, par rapport aux coetEciensy 
qui a lieu dans celles des différentielles partielles de Cï ; ainsi , la yaleur de da , par 

exemple, contenant le teime — nr d£, réciproquement Texpression dedi renferme le 

tenue — — »r- d^, dont le coefficient est le même et de signe contraire. Les deux der* 
an da , ° 

luères équations forment un groupe distmct, qui sert à déterminer les yaiiations de Tin* 
dinaison et du mouyement dunœpd, et qui est indépendant des différentielles de C par 
rapport aux autres élémens. 

Il ne nous reste plus maintenant quà légitimer le procédé que nous ayons suiyi, en 
supposant que n ne yarie pas lorsqu*on prend la différentielle de fit par rapport à ni. 
Pour 7 paryenir, faisons yarier n; et yoyons ce qui en résultera dans la yaleur ^e du 
On yoit d'abord que la différentielle de l'angle nt -f* * sera augmentée du tenue tdn^ 

qui deyra faire partie de cette yaleur ; d'un autre côté -j- croîtra du terme -j- ^, pnn 

yenant de ce que n est fonction de a. Ainsi, pour passer du cas dé n constant à celui 

de n yariable , il faudra retrancher de la valeur de d% la quantité idn — — -^ ^^^' 

da ^ da 
et comme ona^ en ne faisant yarier û que parrapporta n, -j- z=it ^, cette quantité 
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deviendra^ en mettant pour -^ sa valeur donnée au bas de la pag. as^ , tdn ^~>t —da\ 

ft elle sera nulle^ puisque n n*étant fonction que de a, la différentielle dn est égale i -?- cfa.'- 

On voit par là qu'on peut , dans le mouyement troublé , ne pas différencier par rap- 
port aux a qui entrent dans n y et supp<»er que l'anomalie moyenne est représentée par 
fndt -f- c au lieu de nf + c ; ce qui a l'ayantage d'empêcher que le temps i ne sorte hors dea 
signes sinus et cosinus^ lorsque les quantités que l'on considère sont périodiques. Si Toa 
désigne alors par i le moyen mouyement fndt dans le mouyement troublé > l'éqnatiott 

n =3 \/^ donnera rfn=: — Jl/^— =.. — £2a = <— —-^A^et l'on tire de là, 

moyea^^mouY^ P°^ ^* variation finie du moyen mouvement > qui provient des forces perturbatrices, et 
«»«ût qui doit être ajoutée à la partie elliptique nt de cet élément ; 

fi = fndt = ^Zjr^^^dt^. 

CHAPITRE m. 

Déi^eloppement de la fonction perturbatrice. Principes des approximations 
successii^es. Distinction entre les ternies séculaires et les termes périodiques. 

J3i ous venons de voir ^ dans le chapitre précédent, de combien de belles propriétés jouis< 
sait la fonction H, qui peut être considérée en général comme l'intégrale , prise par rapport 
aux seules coordonnées du corps troublé, de la somme des composantes de toutes les forces 
perturbatrices , multipliées chacune par Télément de sa direction. Reprenons maintenant 
la valeur de cette fonction, qui se rapporte à notre système planétaire , afin d'en examiner 
la nature, et d'indiquer par quels procédés on parvient à la développer convenablement. 

Nous avons trouvé, page n 18, dans le cas d'un corps m soumis à l'action des coups 
M, m', m" , etc.: 

et il s'agit de déterminer la valeur de f . Or , soit v' la longitude du corps m', comptée 
dans le plan de son orbite à partir d'un axe fixe , et Y l'angle compris entre les deux 
rayons vecteurs r et / : on aura , dans le tri^n^le formé par ces rayons et par la distance 
mutuelle f des deux corps, ^» = y* -J- r^* — ar/ cos V; 

et la question sera réduite à exprimer l'élongation Y en fonction des longitudes v et /•' 
Si Ton désigne pour cet effet par I l'inclinaison réciproque des plans des orbites de m et 
de m\ par a et a' les angles que fait la ligne d'intersection de ces deux plans avec les axes 
fixes situés sur chacun d'eux ; la considération de la pyramide triangulaire, dont les trois 
arêtes sont les rayons r , r' et la ligne d'intersection , donnera 

cos Y = cos (v — a) cos (/ — a') + sin(v — a) sin (/ — a') cosL 
Si Ton prend l'axe fixe situé sur le plan de l'orbite de m\ de telle manière qu'on ait A = A, 
et qu*on substitue 1—1 sin^ j I à cosi, on aura, en développant, 

^osY = cos(i/ — V) + sin' i I [cos(/ -f. v — aa) — cos(/ <— v)] ; 
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d'où Fontirc , en faisant cos ( v' + *' — ûa) — cos ( / — i/) = A ; 

p* = r* -f- r'* — ar/ cos(v' — y) — f^ri* sin* - I.A, 
expression tout-à-fait indépendante des axes. 

Quant à la valeur de I, il est facile de la trouver en fonction des încrnaîsonsy ety' des 
deux orbites au plan fixe des xy , et des longitudes « et m de leurs nœuds , comptées sur . 
ce plan, ea, considérant la pyramide triangulaire dont les trois arêtes sont les deux 
lignes des nœuds et l'intersection mutuelle des plans des deux orbites. En effet, oa 
connaît dans le triangle spbérique correspondant , un côté « — et', et deux angles , y' 
et 180*'— y, sur ce côté ; une analogie connue donne alors, pour le troisième angle I, dans 
le cas où y est plus grand que y comme dans le cas contraire, la formule 
cosi = cosy cosy' + sîny siny' cos (« — #&'). 

Ces valeurs, qui, étant accentuées, s'appliquent également à chacune des planètes per-^ 
turbatrices m",/»*, etc., prouvent que Ose compose en général d*une suite de fonctions 
des rayons vecteurs et des sinus et cosinus des longitudes, des inclinaisons et des angles des 
nœuds de chaque planète, multipliées par la masse perturbatrice correspondante. Ainsi, pour 
pouvoir prendre les diiFérentielles partielles de cette quantité par rapport aux élémens , 
et les intégrer , après les avoir multipliées par l'élément du temps , il faut nécessairement 
y substituer, pour r , /, r^, v, v', v", etc. , leurs valeurs en fonction de ces élémens et du 
temps , ce qui semble d'abord impossible, puisque cela suppose déjà le problème résolu. 

Heureusement les observations apprennent que la masse de la plus grosse planète de 
notre système est au moins mille fois plus petite que celle du Soleil , et que le rapport 
des masses de tous les satellite», excepté la Lune , à celle de leur planète principale, 
est encore bien plus petit. Il en résulte que les termes qui sont affectés de ce rapport, 
dans les équations du mouvement troublé , sont , par cela seul , très petits par rapport 
aux autres. On peut donc y substituer des valeurs des variables qui ne soient qu'appro- 
chées, puisque la petite différence qu'il y a entre ces valeurs et les véritables, ne pourrait, 
lorsqu'elle serait multipliée par ce rapport, qu'en produire une doublement petite dans 
les résultats , suivant qu'on y aurait égard ou non. Ainsi , après avoir, dans une première 
approximation , négligé les termes qui dépendent des masses perturbatrices , on doit, pour 
en former une seconde , où l'on ait égard à la première puissance des masses , substî^ 
tuer dans il, au lieu des variables r, /; v, v', etc. , les valeurs que l'on a obtenues dans 
la première. Si Ton veut ensuite former une troisième approximation , où l'on ait égard 
aux secondes dimensions de ces masses , il faut substituer dans Cï les valeurs des va-* 
riables qu'a données la seconde , et ainsi de suite ; de manière que les valeurs qu'on 
substitue dans 12 soient toujours d'un ordre inférieur d'une unité, par rapport aux 
masses , à celui auquel on veut se borner. On voit que pour arriver à un certain or^re il' 
faut avoir passé par tous les précédens, et que c'est par ces degrés successifs qu'on re« 
médie à l'impossibilité d'une solution rigoureuse. 

Il résulte aussi de ces considérations que , dans la seconde approximation , on peut Seconde ap- 
considérer séparément les effets de chaque corps qui trouble le mouvement de m , ^^ P'^*""** *°'*' 
regardant tous les autres comme nuls; car si l'action de m", par exemple, modifie le 
mouvement de m! y les ternies qui en proviennent ont m" en facteur commun -, et si ces. 
termes en introduisent à leur tour de nouveaux dans l'expression du mouvement de m ^ 

3o 
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ces demîers sont nécessairement aflTectés dn prodnit m! m", et doîyent par conséquent être 
négligés lorsqu*on se boime à la première dimension des masses» 

Supposons donc m'= o , m* = o , etc. ; substituons pour f sa yaleur dans celle de û , 
nous aurons 

^ ^ — — - "^^ Z'^ Ç— i'' - ' } M- ^ r ^ J: 

V/r*+ /» — arK coa (v' — O — a//fiiQ*ï I-A '^ . 

et il faudra mettre dans cette expression, au lien de r, /, v, v', les valeurs qu'elles ont 
dans le cas du monvemenf elliptique. 
La somme àtê Nous avons vu qu'on pouvait développer ces valeurs suivant les puissances des ex-« 
chamie cosinus centrîcîtés , et les sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes ; or , le coeffi- 
^^i!ir'^"^^'' cient numérique qui affecte l'angle # , sous le signe cosinus , dans un terme quelconque de 
Texpression de r, étant le même et de signe contraire que cdni de l'angle ni + $ 
(puisque cette expression se compose des cosinus des multiples de ni -f* c*""^)) 1^ somme 
de ces coefEciens est toii)onrs nulle ; il en est de même de celle des coeiEciens des angles 
n't + t et «', qui entrent sous le signe cosinus dans la valeur de / ; et cela a lien aussi 
par rapport à des puissances quelconques de r et /, lorsqu'on j réduit les puissances et 
produits de cosinus en multiples» On voit de plus, es examinant les valeurs de v et y', que 
•i on les substitue dans les fonctions cos (i/ <— u) et cos (v'-f- v— ùx), qui entrent 
dans l'expression de f, et qu'on les développe suivant les cosinus multiples, la somme 
des coeificiens de tous les angles qui entrent sons le signe cosinus est toujours nulle , 
quoique les angles « , §/ et a n'ajent pas toujours des coefficiess respectivement égaux 
et de signe contraire à ceux de /il 4* < > ^'^ + / et de leur somme. II en sera de même 
pour des combinaisons quelconques de ces quantités , par la nature des fonctions pério- 
diques; ainsi Û jouira de cette propriété; et si l'on représente l'un quelconque de ses 

termes par m'K cos (iV« — int + £Y — zi -- gm — g'^»' — agf*A) , 

i', i, g, g\ g" étant des nombres entiers nuls, positiSi on négatifi, on aura la relation 

On peut aussi démontrer à priori que cette équation doit avoir lien , et qu'elle résulte 

de ce que la valeur de n , et par conséquent celle de chacun de ses termes , doit être 

indépendante de l'origine des longitudes. En effet, supposons cette origine déplacée 

d'une certaine quantité qui soit la même dans chaque orbite : les angles nt -+> t, 

n't'+' l'y 4v , 4v' et A seront aussi chacun augmentés ou diminués de cettequantité ; si donc on 

veut que tontes les combinaisons de ces angles, qui entrent sous le signe cosinus, restent 

les mêmes malgré ce changement , il faut que la somme de ces additions ou diminn* 

tions soit séparément égale à zéro dans chaque terme , ce qui ne peut avoir lies que 

lorsque la somme des coeiliciensde chaque angle qui entre sous le signe cosinus^ pris 

avec leur signe ^ est nulle aussi. 

Ordre dn Si les orbites étaient circulaires et dans un même plan , les quantités r, /, v , v' 

chaque terme, «eraient égales à a, a, nt H- «> n't -+- /; Tangle I serait nul, et l'on aurait i' = i, 

par rapport aux puisque le seul anale dont le cosinus entrât dans la valeur de il, serait nft ^^nt^t'^^t 

excentricités «*,.,>.. ,x .- . •'-r-»i 

à rinclinaison. et ses multiples. On voit par la que i ne peut surpasser i on en être surpassé qu*an 
^yen des sinus ou des cosinus des termes qui sont affectés des excentricités ou de l'in- 
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élumison mutuelle. Celle-ci étant toujours fort petite , on peut développer f et O suivait 
les puissances de sin* ? I > en une série très convergente ^ ce qui donne 

-^ ' 711 ni r ^ * V 

V/ r* 4- r'* — arK cos (v' — v) ^ 

+ [ ^^ .^^1 sln^iI.A + etc. 

»-{r*-f /• — arr'cosCv' — v)}* "^ -* 

Or , nous ayons vu , chapitre I, que les valeurs de r et de v étaient telles, que les coef- 
£ciens du sinus ou du cosinus de chaque multiple de lanomalie nt + î-^êt qui y entrait, 
composaient une série procédant suivant les puissances de Texcentrlcité e, dont les exposans 
allaient en croissant de deux unités, depuis le premier, qui était égal au numéro même du 
multiple, ou à celui de l'angle — «; il en est de même pour les valeurs de / et v par rapport 
4 e' et à— 4v'; et leur substitution dans l'expression de C donne Heu à des remarques analo- 
gues. Si donc on regarde les excentricités et l'inclinaison mutuelle comme des quantités très 
petites du premier ordre , leurs carrés ou produits comme étant du second ordre , et ainsi de 
suite: la somme des multiples des angles «et 4v',pris avecleur signe, servira à indiquerVordre le 
plus bas de chaque terme indépendant de Tinclinaison ; et comme le multiple de A, dans le 
premier terme de A ou de ses puissances, correspond toujours aussi à la puissance de sin ^ T^ 
dont ces termes sont affectés, la somme des multiples de 4v, «' et a indiquera la limite infé- 
rieure de l'ordre des termes qui seront multipliés par les puissances de sin 1 1. Ainsi, le 
coefficient K du terme général ci -dessus sera de la forme Ae* e'^ (sî^i I)*^^ lors- 
qu'on se borne à son premier terme : A étant un coefficient indépendant des excen- 
tricités et de l'inclinaison 9 g» g'^ g" étant jH-îk positivement. L'ordre de ce terme 
sera donc g'^g' -^ ag'y oui' — £ d'après la relation donnée plus haut; «t cela devait 
être en elT^t , puisque la différence entre £^ et i ne provenant que de termes dépen<^ 
dans des excentricités et des inclinaisons , les rapports qui ont lieu dans ces termes 
entre les multiples de nt ou n't et les coefficiens de leurs sinus et cosinus, doivent avoir 
lieu dans la valeur de Q , entre les multiples de rCt -« nt et les coefficiens de leuiB 
cosinus. 

On serait d'abord tenté de croh-e que les termes de la valew de Q, qui proviennent An 

second terme de celle de A» font exception à cette règle ^ puisque, par exemple « 

m'a 
la quantité —7^. sin^ ; I cos («'i«— ut-^-t — t ) qui en fait partie^ est du second 

ordre , quoique ? — i y soit nul ; mais il faut remarquer , a l'égard de ce terme et de tous 
ceux du même genre , tels que ceux où le nombre g est négatif, c!t dont l'ordre est alors 
? — î -f- ag, que le développement de la preiyière partie de O en fait naître de sem- 
blables , quant à la valeur de i' — t, qui sont d'un ordre inférieur par rapport aux 
excentricités et à l'inclinaison ; et qu'ainsi la règle dont ïl s'agit n'étant applicable qu'à 
l'ordre le moins élevé des coelHoiens^ n'est réellement pas en dé&ut» 

Si Von rassemble tous les. coefficiens d'un même cosinus, ils composeront une série de 
puissances des excentricités et du sinus de la demi-inclinaison , dont la dimension ou 
l'ordre cro^a successivement de deux unités ; eu sorte que lorsque i'— i«era un nombre 
pair» tous oes termes successifs seront d'oidrepairi et ^e lorsqu'il sera impair, ils le seront 
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aussi. Cela résulte de la forme même ^des valeurs de r , /, v , v', et cela doit d'ailleiift 
ayoir lieu pour que la valeur de Cl soit indépendante de Torigine des lon^tudes. 
Applications On peut appliquer les principes précédons à la recherche, faite à priori^ de Tordre et de la 
•prwapei f^j^g ^j^ ^^^3 \^ termes dont on connaît l'argument. Supposons , par exemple , qu'on de- 
mande ceux qui, étant dépendans de Tangle 5n'<— -ânf , sont du troisième ordre : on aura 
g + g:' + ag*" = 3, et g" , g-', g" seront supposés toujours positifs, ce qui donnera six 
cas différens, suivant que deux ou un seul d'entre eux seront nuls, et les autres suc- 
cessivement égaux à 1 , 2 ou 3 , excepté g" y qui ne pourra être que nul ou égal à i . , 
Ainsi le cas de g^ = 1 , g' = a , g^" = o , par exemple, donnera un terme de la forme 
Aee'^ cos (5n'^ — ant + 5i' — flt — a^i»' — •); et Ton retrouvera ainsi les six termes que 
nous avons rapportés au bas de la page âio; les angles «-, «-' et n étant seulement 
changés en •, «' et A, et y en sin^ I. 

Si Ton veut déterminer la nature des termes qui entrent dans le développement de û, 
«t qui ne contiennent pas de cosinus des multiples des moyens mouvemens , on y par- 
viendra facilement aussi en supposant £' = o, £ == o, et en examinant tous les ca* 
dans lesquels l'équation g + §f + ag-" = o est vérifiée. On voit d'abord que f' — * 
ëtant égal à zéro , les termes dont il s'agit seront tous d'ordre pair, à partir de l'ordre 
zéro , et qu'il y en aura trois espèces différentes , suivant que les nombres g , g', g" 
seront tous nuls , ou qu'il y en aura deux ou un de nuls seulement. Dans le premier 
cas, il ne pourra y avoir que des puissances paires des excentricités et du sinus de la 
demi-inclinaison , et les termes seront de la forme 

m' [A + Ay+ e'*)+AVc'»+AV-h5'0+B sin* i I + V (e»+ i/*) sîn* i I + etc. ] , 

A , A', B , etc. , étant des coefliciens dépendans des demi-grands axes a , a'. Dans le 
«écond cas, il faudra que l'on ait g" = — g'> g^ = — ag?', ff ^=1 ^^^ ag*, suivant que 
ce sera g", ^ ou g qui sera nul -, ce qui donnera des termes tels que 

m' { Cee' cos (• — •') + CVc'* cosa (• — •') + C" (cV + ce'^) cos (• — «') 
-f- De^sin'iJ cos (a«»— aA)4. DV*8in»iIcos(aa»' — ax) + etc. }. 

Enfin le dernier cas sera celui où l'on aura g + g' = — ag^ ; il introduira des termes 
qui ne pourront pas être au-dessous du quatrième ordre , savoir , ' 

m' Eeef sin* ^ I cos («^ + 4^' — aA), etc. ; 

le coefficient E étant, ainsi que C , D. etc. , de la même nature que A, A', efic. 

C^s oh Ton se Supposons maintenant qu'on veuille borner l'approximation , dans le dévelop])emenr 

ordre.*" "^^^^ de l'expression de a donnée ci-dessus , aux quantités du second ordre par rapport aux 

excentricités et à l'inclinaison, inclusivement : il suffira alors de substituer dans la partie 

de cette expression , qui est affectée de sin* ^ I , les valeurs r=za, / =z a\ 1/ = n^ -4- «» 

* 4/ = ji'^ + 1', ce qui la réduira à 

m' sin» i I. A. |aûX«* + a'»— aaa'cos (n'^ — nt+/ — i ) ]""* _ ^| , 

en supposant A = cos (n't + 'i^ + •' -f- 1 — aA) — cos {n't — ni + •' — 0* 

Quant à la première partie de l'expression de O , qui est indépendaçte de l'inclinaison 
réciproque^ il faudra y substituer ^our r et v les valeurs auxquelles nous sommes par-* 
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Yentis, pag. flai>etponr/et/cesraémesyaleurs,eny marquanttôutes les lettres d'un trait. 
Or» si Ton regarde les termes qui suiyent le premier» dans ces quatre valeurs, comme 
des accroissemens très petits » et que Ton désigne par S ce que devient cette partie de O , 
lorsqu'on y substitue seulement pour r» /» t/» v' ces premiers termes» on pourra déve-» 
lopper (ainsi que nous Tavons vu pages 180 et igs)» cette partie» d'après la série de 
Taylor » suivant les différentielles partielles de S par rapport 'ka^ a' et n't — ni » multi<* 
pliées par les puissances des accroissemens » en se bornant aux termes affectés des deux 
premières puissances» quand on ne veut pousser l'approximation que jusqu'aux quantité» 
, du second ordre; et la détermination de la première partie de O sera ainsi réduite à 
celle de S. 
Or on a 

= - . . — -TT cos (nt — n/ + • — ; 

j/û» -f. a'* — aad cos {n't — nt^i'—t) a» ^ -r- . y, 

et pour avoir son développement» il faut connaître celui du radical qui se trouve en divi- 
seur au premier terme» quand on le réduit en une série procédant suivant les cosinus de» 
divers multiples de l'élougation moyenne n't — /if + t ' — •. 

On voit par là » qu'en dernière analyse » le développement de 12 dépend de celui de» 
deux facteurs irrationnels. 

-i -1 

C«* + a'*— floof cos(ji'< — etc.)] *, [a* + û'» — • aca' cos (n''l — etc. )] •> 

et que » lorsque les quantités a et a' sont de grandeur différente » ceux-ci peuvent être ré- 
duits en séries convergentes» ordonnées suivant les puissances du rapport de la plus petite 
à la plus grande » et qui sont récurrentes à coefEciens variables. Nous avons déjà exposé,^ 
pages i3a» 14 ^ > ih6y 180 et 19?» les principales propriétés de ces fonctions» ensup^ 
Tant l'ordre de leur découverte -» nous avons vu que les relations qui existaient entre les 
coefficiens des divers dévéloppemens » permettaient de les déterminer tous» ainsi que 
leurs dérivées par rapport à a et à a'» en fonction de deux d'entre eux; et que les va^ 
leurs de ceux-ci pouvaient facilement s'obtenir de plusieurs manières. Nous devons ren-* 
Voyer» pour l'exposition complète de cette théorie» an n** ^9 du liv. II de la Mécanique 
céleste » au Calcul intégral de M. Lacroix» page 1 ifl » et au ^ la de la cinquième partie 
des Exercices de Calcul intégral y de M. Legendre. 

Le développement général de H, à quelque ordre qu'on s'y arrête , doit produire deux DmîiMïtîon <!• 
espèces distinctes de termes : la première comprend ceux où entrent les moyens mou- j^ ^*^^ 
veipens et leurs multiples , sous le signe sinus ou cosinus ; la seconde ceux qui ne les tenncs. 
contiennent pas, et qui sont de simples fonctions des élémens et de leurs combinaisons. 
Ces deux espèces de termes n'entrent pas de la même manière dans la valeur de CL 
En effet» nous avons trouvé en général» dans le cas de deux corps seulement». 



n = .'(i-^l + ^^:+ii'); 



et si Ton remet dans cette expression» pour a/, y, a^ leurs valeurs tirées des équation» 
du mouvement elliptique du corps m, ou des équations (1), (2), (3), de la page a 19». en y 
ajoutant un trait à cbaque lettup » et en prenant ^ pour unité » on aura 



a^^'{i+'J:£±^^±^y 
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.Or, si Ton substitue , dans le second teifme de cette expression, les valeurs elliptiquet 
des coDidonnéeQ et de leurs diflFerentiellos , xpii se réduiseut à des séries et sinus et cosinus 
des multiples de n< +• • — • pour x,jf, z, et de n't -f- 4' — •' pour a^,y, *', oa vok 
-que comme ladifféreudation dm valeurs de ces denuéres fait disparaître leur partie cons- 
tante, il ne pourra en résulter aucun terme non périodique , quelque loin qu*on pousse 
l'approximation , puisque les multiples de nt ne peuvent jamais être détruits par ceux 
tie n't , analytiquement parlant* Ainsi , ia seule partie de Texpressibn de Q qui puisse 

produire des termes de la seconde espèce sera — , quand on se borne à la première 

puissance des masses perturbatrices; et comme cette partie est la même, soit que le corps 
troublé soit m ou m', il en résulte une grande symétrie entre le calcul de cette sorte de 
termes pour l'un et Tautre corps. 

On peut aisément trouver directement les termes dé cette espèce^ qui entrent dans la 
valeur de O , lorsqu'on se borne au second ordre. 

En effet , on a alors 
i 1 . aaf sin* jl |^cos (/4- v — ox) — cos ( / —^ v)] 

en supposant, dans le premier terme 

r = aCi+ — — «cos(irt-hi— w) + eic.], /c=a^O + — —«'«>«(«'<+''— 0+ etc.], 
^deli 

r*=ra*C ï +1^— 2*«cos(n«+i— jr) +ctc.], /'^a'^C 1 4.îe'*— etc.], 

ee' 
«n£n cos(i/— y) = — oos(»— •') + 00s («'/-« ni -f-Z — O + etc. 

On voit que le premier terme du développement du radical en donnera un qui ne sera 
fonction que de a et a', et un autre qui sera une fonction symétrique de ^ e^ et ^e'*; riiais il 
ne pourra en faire naître qui soient affectés de la première puissance de e ou e' seulement, 
j>uisqu un terme e cos (nt -4- 1 ^- «) ne peut se réduire à «, qu'eu étant de nouveau mul- 
tiplié par cos (^nt -f- # — «) , qui se trouve toujours luinnème accompagné du facteur e« 
Le second terme du développement pourra en faire naître qui soient de la forme 
ee' cos («—«'), soit par la combinaison du terme semblable de la valeur de cos(i/'— -v) 
avec la partie constante de r et /, soit par le produit eèf cos (nt + 1 — 4v)cos («'/'+ 1'—«') 
cos (n't — Tit 4- •' — des parties variables de r , r' et de cos ( / — v ). Quant à la 
seconde partie de la valeur précédente , comme îl n'y a que les produits de cosinus 
d'angles semblables qui puissent faire naître des termes indépendans de ces cosinus^ 
on voit qu'il n'y aura que le second ternie du développement du radical dont la combi- 
naison avec le cos( v' — v) du numéri^teur, puisse produire un terme non périodique, 

savoir , — | 5 sin* l T, et qu'il sera le seul , lorsqu on se borne à la seconde di- 

tiiension des excentricités et de Finclinaison. 

Si donc on désigne par (CX) la partie de tï qui est indépendante des moyens monve- 
mens, ou qui ne renferme pas le temps d'une manière explicite, et par iq,a^ , (û>«Oi* 
(a , a' }aj a [a, a ] , de simples fonctions des moyennes distances a et a' , prises posi* 
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tivement^ on aura , au qualités près dn quatrième ordre , 

(O) = m' {(a,û') + i (a,a'), (e» + e'*) +(a/i'). ee' cos (-^ - •)— aCa,a']sîii* i l}, 

ce qui 8*accorde avec ce que nous ayons trouvé plus haut à priori. 

On voit immédiatement que la substitution de la valeur de O , dans lés expressions Inégalité 
des variations des élémens > doit conduire à des résultats très dilFérens » suivant que l'on Panect derao- 
considère Tune ott Vautre des deux classes de termes dont nous venons de fcire la fis- j'^ y^ ^ 
tinction. En effet, si après avoir pris les différentielles partielles de la valeur de a par 
rapport aux élémens , ef les avoir multipliées par df, on les intègre pour avoir les 
quantités finies qui en résultent ^ les termes où entrent les cosinus des multiples des 
angles nt et zi'^ conserveront toujours la même nature ; et comme les moyens mouvemens 
des corps célestes passent successivement et uniformément , dans chaque révolution de 
ces corps , par tous les degrés d'aa!roissement depuis zéro jusqu'à quatre an^es droits , 
chacun de ces termes > après s'être un peu écarté dans l'un ou l'autre sens^ de sa valeur 
moyenne, y reviendra constamment au bout d'un temps plus ou moins court , et toujours 
le même , et ne prendra aucun accroissement continu : delà le nom de périodiques donna 
aux inégalités qui en résultent dans le mouvement du corps troublé. L*angle qui se trouve 
sous le signe sinus ou cosinus s'appelle argument; le coefficient de ce sinus ou cosinus 
étant ce qtie devient l'inégalité quand le sin. ou cos. est égal à i , marque la plus grande 
valeur de celle-ci, on le maximum de l'inégalité ; et le retour à cette plus grande valeur 
exigeant que l'argument croisse d'une circonférence, l'intervalle de temps nécessaire pour 
cela- détermine \sl période deHnégalité. 

La partie de U qui ne contient pas, sous les signes sinus et cosinus , les moyens mou^ 
vemens des divers corps du système, étant substituée dans les expressions des variations 
des élémens , fera naître au contraire des termes indépendans de la position relative dé 
ces corps , et qui , étant multipliés par l'élément du temps , croîtront par là de siècle 
en siècle. Aussi a-t^on appelé séculaires les inégalités de cette espèce ^ et quoiqu'on ait 
prouvé depuis que leurs accroissemena n'étaient pas indéfinis , et qu'ils étaient assujétis 
aussi à une période, on a pu , à cause de l'extrême longueur de celle-ci, conserver le 
nom de séculaires à ces variations. 

Entrons maintenant dans l'examen détaillé des inégalités qu^éprouve chaque élément 
en particulier , et commençons par celles qui sont les plus importantes , qui résultent 
des premiers termes du développement de O , et qu'il faut avoir déterminées avant de 
pouvoir regarder comme constans les élémens qui entrent dans les coefficiens de toutes 
les autres inégalités. 



CHAPITRE IV. 

Inégalités séculaires des cinq premiers- élémens* 

JM ovs avons tn précédemment, que lorsqu'on a égard seulement àlk première puissance 
des masses perturbatrices , la partie séculaire de a ne dépend que des grands axes, des 
ttcentricitiis^ et des angles 0, m\ ;^ et I, mais nullement de l'angle i ^ quelque soit l'ordre 
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auquel on s'arrête par rapport aux excentricités et à l'inclinaison 3 de n'est même qu nne 
vérité d« définition,* puisque 1, entrant partout conjointement avec nt , les termes qui' 
«ont indépendans de celui-ci le sont nécessairement de celui-là. On a donc, en se bornant 

à la première dimension des masses \ • = o : ce^i réduit , quand on ne considère que 
les inégalités séculaires, les deux équations de la page a3i, où entre cette différentielle , 
à celles-ci : .««_ 

£/a = o, tfc = — -^^ y^dt. et donne de plus cf# = — r --7— at 

' a=*/ie de/ * ^ a'ne de 

Grand axe et La première équation prouve que le grand axe de l'orbite troublée reste constant, ou que 

menT ^^^^^' ses variations ne sont que périodiques, tant qu'on n'a égard qu'à la première puissance des 

masses ; c'est ce que nous avons déjà vu pages i65 et 1 84. On voit en outre que le moyen 

mouvement />îdi est constant aussi , entre les mêmes limites, puisque l'expression de «a 

variation donnée pag. 23a , se réduit également à zéro. 

Excentricité Les deux dernières équations forment uji système ou groupe indépendant, analogue 

përihciic * ^^^'^^ ^^^ ®^* relatif à l'inclinaison et aux nœuds , et qui sert à déterminer les variations 

séculaires de l'excentricité et de la longitude du périhélie. En eifet, si l'on y substitue pour 

(O) sa valeur trouvée plus haut, et qu on se borne à la première puissance de Texcen^ 

tricité , ce qui réduit \/i-^^ ài,ona 



m 



de = -^ (a,«/). «' sin (— m')dt, A» = ^ C («.«'). + {fl,o!\- cos (- — ') ] dt. 
Enfin , si l'on suppose que l'inclinaison y soit rapportée au plan de Torbite de m.', à un ins- 
TîœucU et in- tant quelconque, en sorte que y soit égal à I, on aura ^ = o, -V-^ = ^- am' |^a,a!']sin y, 
çt les deux dernières équations de la page citée donneront 

<fy = o, d-f = — ^[a,a'] A; 

ce qui prouve, 1®. que l'inclinaison mutuelle des orbites de m et de m' est constante rela- 
tivement aux inégalités séculaires; a*, que la ligne des nœuds des deux orbites a sur le plan 
de l'orbite de tïi' un mouvement rétrograde dont la vitesse est constante. 

Ainsi, quoique les inclinaisons des orbites de m et de m', sur un plan fixe, soient 
variables , leur inclinaison mutuelle est constante. Ce théorème est cependant moins gé- 
néral que celui de la constance des grands axes, puisqu'il n'a lieu que pour deux orbites» 
et en s(9 bornant aux carrés des excentricités ; mais il est important dans la théorie de 
Saturne et de Jupiter , où les forces perturbatrices principales viennent de Faction mu- 
tuelle de ces deux planètes. , 
Valean or^ Lorsqu'on n*a égard qu*à la première puissance des masses > on doit, dans les valeurs 
aonnecssiiivant py-écédentes dei/e, dm et dtb, où mf se trouve déjà en facteur commun, regarder e, c',#», •' 
4ii lenipi, et y comme constans , ce qui donne , en intégrant, des expressions de la forme 

e 3= ftf +^const., • :^= /^-f- const. , « =s g< + const. : 
les constantes de l'intégration désignant les élémens elliptiques, et les coefiiciens K^yg 
représentant leurs variations séculaires , regardées comme proportionnelles au temps. La 
ditférenciation de la valeur de (O) par rapport aux élémens de m' donnera , en y chan- 
geant m en m- des équations analogues , dont l'intégration servira i' déterminer de la 
piéme manière les yariations d^s élémens e\ m et «'• ' 
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Ces yaleurs sVtfiisamnient exactes pour un intervalle de temps peu considérable , ne le 
aéraient pas assez pour plusieurs siècles ; mais on peut , par le procédé des substitution» 
successives , obtenir un plus grand degré d'approximation. En effet ^ si Ton remet au 
lieu des élémens ces premières yaleurs dans les coefficiens des équations différentielles, 
et qu'on intègre de nouveau , le terme proportionnel au temps , multiplié par dty amènera 
le carré du temps dans Tintégrale , et Ton aura de nouvelles valeurs, telles que 

e = to + k't* +const. , . • = ft + /"t* + const., m^gt + g^ + const. ; 

où il faut remarquer que les coefficiens k\ ï ^^ seront de Tordre du carré des masses 
perturbatrices, puisque A, /, g* étaient déjà du premier ordre des masses, et qu ils se sont 
trouvés de nouveau multipliés par rn^ quand on les a introduits dans les expressions de 
de,dt/et dm. On pourrait obtenir de même les termes proportionnels -au cube du temps ^ 
mais ils seraient insensibles dans le cas des planètes. 

Les valeurs précédentes suffisent pour les besoins de TAstronomie. Cependant comme 
elles croissent constamment avec le temps, on pourrait craindre que les variations séculaires 
des élémens ne devinssent considérables au bout de plusieurs siècles , et qu'elles ne 
Baissent par changer la nature et la position des orbites des divers corps de notre sys- 
tème. Mais l'analyse a fourni deux moyens de s'assurer que cela ne pouvait pas avoir 
lieu d'après sa constitution actuelle : l'un repose sur l'intégration complète des équations 
qui déterminent ces variations , l'autre se fonde sur l'existence de plusieurs équations de 
condition entre les élémens, qui limitent leurs aecroissemens. La recherche de ces der- 
nières n'exigeant aucune tranisformation de coordonnées , nous commencerons par nous 
en occuper , en considérant à la fois , pour plus de généralité , un nombre quelconque de 
Corps m', tu", m", etc. , qui s'attirent mutuellement. 

Si nous appliquons aux parties de la valeur de (H), qui proviennent de l'action des corps Éaaations t1« 
m", m*, etc. sur m, les mêmes notations que celles dont nous avons fait usage pour f^"^^^**^" 
l'action de m', en les accentuant , nous aurons , en n'ayant égard qu*au second ordre des 
excentricités et de l'inclinabon, et en remettant i — cosi au lieu de asin* JI ; 

(a) = m'f(a,aO+Ka,A(e*+e'0+(a,Oa«e'cos(^-#')}-'^'C^,a'](i--Ç08l) 

+m"{(a,aO+Ka>ûO.(«* +0 +(,a,a")^ee"cos(f-i,'^ym''[a,a'^{i-^cosr)+etc. 
Nous aurons de même , pour la fonction correspondante relative au mouvement de m\ 

(ay=mf(a^a) + Ka^û)lCe*+0 + (a^a%ce'cos(•'-•)}--m[a^a](l-cosI) 
+m''{(a^a')+KûV).(e''+0+Cû^O»«V•cos(•'-0}-mTa^a''](l^ 

et ainsi de suite; en sorte que l'on ait (afa')=(af,à), (a,a')i=C<ï'>û)f >etc.[a,a']=[;a',a], etc. 

Or , nous avons vu que les variations séculaires de l'excentricité et de la longitude 
du périhélie ne dépendaient que de la première partie de chaque ligne, et celles de 
l'inclinaison et de la longitude du nœud , de la seconde partie. 

Si l'on suppose donc 
* :=:mm' [(a,a') 4- Ka>Oi(e*+e'0 + (û>Oaee'cos(dP--«')l+'»'»'C(«iO+etc.] + etc. 
+m'm"C(a',a*^)+ i (a^aO.(e'*+e''0+(a^aOy e^'cosC-p'-O] +m'm*[(a',û*)+etc.]+etc., 
^^-^ mm' [a,a'^ (i — cos I)— m/zi" la,a"'] (i— cos T)— m'm" la^a''^ (i — cos I,) —etc., 

3i 
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4>n poQira donner aux équations relatives au corps m , la forme suivante : 

^ ma*ne dm * ma*ne de 

ma^n ainy dy mahavûffdm 

Celles dti corps m' seront de même 

de' s=: — ' k f^ , , Tl dt, dm sac " , ,^ ^ 9 jtt ^^ » 
ma*ne dm' ' ma^ne de 

A ' ^ ^* A* ^ ' — I A' ^, 

maVsmy oy ma^n siny dm 

et ainsi de suite; en sorte que les fonctions perturbatrices seront les mêmes pour tous let 
corps du système , dans chacun des deux groupes que Ton considère à part. 
Or on a ^ par la nature même des fonctions O et i^, les équations identiques 

d^ d^ , d^ , d^ dir , di^ . ^ 

Yt comme ^ est une fonction homogène de deux dimensions entre e, e\ e'^ etc« , on a 
«ussi y par la propriété de ces fonctions , 

d^ ,d^. y d^ . 

Le second membre de cette équation est une quantité constante. En effet, nous avons 
TU que la différentielle complète de Cl, par rapport à tous les élémens de m, était 
nulle ; d*où Ton ne peut cependant pas conclure généralement que Cl soit constante , 
parce qu'elle renferme aussi les élémens de mf, m", etc.; mais lorsqu'on ne considère que 
aa partie séculaire, on voit, à cause de la symétrie avec laquelle y entrent les variables, 
relatives à m d*un côté , et à m\ m", etc. , de Fautre , que si sa différentielle est nulle 
par rapport aux élémens de m, elle doit Têtre aussi par rapport à ceux de m', m', etc. 
comme on peut le vérifier directement. Ainsi , ^ + ^ sera ime quantité constante ; 
,et à cause de Tindépendance mutuelle de ces deux parties , chacune le sera aussi 
aéparément. 

Si nous substituons maintenant aux premiers membres de ces équations leurs valeurs j 
elles deviendront 

ma*nede + mWeW + vrfcfh^^de* + etc. = o , 
ma^nAdydy + m'al^n'ÛTiydy + m^af^n" sinyVy" -fvetc. =0, 
ma^né'dm + rti d^n' e'^dm' + m" a'^n" e'^dm" + etc. = aF, 

¥ étant la valeur de « dans un instant quelconque. 

La dernière ne peut s'intégrer , parce que chaque terme du premier membre contient 
deux variables e et « , e' et m\ etc. ; mais c*est une équation de condition qui établit 
une certaine limitation entre les mouvemens des périhélies. 

Les deux premières donnent , en les intégrant , les relations 

fna*/ic* + jn We'* + m'a"*» V*+ etc. =:const., ma^n cosy +to W cos y'-f- etc. ssconst. 
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SI Ton y remet pour n ^ vl, etc. , leurs valeurs , en négligeant le carré des masses per- 
turbatrices , et qu'après avoir substitué dans la seconde i — ^ y* au lieu de cos y » et 

ainsi de suite, on fassepasser dans le second memïve la partie constante. • • •; 

m v/a + m' ^d + etc. , elles se réduisent à 

me* V/â4- mV* V^ -V ï»V» V^c? + etc. = const. , 

Tny» V/â4- mV» V/?+ mV* V^' + e^. = const. 
Nous avons déjà vu, page âo3 , en arrivant aux mêmes équations par mi autre pro- 
cédé y quelles étaient les conséquences qu'on pouvait en tirer , relativement aux limites 
des accroissemens des élémens , et à la stabilité de notre système ^ en supposant que tous 
les corps tournent dans le même sens , et que n ^ n', etc. j soient par conséquent tous po- 
sitifs. Nous ajouterons qu'il y a cependant un cas dans lequel elles ne suifiraient pas 
pour prouver que les variations des excentricités et des inclinaisons seront toujours 
très petites ; c'est celui de deux corps dont l'un aurait une masse très considérable par 
rapport à celle de l'autre. En effet si , comme dans la théorie de Mars troublé par Ju- 
piter, xvl n'est qu'environ 3^ de m> l'équation 'me* i/a+ m'e** ^^ '=,zon&X, 
pourrait subsister tors même que é croîtrait beaucoup et que e diminuerait fort peu , à 
cause du diviseur &000 qu'aurait l'accroissement de e'*; ainsi l'excentricité d'une très 
petite planète pourrait être fort augmentée par l'action d'une très grosse ; et il en serait de 
même pour l'inclinaison. Il est donc important de constater directement la forme des 
intégrales rigoureuses qui donnent les variations de ces élémens, afin de déterminer leurs 
valeurs extrêmes , et la période de leurs accroissemens. 

On parvient, ainsi que nous l'avons vu page 176, à rendre intégrables les équations Rédaction drs 
relatives i l'excentricité et au mouvement du périhélie , en supposant ' x^xlvl^l à la 

e9injr = A, ecos«=/, è^sin •' = *', e'cos-/ zr:^, etc. , fonnc linëaiiû. 

et en transformant, dans ces équations, les élémens e, «, e^ etc. , en fonction des nou- 
velles variables A , /, A', etc. Système w- 
En effet , les valeurs précédentes donnent . . laiifaax «ccn- 

* ^ « triciics et aux 

âk = sin# cb-l- e co6« £?«, c// ;= cos • de — e sin •»<£* , ^ = A* -{-/■, tang4»= j, P^"^**'"' 
J<^ d<» âh , d^ dl d^ d^ d^ . d^ , d^ 

d'où Ton tire , pour le corps m> à l'aide des équations ci-dessus , 

ma*7i dl ma^n an 

ou en mettant pour ^ sa valeur actuelle , . 

* = m/n' C («.a') + i {^a^a'y, (A* + ? + h'- + n + («,«'). (AA' + //)] 
+ mm" [ {a,a') + i Ça^), (A* + l' + h"- + f") + (0,0";. (A/i" + lFy] + etc., 
et en exécutant les différenciations : 

§= ^ C(a,o). /+ (a.o'). ^3 +5^i:(«.0. l + C^X)./*] + etc., 
5 = - 5^C («.«'). 'i + C«>«'). A']-5"- C(a,aO. A-H («,0. fi"] - etc. 
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On peut obtenir des équations analogues pour chacun des corps m', m", etc., telles qne 

g^ = ^n(a,o'). /+ (a.c').r] + ^C(a',0. ^ + (a'.a^f ] +etc., 

«t ainsi de suite. Leur ensemble forme Un système d'équations simultanées ^ qui sont 
linéaires du premier ordre à coefticiens constans , et où les variables h et l, h' et t^ etc., 
ne se trouvent jamais à la fois dans les seconds membres. 
Système te- Les équations qui donnent les variations séculaires de Tinclinaison et de la longitude 

et aux indinair ^^ nœud , peuvent être réduites à une forme semblable ^ ainsi que nous l'avons va 

•ona- page 169 , en y faisant 

p == siny sin« y 17 = siny C08 et / p^ :sz my sinii', ^^ := siny^ cos i/, etc; 
En effet , on a alors 

dp = cosy sin« dy -|- siny cos et dct, dq = COS y cos« c2y •— siny sîna dA, 

g^ = cosy(^sm*^+cos*^), ^ =smy (^cos«-^-sm« ^j. 

ces valeurs ^^ 77" ^^ x~> introduites dans celles de J«etcfyâe la p. ^4^, donnent ensub* 
atituant : 

d — f2i? ^dt Art co^y rf^ f . 

'^ a^mn * dq * ™ "~ a^mn " dp 

Or,rona tang«= 2, siny=: Vp^^q^^ cosy= j/i_p«_g*; 

et de là ^ en prenant pour cosi sa valeur trouvée page a33 

cosi = v/(x_p»_ç-)(i_p'«_^'*) 4.pp' 4.9^, 
. Si Ton substitue ces valeurs dans celle de i^ ^ en n'ayant égard qu'aux deux premièrear 
dimensions de p et de (/, ainsi qu'on doit le faire quand on se borne au second ordre 
par ra^^ort aux inclinaisons , on aura 

• -min''na,a'']{i(;^+9«4.p"»+ç'«)-pp'— 9<7«}-.et€., 
et de là en écrivant , par la même raison , i au lien de cos y, 

^= ^i:a,<l(p-p') + ^C«X](p-p') + ^ [«.«ncp-jo + etc 

Les équations relatives à m' seront de même : 

%= ^C«,«'30''-p)+j^Cû',a'](p'-p') + etc.; 

et ainsi de suite pour tous les corps du système. 

On peut conclure de ces équations^ à cause de leur symétrie , les relations 
ma^'n dp + m'a'^n' dp' + m''a'^n''dp'' + etc. = o , mal'n dq -f Trid^'tidq' + etc. ;= o ; 
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elles donnent^ en intégrant > deux nouyelles équations de condition^ sâyoïr : 

ma*np -f- m'd^rijl + etc. =a= const. , mc^nq + m'a'^n'(f + etc. == const. , 

qui limitent les accroissemens des yariables p^q^p' 9 <f, etc. 

Nous voici donc arrivés à deux systèmes d'équations linéaires du premier ordre , tout- 
à-fait analogues ^ quoique indépendans l'un de V^utre^ et dont l'intégration peut servir à 
déterminer ^ pour un temps quelconque ^ les variations séculaires des élémens qui fixent 
les dimensions et la position de l'orbite troublée. Les équations de cette espèce s'intègrent 
généralement par les exponentielles , et par les sinus et cosinus : mais , comme dans le 
cas actuel les variables h y l, h\ etc.> ne se trouvent pas mêlées ensemble^ il ne peut se 
trouver à la fois dans les intégrales que l'une ou l'autre de ces espèces de fonctions^ et 
f on peut démontrer à priori , au moyen des relations précédentes , que , dans le cas 
éa système du monde, aucune quantité de la première espèce ne peut y entrer. 

En effets supposons par exemple que les valeurs de A, /> K^ etc., provenant de rin-* II ne peut in- 
tégration, continssent des termes tels que Hc/*, Lt/*, H'c/', etc., H, L, etc, étant {|2L^'«P^n«J; 

des quantités réelles ^ et c étant la base des logarithmes népériens , on aura valeurs des th- 

"" rJaLles. 

e* = /A« + /• = (H* + U) c*/', 

•t de même pour e'% etc., en sorte que l'équation de condition trouvée plus baut, rela- 
tivement à cet élément , renfermera le ténue 

[jna»» (H* + L*) + mW (H'» + L'*) + etc.] c*/'. 

Or, si Ton suppose que l'exponentielle c-^' soit la plus grande de toutes Celles que 
renferment les valeurs de A , /, etc. , il est clair que le terme précédent ne pourra être 
détruit par aucun autre, dans le premier membre de cette équation; d'où il suit que ce 
membre ne pourra se réduire à une constante , à moins qu'on n'ait \ 

mtân (H» -h L*) + thW (H'» + L'») + etc. «= o. 

Mais lorsque les quantités ma*n, mW, etc. , sont toutes de même signe, ou lorsque les 
corps du système tournent tous dans le même sens , et qu'ils n'éprouvent pas de répul- 
sions (puisqu'une répulsion reviendrait à donner un signe contraire à la masse du corps 
qui la produirait) , tous les termes du premier membre ont le même signe, et par consé* 
quent cette équation est impossible» à moiûs que l'on n'ait à la fois H ^ o, L =0^ etc.; 
et comme le même raisonnement peut être successivement appliqué à toutes les expo- 
nentielles , en allant dé la plus grande à la plus petite , on peut en conclure généralement 
que les quantités A , /, h\ etc. , n'en renferment point ; la relation relative aux inclinai- 
naisons peut servir à démontrer que les valeurs de p, </, etc., jouissent de la même pro- 
priété ; ainsi les expressions rigoureuses des variations séculaires des élémens ne doivent 
contenir que des termes périodiques. 

Considérons en particulier le premier système d*éqaations. Il est évident qu'on y satis- Im^tîon dit 

fait par les valeurs suivantes : 21"*™* T'*^-^ 

r aux ezcenuicf 

A = Nsin(^ + 0, /=Ncos(gl + C), A^=NMn(^«+ff), /=N'cos(gl + C),etc. ^^^g^*" ^* 

En effet, leur substitution dans cbaque équation y introduisant cos ( j^^+ C) ou sin (gf^ -f* Q 
«n facteur commun dans tous les termes , permet de faire disparaître ces sinus ou cosinus ^ 
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et donne les rèlatioat 

Ng = ^- C(a,a'). N + (caf), N'3 + ^ C(a,o'). N.+ (a,c'). N'] + etc. ; 
N'g=^ K«.a'). N+ (a,a' ). K'3 +^,[(a'.a*).N'+(c',a«).N'3 4- etc.. 

on un 

€t ainsi desuite.Ces équations de condîtioii étant en nombre égal à celui des corps qui s*at-« 
tirent mutuellement, ou à celui des constantes N>N^etc.> que nous supposons en nombre £, 
peuvent servir à déterminer toutes celles-ci en fonction de Tune d'entre elles ; d'an autre 
côté » si l'on élimine successivement toutes ces constantes , on aura une équation finale ea 
g y du degré i , qui servira à déterminer , en fonction des masses perturbatrices et des dis- 
tances mojennes, un nombre i de valeurs différentes de g, dont chacune satisfait aux 
équations proposées. On peut donc substitua chacune de ces v^eurs dans les équations 
de condition précédentes ; et pour que les relations qu'elles exprimait puissent subsister 
dans tous ces divers cas, il faut que les quantités TS , N'j etc. changeât aussi de valeurs 
dans chaque substitutions. 

Soient donc gtgxt g%t etc., les i racines de l'équation cngp ; N, N' , R*, etc. , le sys- 
tème des indéterminées relatif à la racine g\ N,, N/, N,*, etc., le système relatif à la 
racine g^ , et ainsi de suite : on aura , par la théorie connue des équations différentiellet 
linéaires , 

A = Nsîn(g^^ + C)+N,8În(g,t + C.)+N.sin(g.« + «;)+etc,, ' 

/ = N coa ( gf H- C ) 4- N. cos (g. t + C ,) 4- N, cos (g.t + C.) + etc. , 

h'z^îi'9iRigi + C)+K,$m{g,t+e,)+W^sm{g^t + e^) + etç., 

etc., 

C, C, , C« , etc., étant des constantes arbitraires. Ces valeurs renferment deux fois autant 

d'arbitraires qu'il y a de racines g,gj , g^, etc., puisque, outre les î arbitraires C, C, , etc., 

chaque système d'indéterminées N , N^, etc., contient une arbitraire ; elles sont par 

conséquent les intégrales complètes de notre premier système â*équations. 

Il ne s^aglt plus maintenant que de déterminer ces constantes arbitraires. Lte& di-» 
servations ne les donnent point immédiatement; mais elles font connaître, à una 
époque donnée , les excentricités des orbites et les longitudes de leurs périhélies , et par« 
conséquent les valeurs de h, k\ /, etc. , d'où l'on tire celles des constantes dont il s'agit, 
ainsi que nous l'avons vu page 170. Celles-ci étant obtenues, si l'on suppose connues 
aussi les masses et les distances moyennes , tout se trouvera déterminé dans les caressions 

de A, /, A', etc., et les relations e= V^A* + ^ , tang^^^' ^^^-i serviront à leur 

tour à conclure de là les valeurs des excentricités et des longitudes du périhélie pour nu 
... . temps indéSui. On aura ainsi, 

SnT **e*=N«+N.*+etc.+aNN.co»C(Êr.-fi:)«+f.-ff]+2NN.co.sC(g',-g)t-|lfi;-C] + etc. 

N »in (gf + g) + N, sin (g,t 4-g,) + N. sîn (g,t + g,) + et c. 
*°^ • *^ WS^t^TW+K^(.Srt + ff.l+ «.coa ( g.i + Cy+ltc. • 

d'où l'on tire tang(.-fft-C)= N.^i"C(p.--^)t + g^-g^ + ete- 
^ ^ * ' N + N, cosCCéT. -^g')<+gi — gj + etc. 

La dernière expression fait Toir que lorsque la somme I^i + N» 4* ^^c- < ^^^ coeiS- 
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eienSy pm tous positivement, est moindre que N, tang(#— g^-^C) ae peut jamais 
deyenir bfinie ', Taugle j» — • g^— - Cne peut donc atteindre le quart de la circonférence , 
en sorte que le vrai mouTement du périhélie est , dans ce cas ,. égal à gL La première 
montre que e* est constamment plas petit que (N + ^i -4-Nft + etc.)% en prenant 
positivement les quantités N » N, I etc.; mais ces limites n'ayant lieu que lorsque les 
racines g» g, y etc. , sont toutes réelles et inégales^ il reste à prouver qu'elles ne peuvent 
être ni égales ni ima^naires. 

Si l'équation eu g contenait des ratines égales, )es expressions à»hyl, h\ etc., renn 
fermeraient , comme Ton sait , des arcs de cercle. Si Ton désigne alors par t' la plui bauta 
puissance de t qui y entre, on peut appliquer aux termes qui en résultent, dans eS e'\ etc., 
et de là dans l'équatioii de condition qui s^j rapporte , précisément les mêmes raisonr* 
nemens dont nous avons fait usage plus haut, pour le cas des exponentielles, et Toa 
prouve ainsi ^ comme nous l'avons vu page âo4, que quoique les valeurs approchées de 
hyly h\ etc. , puissent être développées smvant les puissances du temps , il n'entre réelle- 
ment aucune de ces puissances dans leurs valeurs rigoureuses. 

Quant au cas des imaginaires : désignons par n + n' v/-^ i, une racine de cette espèce 
qui entrerait dans l'équation eng*^ n et n' étant des quantités réelles : on sait que cette équa* 
lion devra avoir aussi n— - n' l/*-* i pour racine. On aura donc , en les considérant seules, 
et en désignant par A , A', # et «', les coeflSciens et les angles correspondans , 

A == A sin[(» + n'\/^^) f 4. i,] + A' sinK/i— 71'/^^^+ 0> 
/ = AcosC(n +nV^^)^4-«3+A'cos|:(n— i»V— Ô^ +«')? 
tfoù l'on tire «» = A* + ^ œ A* + aAA' ces (a/i'*»/^^ + «— «') + A'*, 
ou en mettant, pour le second terme, sa valeur en exponentielles imaginaires, 

e»s= A»+ A'* + AA'[c(*-«Oï^^.c-<»«'' + c-(*-»')V^.c>*'0 * 

et comme les termes aiFectés de c^'* ne peuvent jamais être détruits par ceux qui le sont 
deC^"'', on voit que l'existence des racines imaginaires entraînerait l'introduction de 
termes contenant des exponentielles réelles. Ainsi, puisque nous avons déjà prouvé que ces 
derniers pe pouvaient entrer dans l'expression de e% relative à aucun des corps de notre 
système , il en résulte que l'un des coeSiciens A et A' de\Ta être nul ^ ce qui entraine 
l'anéantissement de l'autre ; donc , l'équation qui détermine les valeurs de g ne contiendra 
que des racines réelles , et l'on voit qu'il n'y a pas besoin de connaître les masses pour 
parvenir à ce résultat, puisqu'il a lieu, quelles que soient ces masses^ pourvu que les corps 
se meuvent tous dans le même sens. 

Le système d'équations diiFérentielles qui se rapporte aux variables p, q,p' t etc., est 
un peu plus simple que le précédent sous le rapport des coefRciens ; mais son intégration 
se faisant par les mêmes procédés , et conduisant aux mêmes résultats , relativement à 
la longitude du nœud et à l'inclinaison que donne celle du premier pour l'excentricité 
et le périhélie^ nous nous bornons à renvoyer aux pages 169 et suivantes, pour le détail 
des opérations qu'elle exige , et des conséquences qu'on en peut tirer. 

Nous avons vu cpie les inégalités périodiques, produites par l'action du corps m', étalait . Nature de» 
de la forme m'k cos {^nt '^intf+ A), les multiples ^ et i étant tottt*à*fait indépendans ILL**** ^^ 
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de la masse perturbatrice, et celle^i n'ayant par conséquent aucune înfluence sur la 
durée de la période, mais alFectant seulement le coefficient du cosinus qui sert' à dé- 
terminer la plus grande valeur de l'inégalité. Chacun des termes N cos (g^ + C) » 

N sin {gt + C) , etc. , que nous venons de voir introduit dans les expressions rigoureuses 
des élémens du mouvement elliptique , par l'efTet de la partie séculaire de Q, constitue 
aussi une inégalité qu'on peut encore appeler périodique sous un certain point de vue , 
puisque, par la nature même des sinus et cosinus, elle jdoit revenir à la même valeur quand 
•son argument à crû d'une circonférence; mais dont la période et le 7mia:fmum dépendent de 
quantités toutes différentes. En effet , l'élimination des coefficiens N , N', etc. , dans les 
relations que la substitution des valeurs particulières des variables établit entre eux et 
le multiple g*, donne , comme nous l'avons vu, une équation finale pour déterminer ce 
dernier en fonction des coefficiens (a, a'), (a, a") y etc., respectivement multipliés par 

m' m" 

-j-, -p , etc. ; en sorte que les racines g" , gi > g«> etc. , de cette équation sont nécessaire-^ 

ment proportionnelles aux masses perturbatrices. Au contraire, les arbitraires N, N', 
C, Ci , etc. , étant déterminées par les valeurs qu'ont les élémens à Tprigine du mouve* 
meot , ne renfermeront plus explicitement les masses rn, m", etc. On voit donc que les 
luasses, qui étaient d'abord en dehors des signes sin. et cos. , passent pour ainsi dire de 
dehors en dedans , par l'intégration , et que le maximum de chacune de ces inégalités 
est indépendant de la grandeur des masses , tandis que leur période en est dépendante, 
en sorte que l'argument gt-|-ff passe d'autant plus promptement de o à quatre angles droits, 
que la masse perturbatrice correspondante est plus considérable. L'extrême petitesse de c^s 
masses par rapport a celle du corps central, dans le cas du système du monde, fait que cette 
période se compose d'un grand nombre de siècles. Ainsi , tandis que l'effet des inégalités 
périodiques peut être assimilé à de très petites oscillations du corps troublé , autour d'un 
point en mouvement sur lellipse qu'il décrirait par l'action seule du corps central, les 
élémens mêmes de cette elUpse subissent en même temps , par l'effef des inégalités sécu« 
laires , des variations très lentes , qu'on peut considérer, pendant plusieurs siècles, comme 
proportionnelles au temps, mais qui sont limitées aussi, et qui ne changent pas la nature 
des orbites. 

Les intégrales précédentes seraient rigoureuses si la valeur complète de (û) était celle 
de la page aZ^ -, mais elles ne sont réellement qu'approchées , puisque cette valeur n'est 
exacte qu'aux quantités près' du quatrième ordre , par rapport aux excentricités et à 
Tinclinaison. Cette approximation ne serait probablement pas suffisante dans la théorie 
des nouvelles planètes, sur-tout dans celle de Pallas, où le rapport de l'excentricité au 
demi-grand axe est de près de | , et l'inclinaison à l'écliptique d'environ 34**. Si Ton vou- 
lait alors avoir égard aux quantités du quatrième ordre, les variables seraient mêlées, 
les équations ne seraient plus linéaires , et leur intégration rigoureuse ne pourrait pas être 
effectuée. Au reste , cette intégration est en général plus utile pour déterminer la forme 
çt les limites des variations séculaires , que pour fixer leurs valeurs , puisqu'elle exige 
que Ton connaisse exactement celles des masses, ce que Ton ne peut obtenir direc- 
tement que pour les planètes accompagnées de satellites ; aussi s'en tient-on , dans la 
pratique , au procédé approximatif que nous avons d'abord exposé , et au premier terme 
de l'expression différentielle de chaque élément, qui donne sa variation séculaire axmuelle; 
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CHAPITRE CINQUIÈME, a49 

on caknlè aâéparémeot Taction de chaque coFps, sur les élémena du corps troublé, et 
on somme les résultats pour former TefFet total , en y ajoutant les produits respectifs d^ 
ckaque eflFet partiel, par un coefficient indéterminé > afin de pouvoir corriger immédia- 
tement les résultats, quand on trouvera des cbangomens à faire aux valeurs admises pour 
chaque masse. 



CHAPITRE V. 

Invariabilité du moyen mouvement ^ en ajrant égard au carré des masses^^ 
Équation, séculaire dé la longitude moyenne. 

J1.TANT de nous occuperdes variations séculaires du sixième élément du mouvement ellîp« 
tique , ou de la longitude de Tépoque, nous allons démontrer que quel que soit le nombre 
des corps qui s'attirent mutuellement, et quelques grandes que puissent être les excentricité» 
et les inclinaisons de leurs orbites , les quantités qui sont de Tordre du carré des masses 
p«rtmrba<(rices ne Qguvent introduire aucune inégalité séculaire dans le mojen mouve- 
ment de chacun de ces «corps. Ce théorème, que nous n'avons encore établi que pour 
le premier ordre des masses , est d^une grande importance pour la stabilité de notre sys** 
tème planétaire ; car si les termes dépendans du carré des masses pouvaient produire 
des inégalités séculaires dans le moyen mouvement : comme la variation de cet élément 
est donnée par une double intégration, puisque son expression » trouvée page aSii, est 



*i=-'fnt'^- 



ces inégalités , dont nous avons vu que les expressions générales étaient composées d'une 
suite de sinus ou cosinus de multiples du temps qui dépendent des masses , acquerraient 
un diviseur qui serait aussi du second ordre, par rapport aux masses; par conséquent 
leurs GoeKciens se trouveraient, après l'intégration, indépendans des masses, et il en 
résulterait, dans k théorie des planètes, de véritables inégalités séeulaires auxquelles il 
serait indispensable Savoir égard , à cause de leur influence sur la longueur de l'année 
sidérale , que les astronomes regardent comme invariable. 
La, démonstration dont nous allons faire usage, d'après M. Poisson^ se compose de quatre DémonscratTon 

*^ de i'invariabili- 

parties distinctes. Nous établirons, i*. que la combinaison de la partie des valeurs de -r- ^^ ^** grand* 

^ ' ^ * ufi axes et des 

. moyens mou» 

et de la variation de -^ , qui dépend du premier ordre des masses et des élémens du ▼«m«n*- 

corps troublé , ne peut produire aucun terme séculaire ; a^ que la variation de --^ , qui 

résulte de celle du moyen mouvement de ce corps , n'en amène pas davantage ; 3®, que 
les variations des autres élémens du corps troublé Ji*en introduisent pas non plus dans 

7-; 4*. enfin , que cela étant posé , il en résulte , comme conséquence immédiate^ qu'il 

ne viendra pas non plus de termes séculaires dans ^y par la vAriation des élémens de» 

3a 
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corps m 



etc. , qui troublent le mouvement. Reprenons succeasivement cliacme dd 
ces propositions. 
irtPropoeition. Nous avons trouvé, page flSi , da ^ ^. ^ c/^i < où Ton tîre, pour la variation finie 

de la distance moyenne , provenant des forces perturbatrices : 

^a = a/ — . -7-^' 
J an d% . 

Si l'on désigne par a la,partîe constante du demi-grand axe, U faudra, pour avoif 
égard au carré des masses , remplacer a par a + i^a dans Vexpression de K, et y substi- 
tuer pour in la valeur précédente , en négligeant son carré , et en y regardant an comme 
constant, ce qui donne . . ,^ ^ t 

Cette expression prouve d'abord qu'il n'y a que la combinaison des termes périodiques 
de la valeur de Cï , d'où il put résulter des termes séculaires dans l^, puisque les termes 
de la première espèce sont les seuls qu'on puisse différencier par rapport à u 

Nous avons vu qu'on pouvait développer la partie de la valeur de û, qui dépend d© 
la première puissance des masses, en une série de cosinus d'arcs multiples de nt et nt. Dési- 
gnons par A.cosC/Vf— i/i«+'V — II+-), A. cos(tVt — m^+iV — £i + *'), etc., 
une suite de termes où les multiples des moyens mouvemens soient les mêmes : il est 
facile de voir, d'après ce que nous avons déjà dit sur ce sujet, pag. i38, qu'on peut le» 
réduire tous à un seul. 

En effet , soit pour abréger i'tit — int + ï% — ii = T : si l'on suppose qu'on ^it 
Al cos fit + Aa cos <t' = B cos ff , A, sin if + A» sin <t' = B sin ff , on transformera les deux . 
termes A, cos(T +«) + A» €Os(T + ii' ) en un seul B cos ( T + C), et Ton pourra 
toujours déterminer B et ff de manière à satisfaire aux relations précédentes. S'il y avait 
un troisième terme , on pourrait de même , par un changement de constantes , le com- 
biner avec B cos ( T + ^) de manière à ce que les deux termes n'en formassent pipa 
qu'un seul qui équivaudrait ainsi aux trois premiers , et ainsi âe>aiiite. 

On peut donc supposer tous les termes du développement de û, qui provenant de 
l'action de rvl ^ dépendent d'un même argument , et ne diffèrent que par les multiples 
de my m' ou A, réduits à un seul, tel que m'A cos ( Hiit-^int-^-ïfk — à + ff ) i et l'on a alors 
par rapport à ce terme, 

$ = m'Aisin(iVt— m^ + etc), T^dTrs — -74^^ cos (iV^ — m^ + etc.), 
ai J cLî m "— m 

-^ f -j- * = — -TT-T ^-T sin ann't — mt + Vt' — w + C) , 

dij dt a{in' — 1/2) 

ce qui donne pour ^ une inégalité périodique dépendante de l'afgument Q(/nfi — int)* 
. On voit par là que tous les termes de cette espèce , qui sont les seuls qui puissent 

entrer dans la partie de -j- dépendante du premier ordre des masses , n'en produisant 

jamais de séculaires dans la valeur de {, parce que les prodaits des sinus et des cosinus 
d'angles semblables ne donnent jamais que des termes périodiques ; et comme ces pro- 
duits sont aussi évidemment irréductibles quand les angles sont différens , il en résulte 

que la variation du facteur -^ ne peut introduire aucune inégalité séculaire du second 
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CHAPITRE CINQUIÈME. a5i 

ordre par rapport aux masses perturbatrices^ dans l'expression de ^, et que Ton peut » dans 
la recherche de ces inégalités , mettre ce facteur en dehors du double signe d'intégration. 

n s*agit maintenant de prouver que la variation du moyen mouvement { ne peut a« Propoiidon, 

donner lieu à aucun terme non périodique dans la valeur de -j-. En effets si Ton con-* 

sidère cette quantité comme fonction de ^, et que Z devienne ^ + ^{> -7- deviendra 

du d^Q m 

'Si "^ "SU? ^^ "^ ®*^' * ®* ^® second terme représentera la partie de cette variation qui 

dépend du carré des masses. 

Or, l'expression rigoureuse d'un terme quelconque de la valeur de O, est , 

k cos (î'rf — ^4- *'«' — ii+etc), h étant un coefficient dépendant des masses perturbatrices , 
{^ et { ne différant de nft et de nt que de quantités qui sont aussi de Tordre des masses. 

Ontiredelà^=iA8in(i'{' — i^ + etc), ^ = - i*ft cos(i'{' — i^ + etc); 

et l'on voit que quand on néglige le cube des masses^ on peut^ dans le prodvit de cea 
quantités , supposer ^ = n'< , { = nt. On a alors 

-,.-« *? = — , , — ,-- sin a (ïn'ù — int + îY — /• + etc.) ; 

et comme le terme de O , que nous ayons considéré ^ peut , ainsi que nous venons de le 
voir , représenter la somme de tous ceux qui ont le même argument ^ il en résulte que la 

variation de ^n'introduit, dans la partie de -^ dépendante du carré des masses j que det 

termes périodiques. 

Pour détermina l'effet des variations des autres élémens du corps troublé, il faut se rap- 3« Propàsîiion. 
.peler ce que nous avons remarqué pag. a3i , sur la symétrie qui existe dans les expre^tsion^ 
de leurs différentielles : il résulte en effet des formules générales qui donnent les varia- 
tions des constantes arbitraires dans tous les problèmes de Dynamique, que si la valeur 

"^de da, par exemple, contient le terme (a,e) -^ dt, celle de de renfermera la quantité 

"* (^;0 'T- ^^* Si Ton suppose donc que les six élémens elliptiques a, e, etc. , se changent 

par l'effet des forces perturbatrices en a + ^a, e+ t'e, et ainsi de suite, et que l'on 
développe H, d'après la série de Taylor, pour avoir son accroissement correspondant /Q, 
on aura , en se bornant au second ordre des masses , ce qui permet de traiter comroe^ 
confetans les coefficiens (a,e), etc., qui n'entreront dans le calcul que comme facteurs de 
quantités déjà de cette ordre : 

et cette valeur se composera d'autant de parties semblables qu'il y aura de coelEcie^ 
tels que (a, e). 

. Pour avoir les termes qui en résultent dans -^ — , il faut différencier cette quantité 
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par rapport aux 4 qui se trouvaient primitivement dans X2, et non par rapport à ceox ^1 
y ont été introduits par les valeurs ^a^ le, ete., parce que la différenciation de â par 
rapport à t , dok être wppodée anfOérieure à la tariation des élémeosdaHS cette {baption. 
On a alors 

Supposons que la valeur de -7- contienne le terme B cos ( inH — ifU + C) on 

B cos (T + ff), et que celle de ^ en renferme œi semblable tel que B'co»Cr+P)> 
cela produira daxis h2 le terme 

. ^,^:^' []co8 (T + f ) sîn CT + f) - cos ( T + C) «m (T +^3 
On tire de là ^ en ne faisant varier que les 1 qui entrent aoos le signe cbsiass, 

^*-^^Zrfrt««(T + 0»in(T+C)-»in(T+C)»i»><T + C)3=0' 

Ainsi les termes se détruisent identiquement > sans produire même de partie pé- 
riodique , et la juême chose a lieu quel que soit Télément que Ton considère. Il est vrai 

qu'un même terme de Cl peut faire naitre un cosinus dans -p et un sinus dans -r-l 

mais comme ce dernier est toujours égal au cosinus dn oom^ément , on peut ne consi- 
dérer que des •cosinus , ^a indiquant seulement <pie les parties confttaates C et C ne 
sont pas les mêmes dans les deuxcas. Les variations des éléjnensdatwips troublé ae peufeof 
donc introduire^ dans la valeur du moyen mouvement^ aucun terme séculaire, ni pro- 
duire même dlnégalités périodiques dépendantes du double de l'argument qu'on considère^ 
4« Proposûion. H ne nous rest» plus qu'à examiner s'il en est de même des variations des <é)émen» 
des corps rn, m", etc. ; et l'on yoît que l'on se peot pas 6e servir d'«B gembtafale pnH 
cédé pour le constater. En effet , les yaleurs des yariations iu\ iÉ\ elc. , étant et la 

forme / --^ dt^ — / -7-7- dt, etc., Cl' étant ce que devient Cl pour le corps n/ : si Pon con-* 

sidère cette dernière fonction comme variant avec a' et e\ et croissant par là de la quantité 

-r-, '^ + 57 ^'+etc., cela produira dans /Ola fonction^, / --j-- ^'" -jyl ;rràt'^ 

mais comme la valeur de ù! est différente de celle de" A, la démonstration précédente ne 
peutplus s'appliquer. Il faut donc recourir à quelque relation générale entre îe^fonctions Cï 
et Cl\ d'où l'on puisse conclure que lorsque la première ne produit pas, par sa variation^ 
d'inégalités séculaires dans le moyen mouvement, il en sera de même de la seconde. 

L'équation générale du principe des forces vives , que nous avons rapportée page aig ^ 
dans le cas de trois corps seulement, remplit le but proposé. En effet , on peut l'écrirer 
de la manière snivànte : 

. C=m (M + mT) -"—^^^ h m'(M+ m) '^Sf^ 

, dxdj/ + dydy + dzdz' ,^g , . ,^r^,/rn , m'\ , mni 'y 

^%mm! 41^-^ fl(M + m + mOLM^-+^^+-pJ. 
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D'alUfliM noiu aroiu trouvé , pages aig et aa8, les équatioiui 

Si l'on désigne donc, pour abréger > par -tïiï la iralenr précédente de ift , ou la diffé> 
tentielle de Cl, prise seulement par rapport an temps introduit par les coordonnée! 
^^y? » > on trouvera 

tt Ton «nra de méaM 

efi indiquant par d" la différenciation par rapport a» temps qui est introduit dans ùf paf 
le8seale»c500tdon33éesjc',jr', «'• 
LoL substftitdon de ces vaienrs réduira la formule précédente à ceHe'<â : 
C = m ( M + m') /d'o + m' ( M + m ) /cPû' 

-^ f dxdx'+dydy+ dzdz' ,/m , m' Mj+_m + m^\ 

-^rn ^ -, + nim\j + y-^ ^ y 

Cette équation doit avoir lieu séparément pour les termes séculaires et pour les pérîo- 
.diques, ainsi que pour chaque ordre de termes différent, puisqu'il ne peut y avoir de ré- 
duction entre ces divers ordres ou espèces de termes. Considérons les teilnes séculaires 
qui sont du troisième ordre par rapport aux masses perturbatrices : il ne peut en provenir 
de tels de ceux de Téquation précédente qui ont r ou / en diviseur ; en effet il suffit^ 
dans l'ordre qtie Von considère^ de prendre pour ces rayons leurs valeurs elj ^tiques ; 

or k premier «eraie de celle de *, oii -^^ est k eenl terme non périodiqiie qia puisse y 

entrer, âînsî qu'on peut le vériBef en élevant àla puissance— i la valeur de robtenue p. nâi^ 
et il ne peut pas donner d'inégalités séculaires du premier ordre par rapport aux masses. 
Ainsi, les termes de cette espèce, provenant de la partie de l'équation qui contient r en di-« 
tbeur , sont au moins du -cinquième ordre par rapport au^ masses , et il en est de même 
de ceux qui viennent de /. La quantité dxdsf + ^^ + dzdx! ne peut amener aucun 
terme non périodique , qui ne soit de l'ordre des masses, parce que la différenciation ef 
Ja combinaison y font disparaître \e& termes constans des valeurs elliptiques ; on peut 
donc représenter par mQ -^ m'i^ la partie séculaire de cette fonction. Enfin, le terme 
qui contient f en diviseur , peut produire des termes séculaires , soit par le développe-» 
ment de la partie elliptique de la valeur de f , soit par la variation des élémens qui y 
encrent. Si l'on r^irésente donc leur somme par L, et qu'on désigne par m'niPdt, m'mPdt 
les inégalités de la même espèce, qui entrent dans les valeurs de d^flet d"Qf, et qui 
sont nécessairement du secend ordre des masses , parce qu'elles ne peuvent provenir' 
que de la variation, des coordonnées, l'équation précédente deviendra, en se bornant à 
la troisième dhnension des masses perturbatrices ^ 

m'm«M/PA + mm'mfP'dt — mm' ^mQ + m'Q' + (M + m + tti'') L] = C. 

Or^ si l'on différencie cette é^ation, on pourra neiger les temesenÇ et Q', quiy 
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étant déjà du troisième ordre , deviendront ainsi du quatrième , puisque les variations 
des élémens sont du premier; la partie de L qui provient de la variation des élémens 
étant déjà du premier ordre, sa différentielle pourra aussi être négligée; et quant i 

l'autre partie de dL^ ou à la partie «écnlaire de la différentielle complète de - par râp* 

porta tous les élémens, nous avons vu, page a^^, qu'elle était identiquement nulle. 
L'équation se réduira donc, en faisant disparaître le facteur commun, à 

mP+m'P' = o; 

et elle ne pourra avoir lieu qu'en supposant séparément P = o, P' =s o, puisque ce< 
fonctions sont indépendantes de m et de m\ 

Cette démonstration pouvant facilement s'étendre à un nombre quelconque de corps, 
il en résulte que si le moyen mouvement de l'un d'entre eux ne contient pas d'inégalitéi 
séculaires dépendantes des carrés des masses perturbatrices , il n'en contiendra pas 
non plus qui soient multipliées par les produits de ces mêmes masses et de celle du 
corps troublé ; ainsi il ne pourra s'en introduire d'aucune manière dans la variation de 

cet élément. La valeur A = — • — , obtenue page aao,. donnant ^ r^ — - /<ffl, fait 

voir de plus qu'il ne peut y avoir d'autres inégalités séculaires dans le grand axe , que celles 
qui entrent dans d!Cï, On peut donc conclure généralement , de tout ce qui précède, que 
les moyens mouvemens et les grands axes des planètes et des satellites, considérés éCune 
manière abstraite et indépendamment des rapports numériques qui existent entre eux, 
sont invariables, lorsqu'on fait abstraction des inégalités périodiques ^ et quon néglige 
les quantités du troisième ordre par rapport aux forces perturbatrices >. 

Ce théorème prouve que si la longitude moyenne fiidt -f- 1 , du corps troublé , contient 
quelque inégalité séculaire qui soit du premier ou du second ordre des masses , elle ne 
peut évidemment provenir que de celles qui entrent dai^ l'expression de la longitude de 
l'époque c. Nous allons donc maintenant examiner la variation de cet élément. 

Reprenons , pour cet effet, l'équation de la pag. q3i qui s'y rapporte, savoir, 

^ Variaiioa de substîtuons-y pour ûla valeur de (Q) trouvée page aSg, en désignant, pour abréger, par 
l'cpo^iue. ^^ p^^ C et B les coefficiens (a, a'), etc. , en remplaçant asin'^ I par i — cos I, et en allant 

seulement jusqu'au carré de l'excentricité, ce quiréduit V^i — «■ ( i — V i — «*) à 5 e' ; 
nous aurons 

H-'-^ TaV 4- Cec' cos (•—•')"] A- 

n faudrait maintenant substituer dans le second membre , pour e', e cos«f , cosi , eto^, 
leurs valeurs complètes trouvées dans le chapitre précédent , ce qui le réduirait à une 
suite de fonctions périodiques , et le rendrait intégrable par rapport au temps ; mai* 
l'expression qui en résulterait pour i étant Urès compliqi^éé , il e^it plus simple de reooorir 
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.ânpfocédé d'approximation successive , par lequel on ordonne les yaleun dierchées sùi-» 
Tant les puissances des masses perturbatrices et du temps. Or > une première intégration^ 
faîte en regardant les élémens qui multiplient dt comme constans , donnerait un terme 
proportionnel à la première puissance du temps et du premier ordre par rapport à m\ 
qui s*ajouteJ:ait au moyen mouvement elliptique nt, pour former la partie uniforme de 
la longitude moyenne de Yorbite troublée. Si l*dn suppose donô que le moyen mouvement 
test déterminé par observation , on devra négliger ce terme^ parce qu'il se trouve déjàconn 
pris dans le moyen mouvement observé, ainsi que nous Tavons remarqué page ai 6, 
La Variation séculaire de Télément i ne peut d'après cela provenir que de termes qui dé» 
pendent des puissances des masses supérieures à la première y et l'extrême petitesse des 
iuasses des planètes, comparées à celle du Soleil, Inontre évidemment que dans la théorie 
des planètes , ces termes doivent être trop peu sensibles pour qu'on y ait égard. 

Il n'en est pas de même dans la théorie de la Lune , où le corps qui trouble le mouve^ 
talent est le Solçil , dont la masse est plus de 3^7000 fois plus grande que celle dil 
corps central, qui est la Terre ; ce qui, malgré la distance qui les sépare, produit , comme 
nous l'avons vtt page I08, une force perturbatrice moyenne, égale à environ un 358' de 
la force principale. Aussi le périgée de l'orbite lunaire achève-t*i] sa révolution en neut 
ans , la ligne des nœuds la sienne en dix-huit ans , et l'excentricité épronve-t-elle aussi 
des variations très promptes ; ce qui permet de faire abstraction , dans l'expression de dt , 
des inégalités qui proviendraient de ces élémens , parce que , quoiqu'indépendantes des 
sîn. et COS. des moyens mouvemens , elles croissent avec une telle rapidité , que ce sont, 
sous ce rapport, de vraies inégalités périodiques. / 

n résulte aussi de l'invariabilité des grands axes et des mouvemens moyens, en ayant égard 

aux deux premières puissances des masses , que les valeurs des coeiliciens — -7—* — -t— etc* 

ne pourront pas contenir de terme proportionnel à la première puissance du temps , ni 
introduire par conséquent d'équation séculaire dans t. Il ne nous reste donc plus, sous ce 
rapport, que deux termes de l'expression de dt à examiner, savoir, celui quî est affecté 
du cosinus de l'inclinaison mutuelle, et celui oà entre le carré de l'excentricité e' de 
l'orbite du Soleil. 

Nous avons dé]à démontré que l'inclinaison mutuelle des orbites de deu^ corps qui Constance <1« 
s'attirent mutuellement est une quantité constante; mais cela ne suffit pas pour prouver rôrWte*"uaair3 
que celle du plan de l'orbite de la Lune, au plan de l'orbite apparente du Soleil autour * recliptiqae 
de la Terre, ou de l'écliptique vraie, le soit aussi, parce que ce dernier peut être ^™*** 
déplacé par l'action de toutes les planètes. Ainsi, pour pouvoir supposer que le terme 
cosi dt , qui entre dans la valeur de dt, ne peut pas produire d'équation séculaire dansr 
le cas de la Lune , il faut démontrer directement que I est aussi constant dans cette 
théorie. (^Foyez part. I, page 87 , et le tome III de la Aféc, cél., page 184).- 

Désîgnons, pour cet effet, par x, y, s les coordonnées rectangulaires du centre de la 
Lune, rapportée au centre de la Terre et à une écliptique &xe; par r, u, v et 5 le 
rayon vecteur de la Lune , Tinverse de la projection de ce rayon sur le plan fixe, l'angle 
fait par cette projection et par l'axe des x, et la tangente de la latitude de la Luncf 
au-<lessus du plan fixe; enfin , par les mêmes lettres ^ marquées d'un trait, les variables 
semblables relatives au Soleil. L'équation C^)^ de la page ta'f, peut servir i déter<« 
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min»' s ] au «10760 des autres démens et des différentielles paitiellea de la fonetion R 
de» forcea pertiorbatrices. 
Or , on a ^ en désignant par mf la masse du Soleil , 

ott BD déTeloppant^ sitiyant lad puissances descendantes de 1^, 

• "^~7r"~ï-7r-rt'- ■ '^ - j;> — ' — •— +s '— pj hf«-. 

«t ea substituant aux variàbln x,y,t,T leurs valeuis en fonction de u , v et t » donnéet 
page 136 , et qu'il suiEt d'accentuer pour avoir celle» de J^,y, &', /> 

mV f .u^*(»+^*) . , CWcofl(»—f') + B»^^/—| «'^'0+^)3' . ,.. 1 

Il est facile d^ voir» d'après réq[uation (7) de la page 99 > en 7 substituant la valeur de 
^angy que donne Tintégration complète des équations séculaires relatives à Tinclinaison 
et à la longitude du noeud > que la quantité que nous désignons ici par / est égale à 
une auite de termes de la fonne k 9\n («^' +g^ + Os^ étant un coefficient extrêmement 
petit ^ dont nous négligerons le produit par m'u'^, La valeur de s peut de même, en né» 
gli géant les quantités de Tordre ^^ être représentée par la quantité S , fc sin (y +^"4" "4"^^' 
la caractéristique S placée devant le premier terme désignant la somme de tous les 
termea semblables qui entrent dans cette valeur, et s^ étant la tangente de la latitude de 
la Lune aurdessus de Técliptique vraie. Gela posé , on aura , en n'a7ant égard qu'aux 

termes non périodiques, et en négligeant les quantités affectées de 5/, -— - , — §• , etc. , 
' /'^N _ ^'^'^ 1+^ /dR\ _ mV* /<a\ _ 

^ qui réduit Féquation (g*)' à celle^n : * 

37.4-* + |-7r^+elc. = 0. 

Si Ton né^%o 1«» excentricités et les inclinaisons des orbites, et ^*oa désigne par a 

et a' les rao7ennes distances de I9 Lune et du Soleil i la Terre, on aura u s= -, u' =-:7» 

a a 

et l'on pourra conclure .de ei^ que nous avons dit au bas de la page 19 > h^ssia. Si l'on 

»»' 
fait ensuite '^^=m^ mt sera le mo7en mouvement du Soleil , et il sera permis de sup- 
poser qa^ le temps t soit représenté par le mo7en mouvement de la Lune ^ ce qui donne 
-^ z= 1. Substituons maintenant ces valeurs et celle de s dans Véquation précédente, en 
observant que l'on fteuit ici changer gt tngv^ nous auirons 
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'ce qm doilae^ en intégrant, pour la partie de s^^ relative au niouremeat séculaire de 

réciiptique, 

s = ^'(^^'+g') ^ *^" (*^ + g^ 4- O 
|m* — flg — g* • 

Cette dernière quantité est insensible, car gt/ s*éleyaat au plus i 5o' cent, par année , et 
J 771*1/ qui exprime à peu près , comme nous l'avons vu au bas de la page 3o , le mouve- 
ment rétrograde du nœud, surpassant so^ c. , | tti^ est au moins 4000 fois plus grand que 
ag" ; ainsi on peut négliger ce terme dans Téquation difFérentielle en s^ , qui devient alors 
indépendante de tout ce qui a rapport au mouyement séculaire de Técliptique. On voit 
'donc qu'à raison de la rapidité du mouVement des noeuds de la Lune , on peut supposer 
constante l'inclinaifton moyenne de l'orbite lunaire à l'écliptique vraie, 
• Ainsi la seule quantité qui puisse produire une équ^^tion séculaire dans la longitude de l'é- É^ation s^ 

f lAf culaire de U 

poque, et par conséquent dans la longitude moyenne, sera — , "j-fe'^d^^ qui donnera ^""**' 

un terme proportionnel au carré du temps , lorsqu on y substituera pour e' la partie bt de 
sa variation qui dépend de la première puissance du temps. Les astronomes , observant 
à des époques différentes la longitude vraie de la Lune , et en déduisant la moyenne en 
retranchant de la première l'équation du centre , obtenaient , en divisant la différence 
par le nombre d'années écoulées entre chaque époque , la longitude moyenne annuelle de 
la Lune, qu'ils appelaient improprement son moyen mouvement; et ils avaient reconnu, 
en comparant des déterminations semblables faites dans des siècles-diiFérens , une accélé** 
ration sensible dans ce moyen mouvement. Nous avons vu > dans le chapitre 10 de notre . 
première partie , que non-seulement la théorie précédente a fourni de ce phénomène une 
explication complète , mais qu'elle a permis d'en déterminer l'expression analytique pour 
un grand nombre de siècles, avec une extrême précision, et qu'elle a servi à découvrir 
de semblables inégalités qui existent dans les monvemens de la ligne des nœuds et du 
périhélie de l'orbite lunaire. 

n existe entre les variations séculaires de la longitude de l'époque , produites par Tao^ 
tîon mutuelle de deux corps, une relation analogue à celle que nous avons déjà reconnue 
entre les variations des autres élémens. ~^ 

En effet , représentons toujours par L la partie non périodique de la valeur de 

- ; L étant une fonction homogène de dimension -«- 1 , par rapport à a et à a' , on aura 

et le second membre de cette équation sera constant, d'après ce que nous avons ya 
page 9B4- Or , si l'on reprend l'expression générale de dt , en se bornant au carré de l'ex- 
centricité, et en mettant à la place du dernier terme sa valeur dif, on pourra lui donner la ^ 
forme suivante : 

dt = ie*<tip — -^— T"*» 
an da * 

et on aura de même 



*-=...<^'-s^*. 
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Si Ton substitue les valeurs qui en résultent pour -r- et g-, , dans Téquation précédente; 

en ayant égard à Téquation de condition déjà trouyée page a4a , eUe se réduira, en suppo-* 
sant que la partie constante se détruire séparément , à 

ma^ndî •+» nCQ'^n'dt == o ; 

d*où Ton Toit que toi^tes les fois que deux corps agissent l'un sur l'autre , les Tariationr 
séculaires qui en résultent dans chaque élément sont de signe contraire et en raison inr« 
terse des quantités ma^n et nîa*^n\ 

Ainsi y puisqu'il existe une équation séculaire dans la longitnde moyenne de la Lune; 
il doit y en avoir aussi une dans le mouvement du Soleil ; mais on voit en méi&e tempr 
que l'extrême petitesse du rapport de ma^n à wld^ii doit rendre cette dernière insen-*- 
sible y en tant quelle dépend de Faction de la Ltme^ 

Lorsque les inégalités séculaires sont développées suivant les pnisêances dfl fempa, les 
termes qui contiennent la même puissance de lamasse et du temps sont les seuls qu'on doive 
considérer. En effet, supposons par exemple un terme qui ait vd^^ en facteur » on dans 
lequel la puissance de la masse soit supérieure d'une unité à celle du temps : on pent lere' 
garder comme provenant du développement d'une fonction telle que wl cos (7ii'a/«|" ^>^^ 
la masse perturbatrice se trouverait à la fois en dehors et en dedans du signe périodique. 
Ainsi, l'inégalité correspondante aurait une période extrêmement longne^etna mmx\^ 
mum dépendant de la masse; elle devrait par conséquent être négligé^. 

On peut remarquer cependant que s'il existait de tels termes dans la variation dn gttuad 
axe , ils en produiraient dans celle du moyen mouvement qui contiendraient la masse et 
le temps i la même puissance : car, soit nn terme tel que Am'H, dans la valeur de ^ o« 

de**— I -T- àt, cehii qui en résulterait pour /Ç serait — J - Am^H*, d'après^ la for- 
mule de la page q49 ^ ^^ l^^ devrait par conséquent y avoir égaxd«r 

On pourrait se demander aussi ce qui arriverait s'il existait des termes qui continssent 
la masse à une puissance moindre que le temps. Supposons nn terme de cette espèce , 
qui eût m't^ en facteur : il devrait résulter du développement d'une inégalité de la foxme 

«^ cos (nifat + ») , et doi^ lep» mccximum serait par conséquent en raison invenrse des 

masse»; aiafl, i'il exisTaît de tels termes, le système ne serait paar stable , en n'a3rant 
même égard qu*à la première puissance des masses. Ce cas pourrait se présenter dans le 
moyen mouvement, si le grand axe contenait des tenues séculaires dépendans de 1» 
première puissance des masses ; car il est facile de voir qu'un terme Am'^^ dans iu, ferait 

naître dans i% la quantité — f - Am't^* On voit par là de plus en pins tonte Timportance 

dii (héorème de rinvariabilité des grands axes pour la stabilité du système du monde. 
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CHAPITRE VL 

Inégalités à courte et à longue période. Cas de la commensurahilité des 

^moyens mom^emens. 

LiONSIDéRONS maintenant les înégalitéa dn mouyement des corpe de notre système, 
qui d^endent de leur oonBgoratîon , soît entre eux , soit à Fégard de leurs nœuds et de 
leurs périhélies, et qui se rétablissent toutes les fois que ces configurations rederiennent 
les mêmes. Nous avons déjà vu dans le chapitre III , qu'on pouvait classer les termes pé- 
riodiques qui entraient dans la valeur de a, en divers ordres de petitesse, suivant les 
puissances des masses perturbatrices , des excentricités et des inclinaisons dont ils étaient 
affectés; mais la substitution de ces termes dans les expressions différentielles' des élé- 
mena, et leur intégration , peuvent modifier essentiellement leur grandeur. En effet, soit 
m H cos ( ïn't — int + i'/ — i% -f. m) un des termes de ce genre , que renferme le déve- 
loppement de n : il produira dans -j- la quantité m' Ri ein ( T/i'i — îrI + etc.) > et let 

variations finies des élémens a, {, etc., du corps m, seront par rapport à ce terme, en 
vertu dea équations de la page a5i , 

. ^^(,v„._^) cosO n t^mt+ttc), /<=.-___sm OV<-^»/+etc.), etc. 

On voit que Tintégration faisant passer en diviseur le multiple da i qu'a Targument du 
terme dont il s'agit, la grandeur de l'inégalité dépend de la valeur de ce multiple aussi 
bien que de l'ofdre du termi^, et qu'il peut se présenter trois cas âifférens , suivant que le 
multiple In' — - in est grand, petit ou égal à zéro. Examinons successivement la nature des 
inégalités qui résultent de chacune de ces suppositions. 

Lorsque le terme de il, que l'on considère , est tel , que in' — in n'est pas une tris imMixiês \ 
petite quantité , ou qu'il est peu différent de n ou de ri , l'argument prendra des accrois- ooucce pétiodv. 
lemens rapides , la période de l'inégalité sera courte, et sa grandeur dépendra uniquement 
de l'ordre de son coefficient. On pourra alow supposer que le* élémens qui y entrent sont 
constans, à cause de Textréme petitesse de leurs variations séculaires au bout d*un court 
espace de temps. Il sera permis de se borner en. général , dans la théorie des anciennes 
planètes, aux inégalités qui dépendent de la première puissance des masses perturbatrices, 
et qui sont du premier ordre par rapport aux excentricités et à l'inclinaison. 11 faudra 
cependant avoir égard aux termes dépendans des carrés et produits de ces dernières 
quantités , dans le développement de Cï , parce que leur différenciation par rapport à 
ces élémens abaissera leur expcgant d*une unité , et pourra produire des inégalités du 
premier ordre par le moyen de termes qui étaient du second. Lorsqu'on aura ainsi diffé- 
rencié tous les termes de Cï par rapport aux élémens qui j entrent, il ne s'agira plus que de 
sul)^tituer les valeurs de ces différentielles partielles dans les expressions des différentielles 
de chaque élément, et d'intégrer par rapport au temps, pour avoir les inégalités périodiques 
du premier ordre qui font partie dç leur variation. Si l'on veut ensuite en construire 
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des tables commodes pour la pratique : au lieu de considérer ainsi les inégalité comme àia^ 
tribuées entre chacun des élémens» il conviendra^ ainsi que nous l'avons vu page 1979 de 
les appliquer aux trois coordonnées astronomiques , savoir , le rayon vecteur , la longitude 
et la latitude^ en augmentant chaque élément qui entre dans leurs valeurs elliptiques , de 
sa variation due aux forces perturbatrices , et en négligeant le carré de ces forces. Ainsi', 
la considération de la variation isolée de chaque élément n'est , pour ainsi dire , que pro- 
visoire dans la théorie des inégalités périodiques, et la méthode dans laquelle on calcule 
immédiatement les perturbations des coordonnées polaires , sans supposer que Torbite 
troublée soit elliptique, est peut étre^ dans ce cas , la plus directe et la plus courte, 
tant qu'on se borne à la première dimension des masses. 

L'expression de rf#, obtenue page a3i , contenant le terme- . -y^ dt, il semble que; 

e de 

quand on veut avoir égard à la première puissance de l'excentricité , il faut pousser le calcut 
de Ci jusqu'aux e^, puisque le diviseur et la différenciation abaissent chacun d'une unité 
l'exposant de e dans l'expression de dét ; mais il faut remarquer que ^ comme l'excen- 
tricité ou son carré multiplient tous Ies.termeJs des valeurs elliptiques de r et de voù entre «r, 
la présence de ce facteur les élève déjà suffisamment, pour qu'on puisse^ dans Tapproxi-* 
mation dont il s'agit , se borner aux e* dans Q. 

Si l'on voulait faire usage de la méthode de la variation des élémens^, dans la théorie 
de la Lune , il faudrait pousser au moins jusqu'au carré des excentricités et des incli- 
naisons , la recherche des" termes qui dépendent de la première puissance de la masse 
perturbatrice , et former ensuite lîne nouvelle approximation dans laquelle on aurait 
égard à tous lés termes de l'ordre du carré des masses. Le procédé qui semblerait le 
plus naturel pour parvenir à ce dernier but , serait de faire varier , par rapport aux élémen s , 
les différentielles partielles de Cl, déjà déterminées ; mais comme il 7 a autant de ces 
différentielles partielles qu'il y a d'élémens^ et qu'il fau<]pit faire varier chacune par 
rapport à tons ces élémens, qui sont au nombre de sept, en y comprenant le moyen mou- 
vement, cela ferait quarante-neuf termes nouveaux à considérer. Il serait donc plus 
simple de substituer immédiatement dans Q, au lieu des élémens i,a,e, etc. , du mou- 
vement de la Lune , leurs nouvelles valeiurs | + J'^, a + Ai, c + J^, etc., afin de dé- 
terminer l'accroissement -T^/^4--.-/^-f.^-/fe-J- etc. , qui en résulterait pour cette 

fonction , et qui ne serait composé que de sept termes -, cela reviendrait au même 
pourvu qu'en prenant ensuite les différentielles partielles de cet accroissement par rap- 
port à chaque élément, on ne différenciât que par rapport à ceux qui se trouvaient déjà 
dans n, en regardant comme constans ceux qui y auraient été nouvellement introduits. A 
la rigueur, il faudrait aussi supposer «dans Cl les élémens a% e\ etc. du Soleil, variables, et 
augmentés de leurs perturbations dues à l'action de la Lune , ce qui introduirait sept 
autres termes dans l'accroissement de Cl ; mais la petit^e de ces variations permettrait 
de les négliger, et de ne considérer que les termes en mf* sans avoir égard à ceux en 
mm\ Ayant ainsi obtenu les parties des différentielles partielles de Cl par rapport aux 
élémens ^ qui sont du second ordre des masses , il ne s'agirait plu» que de substituer ces 
valeurs dans les expressions des différentielles des élémens , pour avoir, après l'intégration, 
la partie périodique de leurs variations qui dépend du carré de la force perturbatrice, 
longue^p^'rîôde. Considérons maintenant le second des cas dont nous .avons fait plus haut la distino- 
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tiOnt PoUf que lé développement de O puisse faire naître des tenues où le coefficient 
fj/ -^ in, qui multiplie le temps sous les signes périodiques > soit très petit, il faut que 
le produit du moyen mouvement nft de U planète perturbatrice par un nombre entier, 
•oit presque égal à celui du moyen mouvement ni de la planète troublée par un autre 
nombre eader, ou en d'autres termes , que ces moyens mouvemens approchent beaucoup 
â*être commensnrables entre eux. On voit en effet que dans ce cas les configurations 
réciproques des deux planètes , et leurs positions dans leurs orbites , doivent revenir les 
mêmes au bout d*un temps déterminé j et que ces retours doivent avoir une grande in- 
fluence sur les 'effets de leur action mutuelle. L'argument des termes dont il s'agit étant 
fort petit , son accroissement doit être très lent , et la période de l'inégalité correspon- 
dante ne doit s'accomplir qu'au bout d'un long espace de temps ; mais le coefficient de 
cette inégalité acquérant par l'intégration le très petit diviseur i'nf -— in, qui se trouve 
même au carré dans l'expression du moyen mouvement, on voit que lors même qu'elle 
serait d'un ordre supérieur au premier, par rapport aux masses ou aux excentricités et 
inclinaisons, elle peut devenir par là très considérable* 

C'est par l'examen attentif des valeurs numériques des moyens mouvemens des divers Gnàndes încW 
corps de notre système , ou des rapports de leur» révolutions sidérales , que l'on peut Sreid«Saittin« 
découvrir les inégalités de ce genre auxquelles leur action mutuelle doit donner lieu. C'est 
ainsi que Jupiter achevant sa révolution à peu près en douze ans , et Saturne la sienne 
en moins de vingt-neuf ans et demi, on a remarqué que le produit du premier nombre par S 
était, à fort peu de chose près, égal au double du second > d'où l'on a conclu que les 
inégalités dépendantes de l'argument bn't -« ant , n't étant relatif à Saturne , devaient 
étr» très considérables dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Nous avons déjà développé 
ce cas dans le dernier chapitre de notre seconde partie , et nous avons vu page sSS , ^'^'i»*^!^ ^ 
comment on pouvait déterminer à priori la forme des six termes du développement de Q, mastei. 
qui, étant du premier ordre des masses, et du troisième par rapport aux excentricités et 
à l'inclinaison , ont Bn't -« ant pour argument. Comme il y a sept élémens à considérer, 
cela peut produire quarantenleux termes affectés de cette grvide inégalité, -dans les per- 
turbations de l'une et de l'autre planète ; mais les plus sensibles sont ceux qui entrent 
dans la variation de l'excentricité ou danscelle du moyen mouvement. Dans la première ils 

viennent du terme - -s^dtàe l'expression de de, qui, ayant e en diviseur, abaisse d'une 

vnîté l'ordre de chaque terme de Û; dans la seconde, leur introduction tient à ce que la 
double intégration amène le carré de i*n'-^in en diviseur. Les inégalités sont rendues par là 
si considérables, que , parmi les termes de O qui ont hn't — ant pour argument , et qui . 
•ont affectés de la première dimension des masses , on doit même avoir égard à ceux qui 
sont du cinquième ordre par rapport aux excentricités et à l'inclinaison, un voitfacilement 
alors , en reprenant les considérations de la page a36 , que ces derniers se composent des 
mêmes combinaisons d'angles qui entrent dans les termes du troisième ordre , et qu'ils en 
introduisent de plus quatre nouvelles , où l'argument hn't — ^nt -+• S/ — at est suivi des 
angles — J^êt -^^ m , m' -^ ^m , — fl#'+# — SA , # — «• — aA, dans lesquels g + g^ + ag:'*. 
est toujours égal à 3, sans que g , g, g" soient tous de même signe. 

L'équation de condition qui existe entre les inégalités séculaires de tous les élémen» 
a 'lieu aussi relativement aux inégalités à longue période du moyen mouvement^ qui 
dépendent de la première puissance des masses. 
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Eja efFet, l'^ation , provenant du principe des forces vWes/à IcqucUe nom scimaei 
parvenus page s53 , a lieu séparément , «t est rigoureuse , par rapport asx i&égalités p^ 
riodiques qui «nt le même argument ; mais si cet argument est tel que i'nf •*- in soit 
très petit, et que l'ordre des termes au il entre soit d*aiUeun assez élevé, -ma. peut ae 
borner â qeux qui acquièrent fn' -^ in en diviseur, parce que oe sont lot seuls qm 
puissent produire des inégalités auxquelles on doive avoir égard. Or , comme il n'en peut 
provenir de semblables que de rintégration , les seules parties de Féquation qui peuvent 
en contenir de tels , sont celles où entrent fd^Ci etfiPCï', puisque les autres ne sont pré- 
cédées d'aucun signe d'intégration, et qu'on ne doit y mettre, pour lee variables ^ que leoss 
valeurs elliptiques , quand on néglige le cube des masses. Si donc on remet, pour ces 
quantités , leurs valeurs , et qu'on néglige les produits des masses perturbatrices , on aura » 
par rapport aux inégalités à longue période , du premier ordre des masses^ qui peuvent 
devenir sensibles , la relation 

ml n -j' dt + ml n -jj- dt =^o, 

qui devient, en y substituant pour -r-, -^r ^^^^^ valeurs en fonction des variations des 

moyens mouvemens , et en regardant a et n comme constans , 

ma^nd.^ + m'a'^n'd.f^ = o , 

d'où l'on tire, en intégrant/ en remettant pour n et ri leurs valeurs, et enneigeant le 
carré des masses, ^ 

hiV/â /C + ni' t/a' /^ = const. , 

équation i laquelle nous sommes déjà parvenus page ao5, et qui permet, comme noua 

l'avons vu, dans le cas de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne, de conclure 

immédBatement, de celle qui se rapporte à l'une des planètes, la valeur de l'inégalité 

correspondante pour l'autre planète. 

Seconde dimen- Lies quantités qui stHit de l'ordre du carré des masses, peuvent produire, dans cette 

'*^'*''"*^***- théorie, des inégalités très sensibles, qui aient 57i'^—-s/it, ou le double de cet angle ^ 

pour argument. Les premières viennent de la variation de Ci et O! qui résulte de celle 

des élémens , et en particulier , de la combinaison des termes périodiques du premier 

ordre des masses qui ont Zn't — nt et nt — an't pour argument. Quant à l'inégalité 

qui dépend du double de hnt "^.^nt, on peut conclure, de ce q«e nous avons va 

page sSa , qu'il ne peut point en provenir de semblable dans le grand axe et dans le 

' moyen mouvement, par les variations des excentricités , des périhélies, des nenids et des 

inclinaisons , qui dépendent de l'argument Sn't — qtU ; mais il n'en est pas de même de 

celles qui peuvent provenir de la variation des moyens mouvemens. 

En effet , l'accroissement de û qui résulte de la variation de ^ et f étant. 

-Tir l^^ 4- J5r ^Z% celui du moyen mouvement de m, qui y correspond, aura pour ex-n 
pression - zfj^ (g ^ + |^0 ^^y 
Si l'on suppose donc 
n = m'H cos(iT — '^+ JV— Il + «), O' = mH cos (i'f — »^+ etc.). 
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^==m'ffisîn(i'('-i2 + €tc.), ^':= — mffi'8În(i'{^ — i^ + etc), 

tfoft l'on tire j ponr led tariatiéns de ^ et {^^ qai sont dn premier ordre des masses, en 
remettant, pour ces élémens , leiir& yaleurs elliptiques nt et n't sous le signe sinus, 

et comme on a 

2^ ^^ni^^ cos (rç^— 1{ + ettf.), ^. = m'ttif' cos (i'f — 1^+ etc.) , 

b 

on obtient, ponr l'accroissement de ^g qui est <le Tordre m*, en exécutant les produits ; 
et en intégrant , ajurès avoir fidt { iî= n< , ^ = n^< , sotis le signe périodique , lâ quantité 

qui se réduit , dans le cas de Jupiter, en y faisant f = 5 , i = 9 , à 

L'inégalité qui en tésulte a nne période deux fois pins cotute qâe celle de la pre-» 
miére ; et quoîqtt'elle soît du second ordre de» masees , et du sixième par rapport anx 
excentricités et à Fînelinaison , elle est cependant sensible i cause du très petit divisent 
5i/ .^ an qti'elle a acquit à la quahrième puissance; 

Nons n ayons pas eu égard , dans ce qui précède, à la variation de a, dont le carré 
entre en diviseur sous le double signe intégral , dans Fexpression de /^, et qui , ptt* la 
combinaison du terme de sa variation , qui a l'argument Snft -— ant \ avec le terme sem^ 

blable de -r-, pourrait en produire un qtd eût le double de cet aogle pour argument; 

mais il est facile de voir que le terme provenant de la variation de -^ n'aurait que la 

première puissance de i'n' -rr in en diviseur; ainsi, la combinaison et la double intégras* 
tion ne pourraient jamais amener que «on cube ; et comme l'inégalité serait du sixième 
ordre , et dépendante dn carré des masses , le diviseur ne serait pas assez petit ponr comr 
penser cette élévation, et rendre son coei&cient sensible. 

Pour potivoir déterminer la période et le maximum de ïa grande inégalité de Jupiter 
on de Saturne, il faut rassembler les diverses parties dont elle se Compose, et qui sont de 
dilFérens ordres, afin de lee rénnir tontes en uns^nl terme. Nous avon^ déjà vu , page ao^, 
comment on réduisait chaque terme dont l'argument était Mt -^ ant + 5/ ~* ac , où 

{ , à la forme k sinÇ ^- ^ cosC, ef de là à la lorme Csin (C + ^) i en faisant 

h* ^ • 

tangAsa-r'> (=: r Af -)- it'*; et comment on devait avoir égard, à cause de la longueur 

de la période, atix variations séculaires des élémens qui entraient dans les coefliciens 
ket U, Supposons donc la somme de tous les termes* de la grande inégalité réduite à 
la forme {A+Bt+Ct^) sinÇ -)- (^A/ + Vt + Ctf") cosC : il fiiudra, pour la réduire 
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à un seul terme , la calculer pour trois époques différentes ^ telles que 1760, dâSo 
etx 22700^ au moyen des yaleurs numériques des élémens à chacune de ces époques. Soit 
C sin (Ç + A) sa valeur pour 1750 ; soient C,, \; ^#» \ c« m^^ deviennent. C et A aux 
époques de aaSo et ajSo ; Texpression de cette gande inégalité, relative i an tempf 
quelconque t, sera 

les diff'érentielles de C et de a se rapportant à Tépoque de 17B0. 

dC ' JK 

Or, Texpression générale de tf , savoir ^ + * 3"* + i '* gj: ^onne, en y faisant lutcet* 

sivçment t == 5oo , ^ = 1000 , 

f, = C + 5oo^ + i(5oo)*^, ff,=ff+iooo^+i(iopoy0. 

d où Ion tire -r = -^ *• -rr^ = -•-— ? — ^ ■ ; 

dt 1000 at* âSoooo 

et il suffit de changer dans ces équations Ç en A popr avoir des valeurs sembl^les , 
relatives à cette dernière quantité. 

Ayant obtenu par là les valeurs des coêfficiens des puissances du temps qui se trouvent 
en dehors ou en dedans du signe sinus, en fonction des quantités connues C, C^, etc., 
pn peut déterminer, ainsi que nous l'avons vu page ai a, la période de la grande inér 
galité^ en cherchant quel est Taccrobsenient annuel de son argument, et quel est le 
temps nécessaire pour que cet argument augmente d'une circonférence. On trouve par là 
que cette période est d'environ 909 ans, et qu'elle est, à très peu de chose près, la 
jnème pour Jupiter et pour Saturne. Nous avons vu d'ailleurs que ces inégalités étaient 
4ie signe contraire , et que ceHe de Saturne , dont le maximum était d'environ 4!^ , ten* 
dait actuellement à diminuer sa longitude moyenne. On doit aussi avoir ég^ , dao^ 
les valeurs du rayon vecteur, et de la longitude vraie' de ces deux planètes , à plusieurs 
inégalités ((lépendantes des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisoas, et 
qui acquièrent en diviseur, par l'intégration, la première puissance de hn' "^ ait, ainsi 
que nous l'avons dé}à remarqué page aie. 

La théorie des différentes planètes de notre système présente plusieurs exemples 
d^inégalités à longue période , beaucoup moins considérables, il est vrai, que les pré- 
cédentes, et que l'on calcule isolément comme celles-ci , en ne déterminant, parmi les 
quantités de l'ordre dont elles dépendent, que les termes qui ont l'argument correspon- 
dant à l'inégalité cherchée , ou ceux que le rapport approché de commensurabilité peut 
rendre sensibles. Ainsi, le moyen mouvement de Mercure étant, à très peu de chose 
près, quadruple de celui de la Terre, il en résulte, dans la théorie de la première pla? 
nète , une inégalité dont Targument est nt*^ ^n't^ et qui est sensible quoiqu'elle dépende 
de la troisième dimension des excentricités et de l'inclinaison j mais stf petitesse permet de 
négliger les termes qui n'ont point (71 — 4^')* pour diviseur, et de ne pas supposer ses 
coefficiens variables par rapport au temps. L'action de Saturne sur Uranus produit aussi 
une grande inégalité, qui a pour argument trois fois le moyen mouvement de ce dernier 
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fnoms celai du premier. On yoit même qu'il doit exister de semblables inégalités dars la 
théorie de toutes les planètes , puisqu'on peut toujours trouver des nombres dont les 
produits par les moyens mouyemens respectifs soient à peu près égaux ; mais on ne 
dort y avoir égard que lorsque la différence de ces nombres s'écarte peu de l'unité , 
puisque , dans le cas contraire , Tordre des termes est trop élevé , et leurs coefHciens 
sont trop petits , pour qu'il faille les prendre en considération. 

Dans les nouvelles petites planètes , dont les moyens mouvemens sont presque égaux , la NooreUe» 
commensurabilité se trouve dans les termes indépendans des excentricités , et l'on a , à ^ ^* 
fort peu de chose J)rès, n — ti' = o , dans la théorie de Cérès et Pallas. Il semble alors 
qu'on devrait y avoir égard aux termes dépendans de tous les multiples de Félongatioik - 
ni — nft, puisque le terme A cos lo {nt'^n't), par exemple, ne diminuerait en l'intégrant 
que par le diviseur i oo , qu'il acquerrait dans le moyen mouvement , ce qui ne suffirait pas , 
quand A serait grand, pour rendre l'inégalité insensible. Heureusement les masses de ces 
planètes sont si petites , qu'on peut négliger les effets de leur action mutuelle par rap- 
port à ceux qui proviennent de l'attraction des autres planètes environnantes. Au reste , 
d'autres obstacles dont nous avons déjà parlé, savoir, la grandeur des excentricités et 
des inclinaisons , se présentent dans leur théorie , et rendent insuflisantes toutes les mé-- 
thodes connues, pour déterminer leurs perturbations. En effet, les développemens , ^ 
ordonnés suivant les puissances des excentricités , étant alors fort peu convergens , il fau- 
drait pousser les calculs si loin , qu'ils deviendraient presque impraticables : les théories 
de Cérès et de Yesta offriraient peut-être un peu moins de difficultés que celles des deux 
autres ; mais on a vérifié que dans le cas dé Pallas , par exemple, il faudrait environ quatre 
cents inégalités pour représenter la seule attraction de Jupiter.Les facteurs numériques qu'ao 
quièrent les coefficiens de chaque équation dans les qrdres supérieurs deviennent si considé« 
râbles , qu'on pourrait même douter s'ils ne produiraient pas quelque ternie sensible 
dans la théorie des anciennes planètes , et il serait important d'avoir un moyen d'appré- 
cier les limites dès erreurs que l'on commet , en s'arrétant à un certain ordre d'approxi- 
mation ; cependant , la comparaison de la théorie avec les observations prouvant que les 
résultats de celle-là s'accordent en général avec celles-ci, à moins de lo'' près, fournit 
une vérification suffisante pour l'Astronomie, si elle ne l'est pas entièrement pour l'Arayse, 

La théorie des satellites de Jupiter qui , à cause de la promptitude de la révolution Xhëorié dtm 
de ces astres , a présenté, dans le court iirtervalle d'un siècle et demi , tous les grands «aidirtcade Ju- 
changemiens que le ten^ ne développe qu'avec une extrême lenteur dans le système pla- "' 
nétaire , offre un exemple bien remarquable du troisième des cas que nous avons dis- 
tingués au commencement de ce chapitre ; de celui où le coefficient du temps , sous le 
signe périodique, est égal à zéro^ 

Considérons en effet les 3 premiers satellites, en négligeant le 4% ou le plus éloigné de Inrgalit<f8qni 
Jupiter, dont l'action sur les précédens est, à raison de sa distance, presque insensible, de pl^j.'^erordro 
même que celle du Soleil, en comparaison de l'action mutuelle des 3 premiers satellites ; dé* 5« moMet, 
signons çaTfndtffndt,fndt, ou ^,C>C"j ^^^ moyens mouvemens respectifs de ces derniers : 
les oï)servations ont fait voir que ces élémens suivent à peu près une progression sous-double, 
c'est-à-dire que le moyen mouvement du i"^ satellite est, à fort peu de chose près , double 
^e celui du second, qui lui-même est presque double de celui du troisième. Il en résulte 
d'abord que les inégalités qui ont nt — 2nt et nt — ân't, ou leurs premiers multiples, 

34 
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pour arguaient» et qui sont d*ailletirs du premier ordre par rapport aux luatfes et aut 
e^cbentricités > seront en général très considérables dans cette théorie , de même que touter 
celles qui acquièrent n'unit' et af-^ân" en diviseur ; et comme Tellipticité des orbes dv 
premier et du second satellite est insensible» la variation de Texcentricité» dépendante de 
ces argumens j et qui a , comme nous Tayons yu » e ou e' en diviseur , sera plus considérable 
que la variation correspondante du moyen n)OUTement , quoique celle-ci ait les carrés 
de it — - â/t' ou ti — SLn" en diviseurs. Nous avons vu» page aai » que le second terme de 
Texpression elliptique du rayon vecteur r du corps m était — oa cos (nt -^ • — #) ; si 
Ton y substitue^ au lien de e» la partie de sa variation qui dépend de Tangle nt — sait, cela 
fera naître une inégalité indépendante de Texcentricité » et dont l'argument sera a(ni-— n'/); 
il en est de même pour le terme correspondant de la longitude vraie ; et Tinégalité qui 
en résulte est la plus sensible du mouvement du premier satellite , la seule que les obser- 
vations aient fait reconnaître. De semblables substitutions» dans les valeurs des coordonnées 
des satellites m! et m", y produiront des inégalités considérables» qui dépendront^ dans le 
premier .cas» des angles nt^-n't ou n't^n**t^ti dans le second cas» dece dernier seulement. 
Mais Tinégalité la plus remarquable de ce système» est celle qui dépend de Tangle 
nt — Zn't + 2/l*^ En effet , n — 3/»' + a/i* étant ég^al à la dîfiFérence entre n—^n'tt 
v! — an''» est incomparablement plus petit que chacune de ces quantités, et il semble que 
les termes qui ont cet argument doivent produire de très grandes variations dans les 
moyens mouvemens, d'autant plus que leurs coefficiens sont indépendans des excentricités» 
quand on se borne à ceux de Tordre le plus bas. Nous allons chercher à faire voir com* 
ment Taction mutuelle de ces mêmes satellites tend à rendre ces inégalités peu sensibles» 
InégaHt^Bqtû ^ Il est évident» d'après ce que nous avons établi au bas de la page a33» que les termes 
coSd" o^re°dM dépendans de l'angle ni — Ziii -f. ikn'i ne peuvent se trouver que parmi ceux qui sont 
ma^es. du second ordre des masses perturbatrices» puisque les termes du premier ordre» qui 

proviennent de l'action de irC ou de m' sur m» ne peuvent contenir i la fois» sous ka signes 
périodiques» que n'i et ni ou v!t et nU On voit de plus que les principaux des termes 
dont il s'agit résulteront de la variation des coordonnées de m^ dans les termes de û et 
C' où entre cos (i/ — i/)» et dans ceux de û' et û qui dépendent de cos a(i/— v"); 
mais il suffit de calculer ceux qui se rapportent à l'un des satellites » pour obtenir» avec 
ime grande approximation » les termes qui sont relatifs aux deux autres. 

En effet, reprenons Téquation ma^ni. ^ -^m'ii^n'd. /^ = o de la page flGa, qui a lieu 
pour un nombre quelconque de corps ^ et appliquons-la a« cas actuel » en y supprimant 
la caractéristique /; ce qui revient à regarder { et ^ comme les moyens mouvemens des 
orbites troublées : nous aurons.^ en la différenciant , et*en remarquant qu'on a 

dir=zndt, dni=i t^» da = — |? dn, etc : 

• L*éqnation ma^n + Tvlcl*'vl + nil'a^n'' :r= const. , qui provient , comme nous Tairons 
vu page ao3, de l'une des intégrales des aires» quand on y néglige les excentricités et 
les inclinaisons » subsiste par rapport aux inégalités i longue période , parce que les 
termes» multipliés par mm', qu'on néglige pour obtenir cette relation, n'ont point en di- 
viseur les petits coelBciens ivl-^in dans Tordre que Ton considère (voyez Méc. cél, tome I» 
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{nge 517). Elle 4oiiiie, «n la différeiidant, et en remettant pov da Ht du leur» 

On tîre de ces deux équations , ea retranchant Tnne de Tautre , apràs avoir multiplii 
la dernière par n" ou par n\ • 

On a d'ailleurs , d'après la pàge'aSa , Xî = "* "% T • 

si donc on suppose dans -t- le terme — A sin (^— S^ + a^* + • — 3/ + ^«*) p 

et que Ton fasse- (-^-- -f.3— ^r- • -t &+•— sr--? r/AsaC^ 

onanra g-3^ +a^ = Csin(C-3C + ar + .-3.' + a/), 

d'où l'on tire, ea posant { — 3^ -f* af + «~3t'-f ai' s f » at aa iiçpôsttit d'diocd 

f iV, i'^ constans ^ Téquation ^7 = ^ râ^- 

Les observations apprennent que la combinaison des moyens monyemens^ représentée 
par ^ — - 3^+ ^Çt ^st nne très petite quantité ; on peut donc supposer , en général, quand 
6n regarde i, /, i' comme constans, ^ = a -f- u, a étant nne constante , et u une Tarîabla 
très petite , dont il est permis de négliger le carré ; l'équation précédente devient aloif 

« .^«-^ =ssttCcofa-f>Cflina« 

Or, il est facile de voir que les valeurs sîn< V^— • cosa, et cos/ V^ — icosa, données 
à u, satisfont à cette équation quand on fait abstraction de son dernier terme, et que^ 
pour que la substitution de la valeur de u rende nulle l'équation toute entière , il suffit d'y 
ajouter un terme constant, qui étant multiplié par ff cos a , soit égal et de sign» contraire k 
Ciino. On tire de là, pour l'intégrale complète de cette éqoatUm ; 

il et & étant deux constantes arbitraires. 

Pour que la valeur de u reste très pedte, il faut que le terme affecté de tanga dispa- 
raisse ; car supposons qu'au point de départ où l'on a I = o, ft sin A fût à peu près égal i 
C taaga : comme l'ai^goment du premier terme eroit avec le tempe , ce» deux terme» pour- 
raient bientôt différer beaucoup, ce qui serait contre notre hypothèse, déduite des observa* 
tions, savoir, que u reste toujours très petit, ou que Vangle^eit, à trè» peu de chose prèa, 
constant. II faut donc» pour que l'équation puisse subsister, que Ton ait tang a = o, et 
par conséquent que a soit égal à zéro , o« à une demi-circonf érenoe , ce qui donne les 
éqsfttiooB 

Ç^=±:Ca, et u=fisin(r »/^+ A)e 
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Ainsi ^ de même qt]e dana la théorie du pendule il n'existe que deux positiODS d'équi-» 
libre, il n'y a de même que deux cas où la valeur moyenne de la combinaison des longitudes 
désignée par ç reste constante ; mai» pour que u demeure toujours très petit . ou que 
l'équilibre soit stable > il faut encore que V^ qp C soit toujours une quantité réelle « ne 
puisse devenir imaginaire , puisque sans cela sin t ^qP ^ ^^ cbangeraît en exponentielles 
réelles, qui croîtraient indéfiniment avec le temps ; ainsi, si C est négatif par lui-mênïé» 
il doit être précédé du signe •*— , ce qui exige que l'on ait cos a = i ^ ou que a soit égal à 
zéro ', si au contraire C est positif, il doit être pris aussi avec le signe + sous le radical, 
et il faut par conséquent que l'on ait cos as — i , pu a 3= ir. 

Dans le cas des trois premiers satellites de Jupiter , le calcul donne , pour C^ une 
quantité positive ;* l'angle ç ne doit donc qu'osciller de part et d'autre de deux angles 
droits , et c'est ce que confirment en effet les observations. La période de cette oscillation 

est donnée par l'équation ^ V^C = a**, et elle est égale à —y^* ^e qui la fait monter 

i environ deux ans, lorsqu'on met dans cette expression pour C sa valeur. Pour déterminer 

son maximum , il faudrait connaître , au moyen des observations , la valeur de -yp cor« 

respondànte à <=o. En effet, soit « cette valeur, et supposon» qu'on ait » =s: o quand t =: o, 
ce qui donne en général u = A sin f (/ C : on aura , en différenciant et en faisant ensuite 

t nul , « r= A V^ C, d'où Ton tire k = — =• ; mais comme jusqu'ici, malgré la rapidité de 

la période de u, on n'a pu trouver aucune trace de cette inégalité, il s'ensuit que, même 
dans son Tnoxmmm, elle est d'une extrême petitiesse. Ainsi la commensurabilité des moyens 
mouvemens produit une espèce de libration entre les longitudes moyennes des trois satel- 
lites, qui est une véritable équation séculaire, en tant qu'elle est indépendante de la con- 
figuration de ces corps entre eux , mai» dont le coefficient est arbitraire , et parait être 
jusqu'à présent insensible par les observations. 

Il nous reste à faife voir que les variations des longitudes de l'époque, dont on ne 
peut faire abstraction dans les satellites de Jupiter, comme dans les planètes, ne modi- 
fient pas ces résultats. Supposons , pour cet effet, que ces variations ajoutassent à la 

valeur de j^-, une quantité de la forme ~ : on peut, à cause de l'extrême longueur 

de leur période , comparée à celle de sin 1 1/ C, supposer toujours p^w + u^ u étant 
ime très petite quantité ; ce qui donne l'équation 

On tire de là, en intégrant par approximation , on en supposant d'abord le dernier 
terme constant , puis variable , et en modifiant la valeur de u de manière à ce qae Té-' 
quation aoit toujours satisfaite : 

„=A3in(.V/^ + A) + ig^-lS^ + etd. 

Nous avons vu que l'inégalité séculaire de la longitude de l'époque était de la fonne 
m^fe'*dt , et que la valeur de l'excentricité e^ se composait généralement d'une quantité cons- 
tante et d'une suite de termes de la forme A cos(^/-f- «) , f$ étant de l'ordre des masses 
perturbatrices. Comme k différenciation de cette valem: fait sortir le très petit multiple /tea 
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dehors da signe périodique , il en résulte que la quantité -7^ sera à la fois excessivement 

petite, et d'une période qui ne s'accomplit qu'en plusieurs milliers d'années : ce qui prouve 
qu'on peut la négliger par rapport à une inégalité dont la période n'est que de deux ans -, 
et il en est de-mêihe à plus forte raison des termes stdyans. 

Puis donc que Tangle nt — 5n't + anU + 1 — « Si' + ag* ne fait qu'osciller de part et Thcorimcs qui 
d'autre de deu* angles droits , sa valeur moyenne est égale à deux angles droits, et Ton è^^JîJl^^^rabr- 
a , en n'ayant égard qu'aux quantités moyennes , n — 5n' + a/i* =; o ; c*est-à^-dire que le hté des moycm 
rkoy en mouvement du premier satellite, moins trois fois celui du second, plus deux fois "*°^^'*^""- 
celui du troisième f est exactement et constamment égal à zéro XL n*est pas même nécessaire 
que cette égalité ait eu lieu exactement à l'origine , ce qui serait très peu vraisemblable ; il 
suffit qu'elle ait été fort approchée, et que i» — 3»' + ai»* ait été moindre , abstraction 
faite du signe, que h V^C, pour que l'attraction mutuelle des trois satellites ait rendu 
Cette égalité rigoureuse < 

On a ensuite t — 3/ + a*'' = «• j ainsi , la longitude moyenne du premier satellite; 
moins trois fois Celle du second , plus deux fois celle du troisième , est exactement et 
Constamment égale à deux angles droits; et Ton peut conclure de là , que les équations 
séculaires des longitudes moyennes des satellites seront toujours tellement coordonnées 
t>ar leur action mutuelle , que celle du premier, plus deux fois celle du second , sera tou-^' 
jours égale à trois fois Téquation séculaire du troisième. Ces beaux théorèmes, qu'on a 
{>roposé d'appeler les Lois de Laplace, dix nom de celui qui les a le premier établis par 
la diéorie , ont lieu relativement aux moyens mouvemens , et aux longitudes moyennes 
synodiques des trois satellites , parce qu'ils sont indépendans de l'axe auquel on rapporte 
les angles ; et il en résulte que les trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés 
à la fois. En effet, dans les éclipses simultanées du premier et du second ^ par exemple , 
nt^tet n't + / sont égaux à une demî-circonférence , ce qui donne , en vertu de Téqua-» 
tion précédente , s^n't -f- ai" = 3jr ; d'où l'on voit que la longitude moyenne du troisième 
satellite , est alors égale à | x*. Ces théorèmes montrent aussi que les deux inégalités prin-« 
cipales du rayon vecteur, et de la longitude vraie du second satellite, c'est-à-dire celles 
dont l'argument^ est nt — n't ou an'i — fin^t , peuvent se réduire à une seule, dépen-^' 
dante du premier argument ; et que ces inégalités étant Une fois réunies , it n'est point 
i craindre qu'elles viennent à ae séparer par la suites 
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Travaux recens sur ta théorie des mowemens de translation des planètes 4 

X ANI5I9 que la publication de l'admirable ouvrage des Principes fut, comme nous 
l'avons vu , suivie d'un grand nombre d'années oà l'on ne vit paraître , dans ce genre ^ 
aucim travail important et original , celle du Traité de Mécanique céleste de M. Laplace,' 
faite dans un siècle plus éclairé, semble atU contraire avoir donné aux esprits une impulsion 
nouvelle et rapide.' Nous ne parlerons pas ici des découvertes et des travaux astro-» 
tkoujques qui rendent déjà cette époque remarquable^ mais noua nous bornerons à éno^ 
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mèrer les principaux Mémoires que ce siècle a vus naître ^^ sur la théorie analytique des 
perturbations planétaires, et à donner une légère idée de chacun d*eux, en profitant 
des analyses qui en ont été faites dans le Ntm^^au Bulktin de la Société Philomathique, 
Origine de la Oq peut dire , aveo Lagrange ( Méc. anal, , tome n, page 77) ^ que ce sont les ob^er* 
^riadoQ d«s vations elles-mêmes qui ont fait oonpaitre la solution du problème des mouTemens de$ 
âânoii, planètes » fondée sur la variatiou de& éléniens de leurs orbites elliptiques : puisque les 

irrégularités qu'elles firent découTrir dans ces mouvemens étaient assez petites pour quf 
les astronomes, qui voulaient en tenir compte, dussent, en admettant toujours le mouvement 
elliptique comn^e étant le véritable» supposer seulement que les élémens éprouvaient de 
très légères variation*; ce fut en effet la marche suivie par Newton dans sa Théorie d« 
la Lune% Cette méthode, qui, considérée anal3rtiquement, revient à substituer, à troii 
équations dlfFérentielles du second ordre, un nombre double d'équations du premier 
ordres, ne serait presque d'aucune utilité si la solution rigoureuse était possible ; mais 
elle est très avantageuse dans le cas contraire, et lorsque les forces perturbatrices sont 
très petites ; car elle permet de conserver \$, forme elliptique des orbites, de supposer même 
l'ellipse invariable pendant un temps infiniment petit , et de faire \me suite d'approxi- 
mations ordounées suivant les puissances des forces perturbatrices ; enfin , elle ramène 
imx(iédiatement aux quadratures les valeurs déterminées par la première approxima^ 
tion. £uler est, à ce qu'il parait, le premier qui soit parvenu, dès 17481 p^ ce procédé, 
aux véritables expressions analytiques de la variation de l'inclinaison et de la longi- 
tude du nçtuà *, et il l'a^Uqua aveo succès i la fin de sa Théorie de la Lune, de ijB?, 
jt celles du gjcand axe , de Texcentricité et de la longitudp du périhélie , sans obtenir 
cependant dqs Vj^eurs exactes, dans les applications nun^ériques qu'il fit de ses formules. 
Nous avoua vu Lagrange parvenir, en 17761 à exprimer la variation du grand axe au 
moyen de la différentielle d'une certaine fonction Q des forces perturbatrices, prise par 
i^^pport aux seules coordonnées rectangulaires du corps troublé , et donner, en 1781 , 
de semblables formules pour tous les autres élémeus , excepté la longitude de Tépoque , 
qu'Use Qostanta d'exprimer ensérie« M. Laplace, qui avait déjà donné une méthode pour 
faire dij^pa^raitre les arcs de cercle, fondée sur la variation des constantes arbitraires, fit dé^ 
pendre, dans le cbap. 8 du livre UdeUiMécattitfuecéUsle, les expressions différentielles 
4e l'excentricité de l'orbite^ de son inclinaison et de la longitude de &eA nieuds, des diffé- 
rentielles partielles de la fonction perturbatrice , peur rapport aux coordonnées polaires : 
et il parvint, par une transformation , à mettre les deux dernières sous une forme plus 
simple et phis symétrique encore, en y exprimant la différentielle de chacuna des deux va* 
riables relatives à la position de l'orbite» au moyen de la différentielle partielle , par rap^ 
port â Tune de ces mêmes variables. Il prouva dans le livre VI, que l'uniformité des 
moyens njouvemens n'est point altérée par les grandes inégalités de Saturne et de Jupiter, 
en ayant égard aux carrés des masses ; ce qui était d'autant plus important, qu^il avait fait 
voir que ces grandes inégalités ont une inQuence considérable sur les variations séculaires 
des orbites de oes deux planètes ; il montra aussi que les inégalités séaulaires, dues 
9LUX carrés des forces perturbatrices, n'altéraient pas les équations de coudition qui ont 
lieu entre les variations de chaque élément ; que la partie de la fonetioii perturbatrice , 
qui est indépendante des moy^is mouvemens , est constante par rapport aux élémens 
do la planète troiiblée ; et qi^e s^ différentielle ; par rapport à ces élépieas , e^t nulle, du 
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moins lon(ia*on néglige les quantités du quatrième ordni » par rapport âUX etcentrn 
cités et aux inclinaiBons. Enfin, il fit voir , dans le livre YIII, imprimé en i8o5, 
que l'inégalité séculaire de la Lune ne saurait être altérée par celles de son mojren mou- 
Tement. 

Tel était i peu près Fétat de la science sur ce point, lorsque M. Pbbson lut à Tins- i*' Mrmoira 
titttt, le 90 juin 1808, son Mémoire sur les inégalités séculaires des moyens mouve^ wccsâjel!*^" 
mens des planètes (*), dans lequel il a le premier démontré que les quantités du second 
ordre par rapport aux forces perturbatrices » ne peuvent produire aucune inégalité sécu* 
laire dans les grands axes ou dans les moyens mouvemens. Pour parvenir à ce théorème 
important pour la stabilité de notre système^ et qui ne pouvait être établi sans le secours 
de la théorie , Tauteur, après avoir rappelé les formules d*où dépendent les variations 
de tous les élémens elliptiques , et en avoir donné de nouvelles ^ détermine directement , 
par l'analyse, les inégalités séculaires du moyen mouvement, dépendantes du carré des 
masses , en négligeant d'abord les quantités du quatrième ordre par rapport aux exceu'- 
tricités et aux inclinaisons , et en faisant usage de considérations sur l'ordre des termes, ana« 
logues à celles que nous avons présebtées , chap. III, d'après la Mécanique céleste. Le ré- 
sultat de ce calcul extrêmement long, et qui deviendrait impraticable pour les ordres 
Supérieurs , lui fait voir que leî fermes non périodiques , qui sont en nombre infini , sa 
.détruisent tous dans l'expression du moyen monvement. Il prouve ensuite, en recourant, 
ainsi que nous l'avons vu pag. aSfl , i l'équation générale des forces rives , sous la forme 
que lui a donnée M. Laplace {^'^ , que si les v^ations des coordonnées delà planète trou-- 
blée n'introduisent aucun terme non périodique dans l'expression du nxoyen mouvement; 
il en sera de même des variations des coordonnées de la planète perturbatrice, en ayant 
égard 4 toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons* II ne lui reste plus alors 
qu'à étendre la démonstrafion du premier point à un ordre quelconque par rapport à ces 
derniers élémens, et il y parvient généralement, en exprimant les variations des coor^ 
données de la planète troublée au moyen de celles de ses élémens elliptiques , en les 
substituant ensuite dans l'expression différentielle du moyen mouvement, et en les mettant, 
ainsi que nous l'avons fait page flSa, sous une forme particulière, qui fait voir clairement 
que tous les termes séculaires doivent se détruire : ce résultat s*étend aussi à la variation 
du grand axe, et ne suppose aucune forme déterminée à la fonction perturbatrice. 

L'auteur passe de là aux variations séculaires de la longitude moyenne , et les déter- 
mine à l'aide de Pexpression bien remarquable qu'il avait donnée au commencement dé 
,son Mémoire pour celle de la longitude de fépoque, en remplaçant sÀûsi la formule de 
Lagrange seulement approximative , par une formule rigoureuse et très simple, que nous 
avons rapportée page s3i } il retrouve aussi entre les inégalités séculaires de la longitude 
de Tépoque , provenant de l'action mutuelle de deux planètes , le même rapport que 
M. Laplace avait (d)tenu entre les carrés des excentricités et des inclinaisons. Il démontre 
enfin que ces derniers élémens sont toujours renfermés dans d'étroites limites, et que 
la stabilité du système planétaire n'est pas altérée sous ce rapport, quand on a égard 
aux carrés des masses , et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons. 

M. Laplace lut, le 17 août de la même année , au Bureau des Longitudes , un Me- fj^^\~*j^ 

■ ■ .1 • M. LapUcc. 

(*) n te trottre dans 1« XV* cahier du Journal de rÉcoh Polytechnique. 

{**) Mém, dû Paris ^ ^'fi^f P*S' >^> ^^^* ^^^9 tom«I, pag. i3i. 
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moire pour senrir de Supplément à la Mécanique céleste ^ où II est parvena i âonnemne 
forme plus simple aux expressions différentielles des élémens elliptiques des planètes , 
^ en ne les faisant dépendre que des différentielles partielles de la fonction perturbatrice » 
prises par rapport aux élémens eux-mêmes , et multipliées par des facteurs qui ne reor- 
ferment que ces élémens» Pour cela , il a repris la formule de Lagrange , pour le grai^d 
axe , en remarquant qu'on pouvait y substituer , à la différentielle de la fonction pertur-»' 
batrice par rapport aux coordonnées ou au mojen mouvement de la planète troublée » 
sa différentielle partielle par rapport à la longitude de l'époque ; il est arrivé, pour la variai 
tion de cette dernière , à la même formule que M. Ppisson ; il a repris , pour Texcentricité^ 
les noeuds et Tinclinaison , les expressions qu'il avait déjà données, eu modifiant xin peu 
la première , d'après la remarque que la différentielle partielle de la fonction perturba- 
trice par rapport à la longitude vraie, est égale à la bomme de ses différentielles partielles 
par rapport aux longitudes de l'époque et du périhélie; enfin, il est parvenu à déter-** 
.piiner la différentielle du périhélie , ep observant que celle de la fonction perturbatrice , 
prise par rapport aux élémens , est égale à zéro : ce qui donne une équation entre les 
différentielles des six élémens, an moyen de laqt^elle on obtient celle du périhélie, lorsqua 
pelles des cinq autres sont déjà connues. 

Nous avons vu que le principal avantage de ces forafiiles rigoureuses ^ très simples , 
était de déterminer les variations finies de chaque élément, par le développement d'une 
seule fonction en une série de cosinus d'angles qui croissent proportionnellement an temps , 
par la différenciation , la substitution et l'intégration de chaque terme ; et que la partie m^ 
dépendante du temps donne par là des formules différentielles des variations séculaires , 
liussi exacte9 qu'on veut par rapport aux puissances ^t aux produits des exoentricitéj 
et de3 inclinaisons. M. Laplace observe de plus, qu'elles mettent en évidence le beau 
théorème de M. Poisson : en effet, l'expression du moyen mouvement prend d'elle-mémo 
la forme d'où ce dernier 9 conclu qu'elle ne pouvait contenir aucune inégalité séculaire 
fine aux variation^ des coordonnées de la planète troublée -, et quant aux variations dea 
coordonnées des autres planètes, M. Laplace prouve, parla forme même de l^fonctioa 
.perturbatrice, qu'elles ne peuvent pas non plus introduire d'inégalités séculaires, eii 
quelque nombre que soient ces planètes. 

Ces expressions conduisent l'auteur à la solution la plus générale et la plus simple des 

variations séculaires des élémens ; il y présente la fonction perturbatrice sous une foime 

où elle devient indépendante du plan auquel on a rapporté les coordonnées, et que noua 

ayons donnée d'après lui, chapitre III; il fait voir que la partie non périodique de cette 

fonction ne dépend que de celle du terme de son expression qui est symétrique par rapport 

à m et à np'; il détermine la position des orbites par rapport à la position variable de la 

ligne de leur intersection mutuelle ; il fait voir que cette ligne ne sort pas du plan inva-* 

riable, que son mouvement séculaire sur ce plan est donné par une intégration qui se 

^apporte aux quadratures , et conclut de ces formules les deux inégalités du mouvement 

lunaire en longitude et en latitude qui dépendent de l'aplatissement de la Terre , et 

qu'il avait déjà déterminées par une autre méthode. 

Mcfmoîre de L'attpntion de Lagrange sur un objet qui l'avait autrefois si heureusement occupé, et 

Lûgraiigc, qai qu'il avait ensuite totalement perdu de vue, fut réveillée, comme il le dit lui-même, 

époque. par 1^ découverte de M, Poisson , et il présenta ^u Bureau des Longitudes ^ dans I4 séance 
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laême où les belles recherches de I^* Laplace lui furent communiquées , mi Mémoire sur 
la théorie des variations des élémens des planètes^ et en particulier des variations des 
grands axes de leurs orbites. 11 forme la première partie du Mémoire qui «e trouye» 
•oua ce litre , dans ceux de Tlnstitut , pour Tannée 1808. 

Lagrange y considère , comme M. Laplace , les différentielles partielles de la fonction 
perturbatrice , par rapport aux constantes arbitraires qui proviennent de l'intégration des 
équations du mouvement elliptique^ et il parvient, par une analyse très simple et trè» 
élégante, à exprimer chacune d'elles par une foncâon linéaire et symétrique des varia- 
tions.inCniment petites de ces arbitraires , où celles-ci se trouvent multipliées par de 
certaines combinaisons des différentielles partielles des coordonnées rectangulaires du 
corps troublé, et de leurs dérivées , prises par rapport à ces mêmes constantes ; ce sont 
ces expressions générales que nous avons données au haut de la page 227 : elles sont 
indépendantes de la considération des orbites elliptiques ; et peuvent s'appliquer i tout» 
autre hypothèse de gravitation , dans laquelle les orbites ne seraient plus des section» 
coniques. L'auteur, mettant alors les trois équations du mouvement sous une forma 
particulière, parvient , en les différenciant par rapport aux constantes arbitraires, et en 
combinant les résultats , à démontrer généralement, ainsi que nous Tavons fait page as^» 
que toutes les combinaisons de différentielles partielles , qui forment les coefUciens de ce* 
expressions, sont constantes, c'est-à-dire qu elles ne renferment pas le temps d'une manier» 
explicite , et ne peuvent être fonctions que des élémens eux-mêmes. Il reprend ensuite 
réquation qui donne la variation du grand axe de la planète troublée , pour démontrer, 
à l'aide des formules précédentes , et indépendamment de celles du mouvement ellipf 
tique, quelos variation* des élémeus démette planète ne peuvent introduire , dans la va-* 
leur du grand axe, aucun terme proportionnel au temps , et du second ordre par rapport 
aux masses perturbatrices. Nous avons déjà vu qu'on ne pouvait pas se servir de la mém» 
méthode pour étendre ce théorème aux variations des élémens des autres planètes, parce 
que la fonction perturbatrice n'est pas symétrique par rapport aux coordonnées de toutes 
les planètes; pour éviter cet inconvénient, Lagrange déplace l'origine des coordonnées, 
qui était au centre du Soleil , et il la transporte au centre de gravité du système planer 
tairez -, la fonction devient alors symétrique, et demeure la même pour toutes les planâtes, 
n démontre ensuite l'invariabilité des grands axes des ellipses décrites autour de ce der-* 
nier centre , en ayant égard aux variations des élémens de toutes les planètes ; et il fait 
voir enfin, que ces grands axes étant invariables, peux dçs ellipses décrites aptour di| 
centre du Soleil le sont aussi. 

Dans la seconde partie de ce Mémoire, lue à l'Institut le 122 septembre de la même 
année, Lagrange particularise les constantes de l'intégration, qui étaient jusqu'ici des 
fonctions quelconques des élémens elliptiques ; il prend pour ces constantes les élémens 
eux-mêmes , et calcule alors , an moyen des formules connues du mouvement elliptique , 
et en employant la considération de l'anomalie excentrique, les valeurs des quinze coeffi- 
ciens qu'il est nécessaire de déterminer immédiatement ; les substitutions qui paraissent 
devoir être très compliquées, se simplifient beaucoup lorsqu'on rejette d'avance tous les 
termes qui contiennent le temps hors des signes périodiques , en se fondant sur ce que' 
tons les coeiEcIens doivent être indépendans du temps. Le résultat du calcul fait voir que 
les expressions de chacune fies différentielles partielles de la fonction perturbatrice 

35 
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renferment att plus » dans le cas des planètes, les difFérentielles de deox des six é\éitïen9 , 
an lieu de contenir^ comme dans le cas généfal^ celles dt cinq d'entre eux; desoit# 
qae rélimination qu'il faut faire pour obtenir la valeur de la différentielle de chaque 
élément^ ne présente plus aucime difficulté. Lagrajige fait^ page 64» u°o remuée essen^ 
tielle an sujet de la différenciation partielle de la fonction perturbatrice^ relativement aii 
grand axe, c'est qu'on peut se dispenser d'y faire varier la quantité n qni dépend de a; 
ce qui permet de substitue^ fndt à la place de nt , et fait disparaître les termes qui se 
trouveraient multipliés paf té Les formules définitives auxquelles il parvient s'accordent 
avec celles de M. Laplace , et il fait voir comment on peut les appliquer à la rechercha 
des équations séculaires. 
Itovreïïûx ^' appartenait à l'auteur de la Mécanique analytique , de considérer la théorie de la 
MémoiredeLft- variation des constantes arbitraires dans toute sa généralité ^ et d'en étendre l'usage 
Si! Foiisoa. à tous les problèmes de la Mécanique. Cest en effet le but du Mémoire que Lagrange 
lut à l'Institut le i3 mars 1809 ('*'). On sait que, quel que soit le système de corps dont 
on cherche le mpuyement ^ et de quelque manière qu'ils agissent les. uns sur les autres , 
on peut toujours réduire les variables qui déterminent leur position dans l'espace » à un 
petit nombre de variables indépendantes , en éliminant > au moyen des équations de con« 
dition données par la nature du système , autant de variables qu'il y a de conditions. 
Cette réduction supposée^ le problème consiste à déterminer chacune de ces variables 
par le temps. Lagrange avait donné , dans la seconde partie de sa Mécanique anafy* 
tique , la forme générale des équations différentielles ^ pour, chacime des variables 
indépendantes dont il s'agit. Il suppose alors que^ dans un problème donné ^ on soit 
parvenu à intégrer complètement les équations ^ont il dépend ^ mai» en faisant abstrac- 
tion de Certaines forces pertorbatrices très petites » qni agissent sur ces corps dans une 
raison quelconque des distances; il réduit l'effet de ces forces à ne faire varier > dans la 
sottition générale , que les constantes Arbitraires introduites par les différentes intégra- 
tions ; et comme il doit y avoir deiïx constantes arbitraii^s, à raison de chaque variable, 
puisque ces variables dépendent d'équations différentielles du second ordre , il peut faire 
en sorte que non seulement leurs expressions finies, mais encore leurs expressions diffé- 
rentielles y soient les mêmes que si les constantes dont il s'agit demeuraient invariables. 
En considérant , sous ce point de vue , la variation des constantes arbitraires , il parvient 
i un résultat aussi simple qu'inespéré, savoir : que la fonction qui représente l'int^ale 
de toutes les forces perturbatrices , multipliées chacune par l'élément de la distance dont 
elle dépend, fouit, comme dans le cas des perturbations des planètes, de la propriété 
que ses différentielles partielles, relatives à chacune des constantes arbitraires, sont 
exprimées uniquement par des fonctions différentielles de ces mêmes constantes sans le 
. temps. L'auteur fait joir ensuite qu'on peut appliquer ces formules à l'un des problème» 
les plus importans du système du monde , celui de la rotation des planètes autour 
de leur centre de gravité , en ayant égard à leur figure nonsphérique, et àTattraction que 
les autres planètes exercent sur chacune de leurs molécules ; il annonce qu'il ae pro« 

{*) n M troare dans l«i M4m^ dePInêt. pour iSo8^ ioni le tiin de Mémoiro sur la théorie générale 
dê^ la variation tUs comtantêi arbitraires dans tous Us problèmes de la Mécanique^ 



Digitized by 



Google 



CHAPITRE SEPTlÉMir. «tS 

pose d*en faire Tobjet d'an antre Mémoire, mais il na pas exécvté ce projet» et cVs^ 
à M. Poisson qu'on doit de Tavoir le premier réalisé. 

Dans le Mémoire actuel» Lagrauge démontrait d'une manière fort longue, et en exécn- 
tant entièrement les dilFérenciatîôHs» la propriété fondamentale que les coefficiens des diflTé- 
rentielles des constantes » dans les expressions des différentielles partielles de la fonction 
perturbatrice» sont indépendans du temps ; mais il prouva» peu de temps après, dans une 
addition i ce Mémoir^» qu'il était possible de simplifier l'équation intégrale qui exprime 
cette profuriété» et de la déduire directement des trois équations différentielles du problème» 
par le seul jeu des caractéristiques A et /"» uniquement relatives à la variation des cône* 
tantes arbitraires. Il montra aussi» dans un Supplément, que la formule qui donne la dif« 
férentielle partielle de la fonction perturbatrice par rapport à l'une des constantes an 
moyen des différentielles de toutes les autres constantes, et à laquelle il n'était arrivé que 
par une analyse assez compliquée, pouvait se déduire immédiatement des équations primi^i 
tives *, et que son Mémoire- présenté de cette manière ne tiendrait que deux du trois pages* 
M. Poisson lut aussi à-4'Iostitat» le 16 octcrbre 1809 , un Mémoire sur la variation 
des constantes arbitraires , dans les questions de Mécanique » dans lequel il présenta toute 
cette théorie sous un nouveau point de vue (^). Il parvint i exprimer directement les diffé<> 
rentielles premièi'es des constantes arbitraires devenues variables » au taioyen des diffiéreaÂ 
tielles partielles de la fonction perturbatrice » prises par ra^ort aux constantes ariDiitraires^ 
et multipliées par de certaines fonctions de ces mêmes quantités. L'auteur ayaift démontré 
dans un lemme préliminaire, par ttne méAode dont la longueur est peut-élre inévitable 
dans le cas géztéral » que ces dernières fonctions ne renfermaient pas le temps dNine ma^ 
nière expHcite » obtint amsi des formules inverses de celles de 'Lagrange » et qai oBrent 
Avec ces deilûères une «singulière analogie. Elles sont plus dtectes et n'exigent âticunè 
élimination ; elles qpt aussi l'avantage de pouvoir encore s'appliquer, quand lés éqoationft 
ilu mouvement primitif ne peuvent s'intégrer que par la méthode des quadraf^ires , et 
qu'il est impossible par conséquent d^exprimer les coordonnées des mobiles en foncti<A 
des constantes arbitraires. 

M. Poisson clioisît pour premier exemple de l'application de ses nouvelles formu1)?s » 

ie mouvement d*un point attiré vers un centre Exe suivant une loi quelconque. On par- 

irient dans ce cas à séparer les variables dans les équations differentieHes du mduve- 

ment, sans pouvoir achever les intégrations» ni exprimer les variables sous forme finie ^ 

tant que la loi de l'attraction reste indéterminée. Cette circonstance n'empêche p£(s 

d'obtenir, au moyen des formules de M. Poisson, les variations des six arbitraires 

contenues dans les intégrales de ces équations différentielles. La forme de ces expressions 

ne dépendant pas de la loi d'attraction » >elles doivent s'accorder avec les valeurs des 

différentielles des élémeus des planètes qui se rapportent au cas de la nature, où cette 

force suit la raison inverse du carré des distances. L'auteur vérifie en effet qu'elles 

coïncident dans ce cas avec celles de Lagrange ; et il prouve aisément , par quelques 

transformations» qu'elles s'accordent aussi avec celles du Supplément à la Mécanique 

céleste. 11 fait ensuite l'application de ses formules à un second exemple, savoir, le 

mouvement de rotation d'on corps solide de figure quelconque ; maïs comme ce cas » 

(*) y oyez le XV* Gabier da Journal de l'ÉeoU Poifteekniq.ue, 
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l>ien remarquable èû ce que les dîiTérentielles des constantes qui bj rapportéttt ont 
identiquement la même forme que dans le premier problème , n'entre pas dans notre 
tnjet^ nouA ne deybns pas nous j arrêter. 

Lagrange parvint encore^ dans un petit Mémoire lu le ig février 1810, à sîmpliCer 
Inapplication de ses formules générales aux problèmes de Mécanique^ en remarquant 
<iue y si Ton développe les expressions des variables indépendantes , en séries de puis** 
«ances ascendantes du temps > le» fonctions de ces variables, qui forment les coeSicien» 
de chaque terme des expressions générales des différentielles partielles de û , ne renfer^ 
inant pas le temp», xie doivent contenir, après les substitutions, que les premiers termes 
tous constans de ces séries, et les Coefficiens des seconds. Si donc on adopte ces quantités 
pour constantes arbitraires, on aura directement les expressions très simples de leur» 
différentielles, ou de celles des coordonnées et des vitesses initiales , lorsqu'il s'agît 
du mouvement de translation ; expressions que M. Poisson avait données défà , dans 
ce cas , à la fin du numéro 27 de son second Mémoire. Si Ton veut ensuite faire usage 
de nouvelles constantes arbitraires, on peut facilement, en les considérant comme des fonc- 
tions aesfn'cmières, obtenir aussi leurs variations. C'est la marche que nous avons suivie 
page 2226, dans la détermination des différentielles partielles de la fonction perturbatrice. 
On peut éviter ainsi l'éHmination, en employant l'intermédiaire d'un système particulier de 
constantes arbitraires , pour lesquelles cette élimination se trouve toute faite , et en révei- 
llant ensuite de ces constantes particulières à des constantes quelconques. Les formules 
auxquelles M. Lagrange parvient ainsi , ne coïncident pas immédiatement avec celles de 
M. Poisson, parce que celles-ci renferment les constantes arbitraires en fonctions des 
variables du problème et de leurs différentielles, au lieu que celles-là ne renfermait 
ces constantes qu'en fonctions d'autres constantes ; mais il observe qu'il est facile de se 
convaincre à priori qu'elles conduisent aux mêmes résultats. ^ 

Les modifications successives , et les perfectibnnemens graduels que Lagrange avait 
faits à sa théorie de la variation des constantes arbitraires , dans les problèmes de Méca- 
nique , devaient faire désirer qu'il rassemblât tous ses travaux sur ce sujet , pour en 
former un tout réduit au degré de généralité et d'élégance qu'il pouvait lui donner. C'est 
à ce but important qu'il est parvenu dans la seconde édition de sa Mécanique analytique^ 
dont le premier volume , imprimé en 181 1, renferme une Section (la cinquième de la se- 
conde partie) intitulée : Méthode générale i approximation pour les problèmes de Dy-* 
namique y fondée sur la variation des constantes arbitraires. L'auteur a appliqué cette 
méthode au système du monde, dans la Section YII^ qui contient, outre la théorie du mou- 
vement elliptique ou parabolique, celle des variations des élémens des planètes, et en par- 
ticulier celle de leurs inégalités séculaires, avec les équations de condition qui limitent leurs 
accroissemens \ on n'y trouve pas cependant le développement de la méthode suivie pour 
l'intégration des équations séculaires , ni la théorie des inégalités périodiques. La mort a 
enlevé ce grand homme au monde savant, avant qu'il eût terminé son ouvrage, et l'on 
devra toujours regretter cette perte irréparable. 

La première classe de l'Institut avait proposé, dès l'année 1804, P^^^ ^^^^ d*un prix 
de Mathématiques, la théorie des planètes ^ dont r excentricité et l'inclinaison sont trop 
considérables pour qu'on enfuisse calculer les perturbations assez exactement par les 
méthodes connues ; elle n'exigeait que des formules analytiques , mais disposées de ma^ 
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tuere qii*on put les appliquer avec sûreté , soit à la planète Pallas J soit i toute antre, 
r^'ajant alors reçu aucun Mémoire sur la question proposée ^ elle a continuellement remis 
ce sujet an concours , sans obtenir encore aucune solution satisfaisante. MM. Burckhar^jt 
et Binet sont parvenus cependant Fun et Tautre à pousser plus loin qu-'on ne Tavait encore 
fait le calcul analytique des perturbations. Le premier > dans un Mémoire compris dan» 
ceux de Tlnstitut pour 1808, a déterminé ^ par la mét;)iode de M. Laplace^ plusieurs 
.classes de termes qui donnent des perturbations des six premiers ordres ; le seconda pré- 
senté k rinstitut , en i8i3^ un grand travail sur le développement de la fonction d'où 
dépend le calcul des perturbations des planètes , et dont l'objet est de fournir les moyeng 
de calculer immédiatement un ferme quelconque de ce développement dépendant d*un 
argument déterminé , en supposant Tapproximation portée jusqu'aux septièmes dimen-* 
«ions des excentricités et des inclinaisons. 

M. Poisson a pris^ dans Tannée 1816 ^ la 3fécanique analytique pour texte d'un 
cours public, où U a particulièrement développé la théorie des perturbation» planétaires, en 
cherchant à en simplifier de nouveau l'exposition. Il a présenté à l'Institut > le a sep- 
tembre de cette même année , un nouveau Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires , dans les questions de Mécanique , dont la publication est impatiemment 
attendue des amis des Sciences mathématiques. On voit , d'après l'annonce que l'auteut 
en a faite dans le BulL de la Soc. Phii.g de 1816, page 148, qu*il 8 y est proposé d'ob-* 
tenir les expressions dilTérentielles des constantes arbitraires, ou du^jnoins une partie 

. d'entré elles ^ par une méthode indépendante de la nature du problème' Il trouve ^ en 
général, dix constantes arbitraires dont les différentielles sont connues d pr/ori, savoir, 
les six cunstantes qui sont relatives au centre de gravité, la constante qui entre dans 
l'équation des forces vives , et celle que contient chacune des trois équations relatives à 
la conservation des aires; ou bien, à la place des trois derrières, le» deux angles qui 
déterminent la direction du plan invariable^ et la somme des aires projetées sut ce plan. 
Dans le problème dn mouvement d'un corps attiré vers un centre fixe , et dans célu\^ dn 
mouvement de rotation , on n'a pas à. considérer les six constantes relatives au centre der 
gravité ; mais , aux quatre autres , il en faut joindre deux , dont l'une est la constante 
ajoutée au temps, et l'autre un angle compté dans le plan invariable : ces deux constante» 
n'entrant pas dans les intégrales. communes à tous les problèmes , leurs différentielles ne 
sont pas connues à ptiori; mais l'espèce de réciprocité qui existe entre les coeificiens 
contenus dans les différentielles des constantes qui se rapportent à un même problème , 
ne laisse qu'un~seul coefficient à déterminer par rapport aux deux nouvelles constantes ; 
et sa valeur , calculée par les formules du premier Mémoire de M. Poisson , se trouve 
être égale à zéro pour l'un et pour l'autre problème. L'anteuf , après avoir ainsi obtenu 
des expressions différentielles des six constantes arbitraires, applicables aux deux ques^ 
tions, et les mêmes que celles du Mémoire cité, se borne à considérer, dans son qua- 
trième et damier paragraphe , les variations des grands axes et des moyens mouyemens 
des planètes. Il rappelle d'abord sa démonstration de l'invariabilité de ces élémens , 

. quand on néglige les quantités du troisième ordre par rapport aux masses des planètes , 
et qu'on fait abstraction des inégalités périodiques -, il démontre ensuite que les variation» 
des coordonnées de la planète troublée n'introduiraient aucune inégalité séculaire dans la 
différentielle seconde de son moyen mouvement, lors même que l'on pousserait dan» 



Digitized by 



Google 



a7« TROISIÈME PARTIE. THÉORIE GÉNÉRALE, 

celles-là fapproxîmation jusqa*aiix termes da secoiul ordre incIusiTement, et peut em 
conclure, par inductioti , qn*il en serait de même dans toutes les approximatioiis 8ui«- 
yantés. )l testerait encore à démontrer que les Tarmtions des coordôtmées dds planète 
perturbatrices ne petiyent pas non plus produire, dans k moyen lïKmvemesft , d'inégalités 
séculaires dû troisième ordre |mr rapport aux masses ; mais heureusement, passé le se- 
cond ordre, cette question n'intéresse plus V Astronomie , puisque si le moyen monvemenC 
renfermait des inégalités séculaires dues à ces variations, elles seraient comparables-» 
dans letir maximum, aux inégalités périodiques ordinaires, et nauraient par conséqueniC 
aucune influence sensible sur les motivemens planétaires. 

Nous terminerons ici l'exposition que nous avions entreprise des principaux travaux 
r«lati& à Tune des plus belles parties de T Astronomie , espérant que la lecture de cet 
J^sai pourra inspirer à quelques personnes le désir de puiser atix ouvrages origioaui^ 
et que Tanalyse de ce qui a déjà été fait de plus remarquable sur ce sujet , pourra 
provoquer de nouvelles recherches. 



NOTE 

Relative à Inéquation séculaire de la Lune, 

Nous n'avons pas cité, dans le chapitre lo de notre première partie , le Mémoire sur 
f équation séculaire de la Lune , donné par Lagrange dans le Recueil de l'Académie 
de Berlin pour 1793 , soit parce iqu'étant fort postérieur à la découverte de M. iLaplace , 
il perdait ainsi une grande partie de son intérêt, soit parce qttenous n'avions pas encore 
parlé de la méthode snr laquelle il est fondé : c'eët à suppléer cette omission que la 
note suivante est destinée. 

Nous avons vu que Lagraûge avait le premier reconnu , par là théorie , que les lon- 
gitudes moyennes pouvaient être sujettes à des variations séculaires dépendantes des carrés 
des excentricités et des inclinaisons , et nous avons idonné d'après lui , au bas de la 
page 201 , une foilimle approchée de ces variations. Il lui échappa, dans l'application 
numérique qu'il eh fit à Jupiter et à Saturne (Mém. dte Berl. 1783, pages aao et 2a3), 
une singulière erreur de calcul*, car il supposa, àsoia révaluatiota des coeiHciens, que 
la division d'un certain nombre de secondes par un autre nombre de secondes , donnait, 
pour quotient une fraction de seconde , tandis que le quotient était un nombre abstrait 
exprimé \en parties du rayon pris pour unité. C'est à cela (de mème^'à une légère 
inexactitude que Lagrange a remarquée depuis dans la valeur du coefficient (a) du second 
terme de sa formule , qui devait être égal et de signe contraire au coefficient (4) da 
quatrième) qu'est due l'excessive petitesse de l'inégalité qu'il en conclut pour Jnpiter 
et pour Saturne; et ce résultat lui fit alors, probablement, regarder comme inutile de 
faire la même application à la Lune. 

L'objet de son Mémoire de 1793 est de montrer avec quellie facilité sa formule fournis* 
sait , en y substituant la Terre au Soleil , la Lune à Jupiter , et le Soleil à Saturne , 
les termes dont M. Laplace venait de déduire Fexplication de l'équation séculaire de 
la Lune. H trouve en effet, page 236, dans l'expression différentielle de la variation sécus 



Digitized by 



Google 



NOTE- à79 

laire de la longitude de Vépoque S, tin terme qui pe«t être mis sotis la, forme. ; .*«..• 
i n* (tangV***^'*) dw, n étant le rapfiort des temps périodiques de la Lune et de la 
tTerre, a' Texcentricité de Forbite de la Terre ^ ■■ le moyen mouvement de la Lune, 
y Tinclinaison mutuelle des deux orbites*, et l'intégrale — - 1 n^f}!^chr, considérée seule » 
lui donne , en y mettant pour a' sa valeur approchée de la forme a + bi, ce qu'il appelle 
T équation séculaire du mouvement vioyen. 

Il manquait cependant deux choses à cette méthode pour la rendre entièrement satis- 
faisante. En eiFet, il fallait d'abord prouver que le terme dépendant de l'inclinaison 
mutuelle ne pouvait apporter aucune modification sensible dans la variation séculaire da 
l'époque : c'est ce que nous avons, fait page a55, en démontrant ^ d'après M, Laplace, 
que cette inclinaison est constante , même dans le cas de la Lune ; et comme l'équation 
séculaire dépend du carré des masses, il. fallait aussi avoir démontré l'invariabilité des 
moyens mouvemens, en allant jusqu'aux quantités de cet ordre, pour pouvoir supposer 
que toute l'inégalité séculaire de la longitude moyenne était comprise dans celle de la 
lon^tude de l'époque. Au reste , il était possible , dans le cals de la Lune , de se passe* 
de ce dernier théorème, par la considération suivante, qui est due à M. Laplace. 

£n effet, nous avons déjà vu, d'après l'expression générale de la variation du moyen 
mouvement , que ce n'était que par la combinaison des termes périodiques, qu'il pouvait 
résulta dans cet élément des termes séculaires de Tordre du carré des masses. Supposons 
donc dans û un terme A cos (i'nft — int + V/ — it + a) que l'on combine avec un autre 
terme B cos {^n't—^gnt -f-^^^-— g< +^ provenant de la variation des élémens : il enrésul-* 
tera dans /» la quantité i AB cos C(i' — g^) {n't -f- •') — (i— g) (n^+ •) + « — ^3» 

ce qui produit dans »x ■ , en observant de ne différencier que par rapport aux • qui se 

trouvaient primitivement dans O, le terme 

4ABisin[(i'-g^)(n'*+/)-(i-g)(«« + + — C3; 

celui-ci ne peut faire naître d'inégalité non périodique que lorsqu'on a i = g', i' == g^, 
et que i n'est ni égal à zéro , ni égal à i\ En effet , les premières conditions sont néces- 
saires pour que les moyens mouvemens disparaissent, et les dernières doivent avoir lieu 
pour que le terme tout entier ne soit pas nul, puisque nous avons vu, page a34> ^^ i'-* i 
était égal à la somme des multiples des angles « , </ et A qui entraient sons le signe pé- 
riodique , et que la supposition de f •— i égal à zéro , donnerait par conséquent «»= o, 

C=:0. 

On voit par là que si la variation des élémens pouvait produire , dans le moyen mou-* 
Tement, des termes non périodiques, ils dépendraient nécessairement du sinus des 
longitudes du nœud ou du périhélie de la planète troublée ; et comme les variations de 
ces élémens dans la théorie de la Lune rentrent, à cause de leur rapidité, dans la 
classe des simples inégalités périodiques, on peut en conclure à priori, que s'il existait 
quelque inégalité séculaire dans le inoyen mouvement de la Lune , elle ne pourrait altérer' 
celle de sa longitude moyenne. 

Il n'est peut-être pas inutile de temax'quer à Ce sujet qti*on peut, par la seule méthode 
donnée par Clairaùt, dans sa Théorie de la Lune, découvrir le terme qui prqiduit l'équa-' 
tion séculaire de ce satellite^ Reprenons en effet les notations du chapitre a de notre 
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première partie, et dénigaona par r et / les distances de la Lune et du Soleil à la Terre ,*^ 
par h et/ les demi-paramètres des deux orbites , par e et * leurs excentricités , par z et 
mv}ea anomalies vraies correspondantes comptées de Tapside supérieure; nous aurons, 
d*après les pages a4 et a6 , 

f f^ f^ m 

—etc., ^= 1 — £cosz, d'oùp= i + etc:,*^î=i +î** + etc. 

Ces valeurs étant substituées dans le terme — - . p • Tjde l'expression de la fonction 

O de Clairaut, qui se trouve page 43 de la seconde édition de sa Théorie, y feront naitr« 

NP 
la quantité — ^ «f*, où et = -jrrj^ représente le carré du rapport des moyens mouvement 

de la Lune autour de la Terre , et de la Terre autour du Soleil. 

Ainsi l'intégration complète de l'équation fondamentale --t-j + 5 -j- û = o, donnée p^r 

Clairaut, page 5 de sa Théorie, et à laquelle nous sommes parvenus page io4» 

k 
amènera dans la valeur de 5, ou de i ^- - , le terme ^ «£*, et de là dans celle de r* la 

terme A* (i -f- î •** ). 

, Or, l'équation des aires donne dans ce cas r*dv^=:k*ndi, en désignant par nie moyen 
mouvement de la Lune ; ainsi le terme dont il s'agit produira , dans l'expression de la 
longitude vraie v, la quantité — | «/f*.nA, ce qui s'accorde entièrement avec l'exi^ 
pression de l'équation séculaire de la Lune , donnée par M. Laplace. Mec. céL , 
tome m , page 227. 

Au reste, il faut se rappeler que la variabilité de l'excentricité de l'orbite terrestre 
n'étant pas généralement admise du temps de Clairaut : lors même qu'il aurait reconnu 
l'existence de ce terme, il est probable qu'il n'en aurait déduit aucune conséquence 
utile , et qu'il l'aurait négligé comme étant compris dans le moyen mouvement observé. 

FIN. 
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Pctge \Zy ligne i3, en remontant. On doit mettre au rang des meillenrs Commentaire» 
de l'ouvrage des Principes , celui qui est à la suite de la traduction française de ce traité 
par M* du CliasteUet^ et où se trouvent particulièrement développées les théories des 
trajectoires , de l'attraction des sphéroïdes , de la Cgure de la Terre et des marées. 

Page g6, ligne i4> en remontant. M. Burckhardt a présenté à l'Institut^ le 3o jan-< 
vier 1809, un Mémoire sur plusieurs moyens de perfectionner les Tables de la Lune^ 
dans lequel il a simplifié l'application de la règle , attribuée à Mayer , par laquelle on 
détermine^ par observation, le coefficient d'une inégalité, et qiii consiste à diviser la 
somme des erreurs des Tables par la somme des sinus de l'argument que l'on consi- 
dère : en donnant un moyen simple d'obtenir dprfon cette dernière somme d'une manière 
suffisamment exacte. Il a inséré dans la Conn, des Tems de 181 a, un petit Mémoire sur 
l'usage de la période de dix-huit ans pour trouver avec facilité des lieux approchés de 
la Lune. Se& Tables, construites à l'aide de plus de quatre mille observations , ont été 
présentées à l'Institut, en décembre 1811 ; ce sont les premières où l'on corrige tons 
les argumens , à commencer par celui de Yévection , en y ajoutant la somme de toutes 
les équations précédentes. Elles ont été adoptées par le Bureau des Longitudes pour les 
calculs de la Connaissance des Tems. 

Page 99 , ligne 14. L'angle ^ — « est ce qu'on appelle V argument de la latitude. 

100 , 9 > «n remontant. Les lignes on et o/m sont les espaces décrits en yerta 

des forces 2: et n , quand on suppose que ces forces impriment au commencement de 
l'instant dt , toute la vitesse qu'elles produisent réellement à la fin de cet instant. 

Page 10a , ligne 6. On yoit plus clairement pourquoi la composante de la force ^, qui 

icdjc 
agit suivant le rayon vecteur a: , est + —y- , en traçant la figure de manière à ce que ce 

rayon prenne , dans l'instant dt , un accroissement au lieu d'un décroissement, 

Page^ 1 o4 > l^ne 5, en remontant. La marche la plus directe , pour déterminer les 

constantes de l'intégration , dans le cas de H = cos mv , est de ne pas ajouter de nouvelles 

constantes dans la détermination de A, mais de supposer, après la substitution de la 

ds 
valeur de A dans celle de s , que s et j- sont nuls quand y = ; et l'on trouve bien ainsi 

Page 109, ligne 9. L'équation /cosSTL=/ cosT' s'bbtient en abaissant des points S 
et S^ des perpendiculaires Sp et S^p sur LT , et en remarquant que la ligne Tp est à 
la fois le cos. de l'angle STL, multiplié par le rayon ST, ou le cos. de l'angle S'TL, mul- 
tiplié par le rayon S'T. 

Page 168, à la note. Si Ton suppose que l'inclinaison se compte positivement en s'éle- 
vaut du plan des xy vers l'axe des z, l'angle xaa' deyra être pria négativement , ce qui 

35 
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donnera tang a'x t= — * fl sîn « ; maïs comme Ton aura aussi tang afx ^^ ^ ^^ "" n ' *" 

* P 

résultera toujours en comparant : 9 8in«» ?= t^^* 

Page ai 8, ligne i5. Pour obtenir les trois intégrales générales des aires, dans le cas 
de trois corps dont les masses sont M ^ m et m', multiplions d*abord respectivement par 
— m VMy — m' (y'-— y ) ] et m [ Mx — m' ( x' — x)] , les deux premières équations du 
moovemen^t relatif du corps m > et ajoutons la somme des produits à celle des deux pre- 
mières équations relattives àm'par-*m'[My-^»(j?-^y)] eti»'[Ma/— mCx-^x')]; 
les termes se détnûroot tms ia«tu^llemeirt> à l'exception de ceux qui vienoAit du premier 
de chaque équation^ ^% nous aurons simplement 

ou en intégra^nt^ avec une constante arbitraire c, 

Cette équation ne se rapporte qu'aux aires décrites sur le plan des x^^ mais il suffit d'jr 
changeir x, a/, y, y', ena, »', x, x^, ou eny,y, z, «', etrécifMroqnenoent^ pour obtenir 
les deux intégrales premières relatives aux plans des xs et àesyz, savoir : 

^jr zdx^xdz , ,z'daf—3fdz''^, ,r(s'— a)(dj/— dx)— (x^-x)(cfc'— rf»)-] , 

^u'—dt — +"* — dt — j+'"'"L ^"'^ — ' J=^' 

Ce sont ces intégrales d'où Ton peut conclure les relations du bas de la page do3. 
On peut aussi mettre la première équation sous )a forme 

Si l'on y substitue pour '^^ ' — et — *^ ~-^ — , leurs valeurs V^(M4-ifi)a(i-^^.co8y 

et v/( M+ ^0 o' ( 1 — «'*) cosy', où y et y représentent les inclinaisons des orbites de 
m et rrl au plan des xy ^ et que l'on ne considère que les termes qui donnent des inégalités 
sécul^res : on verra facilement que le dernier ne peut pas en produire qui soient du 

premier ou du second ordre des masses perturbatrices, et l'on aura en faisant • 

M + m = nV, M + 7n^ = n^*a^^, et en divisant partout par a'iia'V, l'équation 

imIvI |/r~ e* cos y + vptan^ \ — e'* oos y' sac c, 
qui subsiste par rapport aux variations séculaires dépendantes du canré des masses. ' 
. PûgeaBa, dernière ligne. On peut parvenir directement à 1* équation des forces vives; 
tous sa forme définitive^ en multipliant respectivement les trois équations de la page âi/^ 
par 

am[(M + mOrfx — m'dbr^], am[(M+m') Jy— m'iy],im[(M+mOd« — m'&l 
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et en ajoutant les produit», à ceux dea équations relatives à m' par 

Page 05^, ligne 3. La partie de s^, relative an mouvement séculaire de Técliptique; 
ne se compose , comme Ton voit , que de termes périodiques , mais sa substitution dans 
la relation (7) de la page 99 , qui détennine la tangente de la latitude en fonction de 
celle de Finclinaison , produirait dans cette dernière , par la combinaison des quantités 
sinCi' + S) et sin (v+g^-f'O) ^^^ termes de la forme Asia{gt 4* ^) qui donne- 
raient des inégalités séculaires. C'est pour cela qu'il a été nécessaire de prouver que ces 
termes acquerraient un trop grand diviseur pour qu'on dût y avoir égard. 

Page 2276, ligne 3. On doit remarquer que ces formules directes, de M. Poisson, étaient 
les seules qui pussent être employées dans le problème du mouvement de rotation, et que 
ceUes du premier Mémoire de Lagrange ne pouvaient en donner la solution. 
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